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固定直径单圈图的最小超级萨格勒布指数

郭晓婷，邵燕灵*

（中北大学 数学学院，山西 太原 030051）

摘 要：本文解决了当一个单圈图的直径与顶点个数满足一定条件的情况下，其超级萨格勒布指数（HM指数）的最

小值及对应的极图刻画问题。首先在单圈图直径不变的前提下采用移除一条悬挂路的变换，使得单圈图的悬挂点

个数减少，并讨论了变换前后两个图的超级萨格勒布指数的关系。其次，根据单圈图中悬挂点的个数，分类研究了

其超级萨格勒布指数的最小值。最后经过比较，获得该类图的最小超级萨格勒布指数及对应的极图。
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The Minimum Hyper-Zagreb Index of Unicyclic Graphs with Fixed Diameter

GUO Xiaoting, SHAO Yanling*
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Abstract: This paper solves the problem of the minimum hyper-Zagreb index (HM index) and its corresponding extremal graph charac‐

terization when the diameter and the number of vertices of a unicyclic graph satisfy certain conditions. Firstly, the number of pendent 

vertices is reduced by the transformation of removing a pendent path on the premise that the diameter of the unicyclic graph is un‐

changed, and the relationship between the hyper-Zagreb indices of the two graphs before and after the transformation is discussed. Sec‐

ondly, the minimum value of the hyper-Zagreb index is studied classically according to the number of pendent vertices in the unicyclic 

graph. Finally, the minimum value of the hyper-Zagreb index and the corresponding extremal graph are obtained by comparison.
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0 引言 

设 G 是一个顶点集为 V ( G ) ={v1，v2，⋯，vn}，边集为 E ( G ) 的简单连通图，其中顶点数 |V ( G ) |=
n，边数 |E ( G ) |= m，顶点 vi ∈ V ( G ) 的度 dG ( vi ) 是 G 中与 vi 关联的边的数目（简记为 d ( vi )），邻集

NG ( vi ) 表示与顶点 vi 相邻的所有顶点的集合，其中 i = 1，2，⋯，n。若 dG ( u ) = 1，则称顶点 u 为图 G
的 悬 挂 点 。 若 P = v0v1v2⋯vt 是 图 G 的 一 条 t 长 路 ，若 dG ( v0 ) = 1，dG ( v1 ) = ⋯ = dG ( vt - 1 ) =
2，dG ( vt ) ≥ 3，则 P 称为图 G 的一条悬挂路（记作 Pt）。图 G 中两个顶点 u，v 之间的距离 dG ( u，v ) 是
指从顶点 u 到顶点 v 最短路的长度。若 D ( G ) = max{dG ( u，v )|u，v ∈ V ( G )}，则称 D ( G ) 为图 G 的直

径（简记为 D），若顶点 u，v ∈ V ( G ) 且有 dG ( u，v ) = D ( G )，则称 u，v 之间的最短路 P 为 G 的一条直径

路。单圈图是有 n 个顶点和 n 条边的连通图，用 Un 表示所有 n 阶单圈图的集合，记 Cn 是 n 阶圈。
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分子拓扑指数是定义在化合物分子图上的数值不变量，它与相应化合物的物理、化学和生物

性质密切相关。1972 年，Gutman 和 Trinajstić［1］提出了著名的萨格勒布指数 M1 ( G ) = ∑
uv ∈ E ( G )

dG ( u )+

dG ( v ) 和 M2 ( G ) = ∑
uv ∈ E ( G )

dG ( u ) dG ( v )，萨格勒布指数在定量结构性质关系（Quantitative Structure-

Property Relationship，QSPR）和 定 量 结 构 活 性 关 系（Quantitative Structure-Activity Relationship，
QSAR）研究中的应用已经赢得了药理化学、物理化学等学科的认可［2-3］。随后，Zhou 等［4］提出了

Harmonic 指数 H ( G ) = ∑
uv ∈ E ( G )

2
dG ( u )+ dG ( v )，Furtula 等［5］提出了增强型萨格勒布指数 AZI( G ) =

∑
uv ∈ E ( G ) ( dG ( u ) dG ( v )

dG ( u )+ dG ( v )- 2 ) 3

。在 2013 年，Shirdel 等［6］提出了超级萨格勒布指数（hyper-Zagreb index，

记作 HM 指数），其定义为 IHM ( G ) = ∑
uv ∈ E ( G )

(dG ( u )+ dG ( v )) 2
。

现在，分子拓扑指数已达到上百种之多，HM 指数作为分子拓扑指数之一，它具有预测化合物

燃烧焓、生成焓、升华焓、汽化焓等物理化学性质的潜力，这吸引了学者们的广泛关注。Falahati-
Nezhad 等［7］给出 HM 指数的界，Gutman［8］研究了 HM 指数与

- -------HM 指数之间的关系，Gao 等［9］研究了

树、单圈图、双圈图的 HM 指数的上下界，Liu 等［10］给出了完美匹配仙人掌图的 HM 指数的上界，

Menaka 等［11］研究了一些乘积图的 HM 指数，Rizwan 等［12］给出了特殊树中 HM 指数的极值，2023 年

Hayat 等［13］研究了给定线段树中 HM 指数的上下界以及 HM 指数在 QSPR 回归建模中的应用，并且

提出了两个未解决的问题，即在固定直径和匹配数的连通图中寻找 HM 指数的上下界、在给定顶

点连通度和边连通度的图中寻找 HM 指数的上下界。给定直径单圈图的分子拓扑指数的极值是

近年来研究的一个热点［14-17］，然而固定直径单圈图的最小 HM 指数尚不清楚，于是本文对其进行

了研究，获得了直径 D ≥ 4 且 D + 2 ≤ n ≤ 2D - 1 的 n 阶单圈图中最小的 HM 指数。

1 预备知识 

引理1［9］ 设 G 是有 n ≥ 3 个顶点的单圈图，则 IHM ( G ) ≥ IHM ( Cn ) = 16n。
引理 2 设 G 是一个 n 阶单圈图，P 是图 G 的一条直径路，v ∈ V ( G ) 是图 G 的一个悬挂点，且

v ∉ V ( P )，P' 是一个以 v 为端点的悬挂路。设 G' 是由图 G 移除悬挂路 P' 得到的图，悬挂路 P' 的长

为 s，则 D ( G' ) = D ( G )，且 IHM ( G ) > IHM ( G' )+ 16s。
证明 设 u 是图 G 中距离顶点 v 最近且 dG ( u ) ≥ 3 的顶点，则 P' 是连接 u 到 v 的一条路。记顶点

x 是 u 在悬挂路 P' 上的邻点。显然 G' ⊂ G，  D ( G' ) = D ( G )。
若 s = 1 时，则 x = v，且

IHM ( G )- IHM ( G' )=( dG ( u )+ 1)2 + ∑
y ∈ Nu (G )\{ }x

( )( )dG ( u )+ dG ( y ) 2 - ( )dG ( u )- 1 + dG ( y ) 2 >

( dG ( u )+ 1)2 ≥ 16  。
若 s ≥ 2 时，

IHM ( G )- IHM ( G' )=( dG ( u )+ 2 )2 + 16( s - 2 )+ 9 +

∑
y ∈ Nu (G )\{ }x

( )( )dG ( u )+ dG ( y ) 2 - ( )dG ( u )- 1 + dG ( y ) 2 >( dG ( u )+ 2 )2 + 16( s - 2 )+ 9 ≥ 16s  。
引理成立，证毕。

2 固定直径的n阶单圈图的最小HM指数 

本节中，我们将给出直径 D ≥ 4 且 D + 2 ≤ n ≤ 2D - 1 的 n 阶单圈图的最小 HM 指数。
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定理 1 设 G 是直径为 D ≥ 4 的 n 阶单圈图，若 D + 2 ≤ n ≤ 2D - 2，则 IHM ( G ) ≥ 16( n - 4 )+
84，等号成立当且仅当 G 同构于如图 1 所示的图 U 1

n  和 U 2
n 之一。

证明 因为 n ≤ 2D - 2，故 G 至少包含一个悬挂点，考虑以下三种情形。

情形1 图 G 恰好有一个悬挂点。

此时，图 G 必然是在圈 Cl 的一个顶点 w 上连接一条 t 长的悬挂路 Pt 得到，其中 l ≥ 3，  t ≥
1，  n = l + t，  d ( w ) = 3，如图 2 所示。

情形1.1 若 t = 1 时，则 D = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

l
2 + 1，n = l + 1。

当 l 为偶数，则 D = l
2 + 1，n = l + 1，从而 n = 2D - 1 与 D + 2 ≤ n ≤ 2D - 2 矛盾。

当 l 为奇数，则 D = l - 1
2 + 1，n = l + 1，从而 n = 2D 与 D + 2 ≤ n ≤ 2D - 2 矛盾。

情形1.2 若 t ≥ 2 时，

IHM ( G )= 16( l + t - 4 )+ 3 × 25 + 9 = 16( n - 4 )+ 84。
由于 D = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

l
2 + t，n = l + t，故当 l 为偶数，则 n - D = l

2 ，从而 l = 2n - 2D，t = 2D - n，此时

G ≅ U 1
n 。当 l 为奇数，则 n - D = l + 1

2 ，从而 l = 2n - 2D - 1，t = 2D - n + 1，此时 G ≅ U 2
n 。

情形2 图 G 恰好有两个悬挂点。

则图 G 必然同构于如图 3 所示的三个图 G1，G2，G3 之一。

情形2.1 G ≅ G1，其中 t1 ≥ t2 ≥ 1，l ≥ 3 且 l + t1 + t2 = n。
情形2.1.1 顶点 u 与顶点 v 相邻。

（1） 当 t1 = t2 = 1 时，

IHM ( G )= 16( n - 3)+ 86 > 16( n - 4 )+ 84。

注：C2n - 2D是一个( 2n - 2D )阶圈，P2D - n是一条( 2D - n )长悬挂路，U 1
n 是在圈C2n - 2D的一个顶点上连接一条( 2D - n )长的悬

挂路P2D - n得到。C2n - 2D - 1是一个( 2n - 2D - 1)阶圈，P2D - n + 1是一条( 2D - n + 1)长悬挂路，U 2
n 是在圈C2n - 2D - 1的一个顶

点上连接一条( 2D - n + 1)长的悬挂路P2D - n + 1得到。

图1　n阶单圈图U 1
n 和U 2

n

Fig. 1　Unicyclic graphs U 1
n  and U 2

n  of order n

注：Cl是一个 l阶圈，w是圈Cl上的一个顶点，Pt是一条 t长悬挂路。

图2　恰好有一个悬挂点的n阶单圈图

Fig. 2　Unicyclic graph of order n with exactly one pendent vertex
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（2） 当 t1 ≥ 2，t2 = 1 时，

IHM ( G )= 16( l + t1 - 4 )+ 3 × 25 + 36 + 9 = 16( n - 5 )+ 120 > 16( n - 4 )+ 84。
（3） 当 t1 ≥ 2，t2 ≥ 2 时，

IHM ( G )= 16( l + t1 + t2 - 7)+ 4 × 25 + 36 + 2 × 9 = 16( n - 7)+ 154 > 16( n - 4 )+ 84。
情形2.1.2 顶点 u 与顶点 v 不相邻。

（1） 当 t1 = t2 = 1 时，

IHM ( G )= 16( n - 4 )+ 100 > 16( n - 4 )+ 84。
（2） 当 t1 ≥ 2，t2 = 1 时，

IHM ( G )= 16( l + t1 - 5 )+ 5 × 25 + 9 = 16( n - 6)+ 134 > 16( n - 4 )+ 84。
（3） 当 t1 ≥ 2，t2 ≥ 2 时，

IHM ( G )= 16( l + t1 + t2 - 8 )+ 6 × 25 + 2 × 9 = 16( n - 8 )+ 168 > 16( n - 4 )+ 84。
情形2.2 G ≅ G2，其中 t1 ≥ t2 ≥ 1，l ≥ 3 且 l + t1 + t2 = n。
（1） 当 t1 = t2 = 1 时，

IHM ( G )= 16( n - 4 )+ 122 > 16( n - 4 )+ 84。
（2） 当 t1 ≥ 2，t2 = 1 时，

IHM ( G )= 16( l + t1 - 4 )+ 25 + 3 × 36 + 9 = 16( n - 5 )+ 142 > 16( n - 4 )+ 84。
（3） 当 t1 ≥ 2，t2 ≥ 2 时，

IHM ( G )= 16( l + t1 + t2 - 6)+ 4 × 36 + 2 × 9 = 16( n - 6)+ 162 > 16( n - 4 )+ 84。
情形2.3 G ≅ G3，其中 q ≥ 1，t1 ≥ t2 ≥ 1，l ≥ 3 且 l + q + t1 + t2 = n。
（1） 当 q = t1 = t2 = 1 时，

IHM ( G )= 16( n - 3)+ 86 > 16( n - 4 )+ 84。
（2） 当 q ≥ 2，t1 = t2 = 1 时，

IHM ( G )= 16( l + q - 2 )+ 4 × 25 = 16( n - 4 )+ 100 > 16( n - 4 )+ 84。
（3） 当 q ≥ 2，t1 ≥ 2，t2 = 1 时，

IHM ( G )= 16( l + q + t1 - 5 )+ 5 × 25 + 9 = 16( n - 6)+ 134 > 16( n - 4 )+ 84。
（4） 当 q ≥ 2，t1 ≥ 2，t2 ≥ 2 时，

IHM ( G )= 16( l + q + t1 + t2 - 8 )+ 6 × 25 + 2 × 9 = 16( n - 8 )+ 168 > 16( n - 4 )+ 84。
（5） 当 q = 1，t1 ≥ 2，t2 ≥ 2 时，

IHM ( G )= 16( l + t1 + t2 - 6)+ 36 + 4 × 25 + 2 × 9 = 16( n - 7)+ 154 > 16( n - 4 )+ 84。
情形3 图 G 至少有三个悬挂点。

设图 G 有 r ≥ 3 个悬挂点。假设 P 是图 G 的一条直径路，则直径路 P 至多包含图 G 的两个悬挂

点，从而图 G 至少有 ( r - 2 ) 个悬挂点不在直径路 P 上，由引理 2 可知，则存在一个 n1 (n1 < n)阶单

圈图 G' ⊂ G，它恰好包含两个悬挂点，并且有 D ( G' ) = D ( G )，使得 IHM ( G ) > IHM ( G' )+ 16( n - n1 )。
再根据情形 2 可知，IHM ( G' ) ≥ 16( n1 - 4 )+ 84，故

IHM ( G )> 16( n1 - 4 )+ 84 + 16( n - n1 )= 16( n - 4 )+ 84。
综上所述，定理 1 成立，证毕。

定 理 2 设 G 是 一 个 直 径 为 D ≥ 4 的 n 阶 单 圈 图 ，若 n = 2D - 1 时 ，则

IHM ( G ) ≥ 16( n - 2 )+ 50，等号成立当且仅 G 同构于如图 4 所示的图 U 3
n 。

证明 若 G ≅ Cn，则 n = 2D 或 n = 2D + 1，故 G 至少包含一个悬挂点。考虑下面两种情形。

情形1 图 G 恰好有一个悬挂点。

此时，图 G 必然是在圈 Cl 的一个顶点 w 上连接一条 t 长的悬挂路 Pt 得到，其中 l ≥ 3，  t ≥
1，  l + t = n，  d ( w ) = 3，如图 2 所示。
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情形1.1 若 t = 1 时，则 G ≅ U 3
n ，l = n - 1，D = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
2 + 1，故 n = 2D - 1 或 n = 2D。 此时

IHM ( G )= 16( l - 1)+ 2 × 25 = 16( n - 2 )+ 50。
情形1.2 若 t ≥ 2 时，且

IHM ( G )= 16( n - 4 )+ 3 × 25 + 9 = 16( n - 4 )+ 84 > 16( n - 2 )+ 50。
情形2 图 G 至少有两个悬挂点。

根据定理 1 证明中的情形 2 和 3 可知，

IHM ( G )> 16( n - 4 )+ 84 > 16( n - 2 )+ 50。
综上所述，定理 2 成立，证毕。

3 结论 

基于文献［13］提出来的两个未解决的问题，本文只刻画出了直径 D ≥ 4 的 n 阶单圈图的最小

HM 指数，当 D + 2 ≤ n ≤ 2D - 2 时，最小 HM 指数为 16( n - 4 )+ 84，当 n = 2D - 1 时，最小 HM
指数为 16( n - 2 )+ 50。由于本文只研究了一部分，所以今后会继续考虑固定匹配数连通图的 HM
指数的上下界、固定匹配数和直径特殊图的 HM 指数的上下界等问题。
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