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宇称-时间对称的三阱系统精确解及动力学演化

王妞妞，郭利平*
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摘 要：本文研究了一种基于一个宇称-时间（Parity-time， PT）对称的三阱系统的精确解及其动力学特征。文章具

体给出了PT对称、PT对称破缺区间以及奇异点（Exceptional Points， EPs）的精确解。在此基础上，进一步分析了系

统在不同区域的动力学行为。研究发现，增益/耗散强度和势能差会影响PT对称相的周期振荡特性，尤其在EPs和

PT对称破缺的情况下，其振荡被破坏。另外，处于中间阱的占据概率随着增益/耗散强度的增加而增加，尤其当增

益/耗散强度大于跃迁能时其增大得更快一些。
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Exact Solutions and Dynamical Evolutions of Three-well Systems 
with Parity-time Symmetry

WANG Niuniu, GUO Liping*

(Institute of Theoretical Physics, Shanxi University, Taiyuan 030006, China)

Abstract: In this paper, we study the exact solutions of a three-well system with a parity-time (PT) symmetry. The exact solutions are 

discussed in the PT symmetric region, broken PT symmetric region and exceptional points (EPs), respectively. Based on them, we 

analyzed the dynamics of the system in these regions furtherly. It is found that the periodic oscillation characteristics of the PT sym‐

metric phase are influenced by the gain/loss strength and the potential energy difference. However, in the case of EPs and PT broken 

phase, its oscillation is broken. In addition, the occupancy probability in the intermediate well increases with the gain/loss strength, 

and especially grows faster when the strength is larger than the transition energy.
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0 引言 

通过 Bender 和 Boettcher 的开创性研究，我

们知道有一类广泛的非厄米哈密顿量可以在宇

称 -时间（Parity-time， PT）对称［1］条件下具有

实的本征谱，即在 PT 对称下哈密顿量存在一

个从实谱到复谱［2-3］的转变，这使得近几十年来

探索非厄米系统中的新量子态已经成为具有吸

引力的课题之一，尤其是由耗散和增益构成的

具有 PT 对称的非厄米系统［4-5］。对于这样的

系 统 ，一 般 存 在 PT 对 称 相 和 PT 对 称 破 缺

相［6-7］，而它们之间的分界线则是由具有手征性

和 拓 扑 结 构 等 特 性 的 奇 异 点（Exceptional 
Points， EPs）组成［8］，该点是非厄米系统中广泛

存在的一类特殊简并现象。由于奇异点的出
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现，这类系统迅速成为研究者们探索非厄米物

理现象最理想的模型之一，并且人们在不同的

领域里已进行了很多的研究，如光学［9-10］、量子

多体系统［11-12］、拓扑模型［13］等。

在研究 PT 对称的非厄米量子系统时，我们

寻找它的解析精确解一直是一项非常困难的挑

战。并且大多数讨论的精确解都是用复杂的特

殊 函 数 表 示 ，如 两 级 系 统［14-15］中 的 Heun 函

数［16］、Weber 函数［17］等，而简单形式的精确解

是非常少见的，特别是对于多级系统［18-19］以及

多阱系统。到目前为止，有关 PT 对称的非厄

米双阱系统研究有冷原子动力学［20］、量子操

控［21］等。三阱系统的研究内容也集中于暗态

解、绝热近似和动力学等，比如双频场驱动的

弗洛凯动力学［22］和具有复数势的非厄米系统

动力学［23］，而关于其能量本征值的精确解关注

度并不高，但它对我们深入理解和精准调控一

些非厄米物理特性起到重要的理论推动作用。

目前，Reimann 小组提出了利用三对不同波长

（4∶2∶1）的激光对射叠加去构建三阱系统的实

验方案［24］。若我们利用三阱构成的非厄米原

子系统模拟 PT 对称的单个离散量子态［25］，便

可以进一步探索多格点甚至更多复杂的非厄米

系统新奇的物理现象和应用。我们主要关注的

是非厄米三阱系统的精确解以及它的动力学演

化情况，具体研究了三阱系统在不同的耗散/
增益强度下，本征能谱随着不同势能差的变

化，以及阱内占据的动力学演化情况。同时，

我们还发现该系统存在两个奇异点，讨论了奇

异点附近能谱连续性的问题，得到了其具体解

的表达式。这些结果都可以为操纵量子态［26］

和量子相位控制［27］的分析方法提供理论支持，

而且不需要长距离控制序列［28］。

因此，本文主要基于 PT 对称的三阱系统研

究其精确解以及动力学行为，这为实现相关的

量子模拟提供了更清晰的物理途径。其中，PT
对称、破缺区间以及 EPs 的动力学对三阱分布

的影响更为有趣，激发了人们探索新物理现象

的实验兴趣。

1 PT对称的三阱系统本征谱 

首先，我们考虑一个具有平衡增益和耗散

的三阱系统
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-g 0 -G
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其中 Δ1 和 Δ2 分别为阱 1 和阱 3 与阱 2 的势能

差，γ 为增益/耗散的强度。而 g和 G分别是阱

1 和阱 3 与中间阱 2 的跃迁能。这里引入离散

奇偶算符 P=antidiag（1，1，1），它表示交换阱 1
和阱 3 的位置，而阱 2 不动，并且时间反演算符

T只是复共轭 T= *。当两个势能差值和跃迁

能分别满足 Δ1 = Δ2 = Δ和g=G时，公式（1）哈密

顿量才具有 PT 对称性。换句话说，当且仅当

哈密顿量为

HPT =
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Δ - iγ -G 0
-G 0 -G

0 -G Δ + iγ
（2）

时，它与算符 P ⋅T满足交换对易关系，而与 P
和 T单独交换不对易，这样的三阱系统如图 1
所示。总之，我们可以发现当阱 1 和阱 3 与阱 2
具有相同的势能差且它们之间的跃迁能相等时

是该系统具有 PT 对称性的必要条件。

简单起见，取 G= 1，使所有的能量都以 G
为单位，那么公式（1）哈密顿量的久期方程可

图1　具有PT对称的非厄米三阱系统示意图

Fig.  1　Schematic representation of a non-Hermitian three-

well system with PT symmetry
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以写为

(Δ -E- iγ) [E (Δ -E+ iγ)+ 1]+
(Δ -E+ iγ)= 0， （3）

其中 E是它的特征值。首先通过引入

y=E- 2Δ
3 ， （4）

消除 E的二次幂项，然后得到以下包含一个变

量的一元三次方程

y3 + py+ q= 0， （5）
其中

p=-(Δ2

3 + 2 - γ2)，
q= 2Δ

3 (γ2 + 1 + Δ2

9 )。 （6）

根据卡丹公式，我们知道上述方程（5）有一个

判据

ζ = q2

4 + p3

27 =

Δ4 γ2 + Δ2(2γ4 + 10γ2 - 1)+ (γ2 - 2) 3
，（7）

用来判断其是否具有实根：ζ < 0 有三个不相等

的实根，ζ > 0 有一个实根和一对复共轭根。

而当

ζ = 0 （8）
时，方程有三个实根，其中两个根是相等的。

当系统是非厄米的情况时，即 γ ≠ 0 时，该条件

给出的是 EPs 的位置，它将参数区间分割为两

部分，如图 2 所示，该情况与 EPs 特征一致。（8）
式是一个关于 Δ 二次幂的一元二次方程，从而

解出奇异点处 Δ2 和 γ2 的关系：

Δ2
0 =

-( )2γ4 + 10γ2 - 1 + η
2γ2 。 （9）

为了方便我们把奇异点的势能差值标记为 Δ0，

参数 η= 64γ6 + 48γ4 + 12γ2 + 1（该式的另一个

解由于违反 Δ2 > 0 的要求被舍弃）。这里如图

2 所示，奇异点 γ2 关于势能差 Δ = 0 是对称的。

其中，红色实线代表 EPs，它是 PT 对称和 PT 对

称破缺区间的分界线。图像表明这是个对称的

函数：Δ < 0，参数 γ2 随 Δ0 的增大而递增，而在

区间 Δ > 0 中，它则为递减函数。此外，由于 ζ
可能只有在 p< 0 时才为负，所以 PT 对称区域

在 γ2 < 2 范围内，如图 2 所示，实线下方的区域

就是 PT 对称的区域。而其余 ζ > 0 区间，即

Δ > |Δ0 |和 Δ <-|Δ0 |，是 PT 对称破缺区域，其

本征值存在一对共轭复数。总之，结果表明，

在势能差较大的条件下，只有 γ 足够小时，才能

保证系统的 PT 对称性。当 γ 比较大，仅在势能

差接近零时才出现实数解，即系统具有 PT 对

称性。

我们首先计算方程（5）的解 yk，然后根据关

系式（4），进一步得到式（3）的本征值

Ek=
2Δ
3 + yk， （10）

其中 k= 1，2，3。如图 3 所示，当 -|Δ0 |< Δ <
|Δ0 |，方程（5）有三个不同的实根。据卡丹公

式，先定义模量和参数

R= - p3

27 ，Θ = 1
3 arccos ( - q

2R )， （11）

则该区间方程（5）的解为

y1 = 2R
1
3 cos Θ，

y2 = 2R
1
3 cos (Θ + 2π

3 )，
y3 = 2R

1
3 cos (Θ + 4π

3 )。 （12）

图 3（a）显示，实部有三条相互不重合的线，而

它们在图 3（b）则重叠为一条线即虚部为零。

图2　具有PT对称的非厄米三阱系统在不同失谐情况下的

相图

实线是EPs的集合，它是PT对称相和PT破缺相的分界线。

Fig.  2　Phase diagrams of non-Hermitian threewell system 

with PT symmetry under different detuning conditions

The solid line is a collection of the EPs, which are used as a di‐

viding line to separate the two phases: the PT symmetric phase 

and the PT broken phase.
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在图 3 中我们发现三条线中的两条在 Δ =
±|Δ0 |发生相交，即两个交叉点是由于三个分支

中的一条分别和另外两个相交形成的，接下来

我们将讨论图中这些细节。首先从式（8）中我

们发现奇异点-p3 27 = q2 4，然后得到：

R= || q
2 ，Θ = 1

3 arccos ( - q
|| q )。 （13）

由于模 R为非负值，这里取 q的绝对值。从图 2
可知势能差除了零值外，其他都是正负两个

值，这样根据（6）式可知 q有两个符号相反的

值，分别对应两个不同的 EPs。例如，我们考虑

Δ =-|Δ0 |时，则 q< 0，可以得到

R=-q
2，Θ = 0。 （14）

同时（12）式变为

y1 = 2R
1
3，y2 = y3 =-R

1
3。 （15）

式（14）和式（15）结合式（10）解释了图 3 左边

的交叉点是由于能量 E2 和 E3 在此处相等而形

成的。至于另一个 EP 点 Δ = |Δ0 |，我们同样因

为 q> 0，则

R= q
2，Θ = π

3， （16）

然后（12）式则变成

y1 = y3 =R
1
3，y2 =-2R

1
3， （17）

式（10）和式（17）与图 3 的描述一致。总之，当

Δ0 < 0 时，相交点是 E2 = E3，而 Δ0 > 0 时则相

交于 E1 = E3 位置。

在 PT 对称破缺区域，q 的符号是由等式

（6）决定的。当 Δ <-|Δ0 |且 p< 0 时，根据式

（6）和（7）可得 q< 0 和-q 2 > ζ 。这里引入

λ1 和 λ2：

λ1 ≡-q
2 + ζ ，

λ2 ≡-q
2 - ζ ，

（18）

并且发现 λ1，λ2 > 0。因此，根据卡丹公式，式

（5）的复根可以表示为

y1 = λ1
3 + λ2

3 ，

y2 = λ1
3 exp i2π

3 + λ2
3 exp i4π

3 ，

y3 = λ1
3 exp i4π

3 + λ2
3 exp i2π

3 。
（19）

然而，在 Δ =-|Δ0 |处的 EP 点

λ1 = λ2 =-q
2 =R， （20）

因 此 ，式（19）中 的 三 个 根 满 足 y1 = 2R
1
3，y2 =

y3 =-R
1
3 ，这与（15）式是完全一样的。在另一

个破缺区间 Δ > |Δ0 |中，用相同的方法，我们可

以得到 q> 0 和 λ1，λ2 < 0，此时根解为

y1 = -λ1
3 exp iπ

3 + -λ2
3 exp i5π

3 ，

y2 =- -λ1
3 - -λ2

3 ，

y3 = -λ1
3 exp i5π

3 + -λ2
3 exp iπ

3 。
（21）

同样我们也可以得到在 Δ = |Δ0 |处 EP 的根

-λ1 =-λ2 = q
2 =R， （22）

则式（21）的三个根也与（17）式一致。综上所

述，我们给出了系统在所有不同区间的解析

解，其中给出了两个不同奇异点的准确表达

式，有助于研究它们对应的物理特性，如动力

学演化。

图3　在不同失谐下系统本征值的变化情况

当γ2 = 1，系统的本征值的实部ReEi（a）和虚部 ImEi（b）；当
Δ =-|Δ0 |，E2 =E3；Δ = |Δ0 |，E1 =E3。而Δ > |Δ0 |，

ReE1 = ReE3和 ImE1 =-ImE3，ImE2 = 0；Δ <-|Δ0 |，
ReE2 = ReE3和 ImE2 =-ImE3，ImE1 = 0。

Fig.  3　The variation of system eigenvalues under different 

detuning conditions

When γ2 = 1, the real part ReEi (a) and imagine part ImEi (b) 

of the system eigenvalues; when Δ =-|Δ0 |, E2 =E3; 

Δ = |Δ0 |, E1 =E3.  Δ > |Δ0 |, ReE1 = ReE3 and 

ImE1 =-ImE3,ImE2 = 0; Δ <-|Δ0 |, ReE2 = ReE3 and 

ImE2 =-ImE3, ImE1 = 0.
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2 三阱系统的动力学演化 

本节研究（2）式哈密顿量的动力学演化。

对于这个具有 PT 对称的三阱系统，将重点讨

论它在初始态为 (1，0，0) T
时的动力学演化情

况。根据上节我们可以得到系统的三个本征态

|ψEk = ( 1
Δ - iγ-Ek

， 1， 1
Δ + iγ-Ek )

T

，（23）

其 中 Ek = yk + 2Δ/3，yk 是（5）的 解 ，这 里 k=
1，2，3。在态空间中时间演化算子 C的矩阵可

定义为

|ψ ( )τ =
æ

è

ç

çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷÷
÷
÷

÷
C11 ( )τ C12( )τ C13 ( )τ
C21 ( )τ C22( )τ C23 ( )τ
C31 ( )τ C32( )τ C33 ( )τ

|ψ ( )0 ，（24）

其中

C=S†Diag (e-iE1τ， e-iE2τ， e-iE3τ ) S͂，（25）
可计算给出。这里时间 τ 以 ћ G 为单位并且

矩阵

S† =

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷
1

Δ - iγ-E1

1
Δ - iγ-E2

1
Δ - iγ-E3

1 1 1
1

Δ + iγ-E1

1
Δ + iγ-E2

1
Δ + iγ-E3

（26）
和

S͂= (S†)-1
= ( )S† *

||S†
。 （27）

算 符 S† 和 S͂† 满 足 S† S͂= S͂S† = 1 和 S͂†S=
SS͂† = 1。对于任意的初始状态 |ψ ( )0 ，我们可

以利用系数 Ckj(τ )得到系统状态演化 |ψ ( )τ ，即

第 k 个 阱 振 幅 ck(τ ) = Ck1 (τ ) c0
1 + Ck2(τ ) c0

2 +
Ck3 (τ ) c0

3。然后相应地讨论各阱的占据概率，即

系数模方

Pk(τ )= | ck(τ ) |
2
， （28）

其中 ∑
k

Pk(τ ) = 1。在这我们关注耗散对系统

初始态为 (1，0，0) T
的影响，因此对于初始状态

有 c0
2 = c0

3 = 0 和 c0
1 = 1，而 τ时刻的状态则为

|ψ ( )τ = (C11 ( )τ ， C21 ( )τ ， C31 ( )τ )
T

。（29）
首先，关注 PT 对称区间，如图 4 所示。图

4（a）和 4（b）显示了 Δ = 0 时 Pk(τ ) 随时间的

演化情况，总体 Pk(τ ) 的振幅随 γ 的增大而明

显增加，其中 P2(τ ) 增加的幅度比其它两个更

明显。此外，Pk(τ ) 的周期也随 γ 的增大而增

加，且 Pk(τ ) 的波形始终为驻波。当势能差增

大，如 Δ = 0.5Δ0，即图 4（c）和图 4（d），不仅

周期变长，波形不再是驻波，而是分裂出不规

则的双峰。当势能差继续增大到奇异点 Δ =
1.0Δ0，根据式（10）、式（15）和式（17）我们知

道有两种不同的 EPs：E3 = E2（Δ = -|Δ0 |）和

E3 = E1（Δ = |Δ0 |）。由于这两个结果的动力

学行为是相同的，因此我们选 Δ = |Δ0 |的这个

点来解释它随时间演化的过程。如图 4（e）和

图 4（f），其周期性被破坏，而且当 γ 从 0.5 增

大 到 1.5 时 ，P2(τ ) 的 增 加 明 显 ，甚 至 超 越 了

P1，3 (τ )。当势能差继续增大至 PT 对称破缺区

间时，Pk(τ ) 增加更加明显。综上所述，对于小

值的 γ，周期振荡特性随 Δ 变化较大，但 γ 值

越大，其振荡行为随 Δ 增加则是越强。而奇

异点和 PT 对称破缺时，Pk(τ ) 不再振荡，而是

随 时 间 单 调 递 增 ，其 中 当 γ 增 大 至 1.5 时 ，

P2(τ ) 比其他两个阱的占据概率增大得更快一

些。其原因是耗散/增益强度比阱间跃迁能

大时，阱 2 更容易堆积使得 P2(τ ) 随 γ 的增加

而增大得更快，P3 (τ ) 次之。而当耗散/增益

强度小于阱间跃迁能时，P3 (τ ) 受阱 3 增益的

影响明显增大。

3 结论 

本文详细分析了耗散和增益平衡的 PT 对

称的三阱系统本征方程的精确解，并给出了相

图和能谱图。且在此基础上，研究了该系统在

初始态为 (1，0，0) T
时三个阱占据随时间演化的

情况。首先，我们得到了奇异点的解析解。对

于给定增益/耗散强度，在文章的能谱图中出

现两次两个能量特征值相交的情况，这结果表

明三阱系统存在两个对称的 EPs。进一步，我

们研究了该系统分别在 PT 对称、PT 对称破缺

区间以及奇异点下的动力学演化。结果表明，

在 PT 对称区间，随着增益/耗散强度的增加，

处于中间阱的占据概率比例增加，而其他两个
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阱的比例减小。此外，增益/耗散强度和势能

差会影响 PT 对称相的周期振荡特性，但在奇

异点和 PT 破缺的情况下，振荡被破坏，并且处

于中间阱的比例随着增益/耗散强度的增加而

增大得更快。
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