
山西大学学报（自然科学版）49（2）：310−314，2026
Journal of Shanxi University（Nat. Sci. Ed.）

多粒子Greenberger-Horne-Zeilinger态的
Kullback-Leibler相对熵研究

李哲涵 1，任志红 2，李卫东 3*

（1.山西大学 理论物理研究所，山西 太原 030006；
2.山西师范大学 物理与信息工程学院，山西 太原 030031；

3.深圳技术大学 工程物理学院 先进材料诊断技术中心 超强激光与先进材料技术深圳重点实验室，广东 深圳 518118）

摘 要：定量地描述多体量子纠缠态的纠缠性质是量子信息领域的关键问题。本文利用Kullback-Leibler（KL）相

对熵，对多粒子Greenberger-Horne-Zeilinger（GHZ）态在转动操作下的纠缠特性进行了定量研究。通过对量子态进

行集体旋转操作和宇称测量，可以得到N粒子GHZ态的KL相对熵的解析表达式。研究发现，当旋转操作和宇称测

量中的参数满足相位θ为π/2及相位差（φ-θ）为 kπ时，便可得到KL相对熵的最大值。当相位φ为0或π时，就会出

现KL相对熵的奇点，其余奇点的位置则取决于拆分结构。此外，通过优化选取φ值，我们发现3到8粒子的GHZ态

的不同拆分结构态分别对应着不同的KL相对熵的最大值。
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Abstract: Quantitatively characterizing the entanglement properties of multipartite quantum states is a key issue in the field of quan‐

tum information. In this work, we employ the Kullback-Leibler (KL) relative entropy to quantitatively study the entanglement charac‐

teristics of multi-particle Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) states under rotational operations. Analytical expressions for the KL rel‐

ative entropy of N-particle GHZ states are obtained through collective rotation operations and parity measurements of quantum states. 

It is found that the maximum value of the KL relative entropy can be obtained when the parameters in the rotation operations and parity 

measurements satisfy a phase θ of π/2 and a phase difference (φ-θ) of kπ. Singularities of the KL relative entropy occur when the phase 

φ is 0 or π, and the positions of other singularities depend on the decomposition structure. Furthermore, by optimizing the selection of φ 

values, the maximum KL relative entropy of decomposed structure states of GHZ states from 3 to 8 particles is studied.
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0 引言

作为区别于经典物理学的典型特征，量子

纠缠在现代量子科学技术中起着非常重要的作

用，比如量子计算、量子通信、量子密码学等领

域的研究［1-3］。随着激光操控技术的不断发展，

实验上已经在光子、原子、离子等系统中成功

地制备了多体量子纠缠态［4-6］，但如何精确地对

其纠缠性质进行定量刻画仍是当前该领域研究

的重点科学问题。

通过量子层析的方法可以得到量子态的密

度矩阵，进而利用正半转置判据对多体系统中

任意两个子系统间的纠缠情况进行分析［7］。但

是，随着粒子数的增加，量子层析方法耗费的

物理资源将会大大增加。因此，该方法不适用

于多粒子纠缠态的判定。利用自旋压缩不等式

和贝尔不等式发展的判据，可以有效判断多体

系统中是否存在纠缠［8-9］，但对其内部纠缠的刻

画仍不清楚。通过计算纠缠目击算符的期望

值，并判断其是否高于某个阈值，也可以判定

量子态是否处于纠缠态［10-11］，但前提是对量子

态的信息有所掌握。基于费舍信息发展的不等

式判据，不仅能判定量子态是否发生纠缠，还

能分析其纠缠结构［12-13］，但计算量会复杂多变。

所以，发展更加有效的方法去定量地研究多体

纠缠态的纠缠特性非常重要。近年来，有研究

学者曾利用统计距离——相对熵，去区分不同

的量子态［14］。在本文中，我们研究了量子态绕

固定轴旋转操作前后的统计距离——Kullback-
leibler（KL）相对熵，研究发现 N粒子 Greenberg⁃
er-Horne-Zeilinger（GHZ）态的不同拆分结构态

绕同一个轴转动某一个相同的角度时，其 KL
相对熵的值不同。因此，KL 相对熵能够实现对

N粒子 GHZ 态的纠缠特性的定量研究。

本文的主要内容如下：首先对多粒子 GHZ
态的所有拆分结构态进行旋转操作，并对旋转

前后的量子态进行宇称测量，根据宇称测量获

得的概率分布函数求出量子态旋转前后的 KL
相对熵。其次，探究多粒子 GHZ 态的 KL 相对

熵的最大值与旋转操作角度，以及宇称测量方

向的关系。最后，分别针对 3 到 8 粒子的 GHZ
态的所有拆分结构态，开展最大 KL 相对熵的

研究。

1 理论模型 

对量子态 ρ( 0 ) 绕着 Jz 轴的旋转操作可以表

示为

ρ(φ )=U† ρ( 0 )U， （1）
其中 U= e-iφJz 是酉矩阵，Jz = ∑i= 1

N σ ( i )
z /2 是集

体自旋算符，σz 是 z方向的泡利算符，φ是绕 Jz
轴转动的角度。量子态绕 Jz 轴旋转 φ角度后，

实现了量子态的相位编码。分别对转动前后的

量子态进行测量，并得到相应的概率分布，即

P ( a ) = { P ( ai ) } 和 P (b ) = { P (bj ) }。量子态转动

前后的统计距离——KL 相对熵就表示为［15］

DKL (P ( a )∥P (b ) )=∑
i

P ( ai ) log P ( ai )
P (bi )

。（2）

不同的量子态对同一转动操作的响应程度

可能是不同的。不同的量子态转动前后的统计

距离——KL 相对熵也是不同的。

2 GHZ态的宇称测量和KL相对熵 

考虑量子初态为 N粒子 GHZ 态的所有的

拆分结构 ( n1，n2，⋯，nm ) 对应的态［16］

|GHZ( n1，n2，⋯，nm ) = ⊗
i= 1

m ( 1
2
|↑

⊗ni + 1
2
|↓

⊗ni)，（3）

其中 N= ∑
i= 1

m

ni，ni 是第 i个子系统中的粒子数，

1 ≤ ni ≤N且 ni ≤ ni+ 1。如四粒子 GHZ 态有五

种拆分结构 (1， 1， 1， 1 )，(1， 1， 2 )，( 2， 2 )，(1， 3 )和
( 4 )，拆分结构 (1， 1， 2 )对应的量子态可以表示为

|GHZ(1，1，2 ) = ( 1
2
|↑ + 1

2
|↓ )⊗

( 1
2
|↑ + 1

2
|↓ )⊗ ( 1

2
|↑↑ + 1

2
|↓↓ )。

（4）
对于多粒子 GHZ 态，实验上采用的宇称测量

可以构建一种最优的正算子值测量（Positive-oper⁃
ator Valued Measure，POVM）［17-20］。由宇称测量

所构建的 POVM 可以表示为{E1，E2}，其中

E1 = 1
2 (1+ Π )，E2 = 1

2 (1- Π )， （5）

Π =⊗N
i= 1σ ( i )

n 为宇称测量算符，n= ( sin θ cosϕ，
sin θ sinϕ，cos θ ) 表 示 空 间 中 任 意 的 方 向 ，且

θ ∈ [ 0，π ]，ϕ ∈ [ 0，2π )，σ ( i )
n 表示第 i个粒子在 n方
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向的泡利算符，且

σ ⋅n= é
ë
êêêê ù

û
úúúúcos θ sin θe-iϕ

sin θeiϕ -cos θ 。

对旋转前后的多粒子 GHZ 态的拆分结构

态 |GHZ( n1，n2，⋯，nm ) 分别进行宇称测量，可以得到

相应 POVM 的两个概率分布分别为

P ( ai )≡Pi (φ )=
1 ± Πφ，θ，ϕ

2 ， 

P (bi )≡Pi ( 0 )=
1 ± Π0，θ，ϕ

2 ，

（6）

其中

Πφ，θ，ϕ = ∏ i= 1
m Π( i )

φ，θ，ϕ =

∏ i= 1
m

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )1 +(-1)ni

2 cosniθ+ sinniθ cos ni (φ- ϕ )

为宇称算符的期望值。

将（6）式代入（2）式就可以得到在宇称测

量下多粒子 GHZ 态的拆分结构态 |GHZ( n1，n2，⋯，nm )

在旋转前后的 KL 相对熵

DKL (φ||0 )|θ，ϕ=
1+ Πφ，θ，ϕ

2 log
1+ Πφ，θ，ϕ

1+ Π0，θ，ϕ
+

1- Πφ，θ，ϕ

2 log
1- Πφ，θ，ϕ

1- Π0，θ，ϕ
。

（7）

由（7）式可知，KL 相对熵的大小跟绕轴旋转的

角度 φ和宇称测量的方向 (θ，ϕ ) 均相关。通过数

值模拟和理论验证，我们发现 KL 相对熵取最大

值时，必须满足以下条件：（1）θ= π/2，（2）φ-
ϕ= kπ，k ∈ Z。最大的 KL 相对熵的表达式为

max
φ
DKL ( π/2，ϕ )=

log 2 - log (1 ±∏ i= 1
m cos niϕ)， （8）

其中 N 为偶数时取“+”，N 为奇数时取“-”。

如图 1 所示，φ是量子态沿 Jz 轴旋转的角度，宇

称测量的方向被限制在 θ= π/2 的平面上。

对 于 拆 分 结 构 (1， 1， 2 ) 对 应 的 量 子 态

|GHZ(1，1，2 ) ，它的宇称测量算符的平均值表示为

Πφ，θ，ϕ = sin2θ cos2 (φ-ϕ )
[ cos2θ+ sin2θ cos 2(φ-ϕ ) ]。 （9）

根据（8）式可知，其最大 KL 相对熵可以表

示为：

max
φ
DKL ( π/2，ϕ )=

log 2 - log (1 + cos2ϕ cos 2ϕ)，
（10）

当ϕ= π 3时，最大KL相对熵取值为4log2 - log 7。
根据图 1 可知，将量子态 |GHZ(1，1，2 ) 绕着 Jz轴旋转

φ=ϕ+ kπ，k∈Z，并 对 旋 转 前 后 的 量 子 态

|GHZ(1，1，2 ) 沿着 θ= π 2的平面上做角度为ϕ= π 3
的宇称测量，就可以得到 KL 相对熵的最大值。

由（8）式可知，多粒子 GHZ 态的拆分结构态

|GHZ( n1，n2，⋯，nm ) 的最大 KL 相对熵存在奇点。对于

拆 分 结 构 为 ( n1，n2，⋯，nm ) 的 量 子 态

|GHZ( n1，n2，⋯，nm ) ，奇点有如下特征：若每个子体系的

粒子数之间都有除了 1 以外的公约数；设最大公

约数为 l，那么相对熵在 ϕ ∈ ( 0，π ) 范围内共有

l- 1 个奇点，且奇点在 { π/l，⋯，( l- 1) π/l } 处。

避开这些奇点处，选取一个合适的测量方

向 ϕ的值，就可以求到 N体 GHZ 态所有拆分结

构态 |GHZ( n1，n2，⋯，nm ) 的最大 KL 相对熵。通过调

整 ϕ 的 取 值 ，可 以 使 所 有 拆 分 结 构 态

图1　量子态编码及宇称测量方向的示意图

蓝色箭头表示宇称测量方向，ϕ是θ= π 2平面上的任意角

度；初始的GHZ态（绿色箭头）绕集体自旋方向 Jz编码φ角

后到达| ψ (φ ) 态（灰色虚箭头）。

Fig. 1　Schematic diagram of quantum state coding and parity 

measurement direction

The blue arrow indicates the direction of parity measurement, and 

ϕ refers to any angle on the plane of θ= π 2; The initial GHZ 

state (green arrow) arrives | ψ (φ )  state (gray dashed arrow) after 

coding angles φ around the collective spin direction Jz.

θ=π/2平面
θ

ϕ
φ

GHZN

ψ (φ )
Π
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|GHZ( n1，n2，⋯，nm ) 的最大 KL 相对熵之间的差值发

生变化。如图 2 所示，在选取合适的 ϕ值后，我

们计算了 3 到 8 粒子的 GHZ 态的所有拆分结构

量子态 |GHZ( n1，n2，⋯，nm ) 的最大 KL 相对熵。

当 ϕ/π = 0.117 9 时，3 粒子所有拆分结构量

子态 |GHZ(1，1，1) 、|GHZ(1，2 ) 、|GHZ(3) 对应的最大

KL 相对熵分别为 1.824 8、1.159 6、1.279 4。三个

最大 KL 相对熵之间的最小差值为 0.119 8。4 到

8 粒子系统中，所有拆分结构量子态的最大 KL
相对熵之间的最小差值分别为 0.055 3、0.029 1、
0.036 2、0.017 2、0.002 5。在 8 粒子系统中，当

ϕ/π = 0.336 5 时，多个量子态的最大 KL 相对熵

之间的最小差值的数量级为 10-3。由图 2 可知，

当 ϕ/π 的取值相同时，N粒子 GHZ 态的不同的拆

分结构量子态对应的最大 KL 相对熵是不同

的 。 当 粒 子 数 为 4、5、7、8 时 ，最 大 纠 缠 态

|GHZ(N ) 对应的最大 KL 相对熵是最大的。这

与利用费舍信息对多体纠缠态定量度量时，得

到的结果一致［13］。然而，当粒子数为 3 和 6 时，

最大 KL 相对熵分别对应的拆分结构量子态为

|GHZ(1，1，1) 和 |GHZ( 2，2，2 ) 。若利用费舍信息对 3
粒子和 6粒子的GHZ态的拆分结构量子态的纠缠

特性分析，则费舍信息最大的量子态分别为最大

纠缠态 |GHZ(3) 和 |GHZ(6)
［13］。同时，在图 2 中，

我们发现分离态的最大KL相对熵并不是最小的，

而分离态的费舍信息则是最小的。因此，KL 相对

熵是区别于费舍信息的另一个能够用来定量度量

多体量子纠缠态的纠缠性质的物理量。

3 结论 
在本文中，我们对多粒子 GHZ 态的所有拆

分结构量子态的 KL 相对熵进行了研究，实现

了对多粒子纠缠态的纠缠特性的定量度量。针

对 多 粒 子 GHZ 态 所 有 可 能 的 拆 分 结 构 态

|GHZ( n1，n2，⋯，nm ) ，首先对其进行集体旋转操作，即

注：（d）（e）（f）图中的m*n代表n个m粒子的子系统。

图2　3到8粒子GHZ态所有拆分结构量子态对应的最大KL相对熵

其中ϕ/π的取值分别为0.117 9， 0.117 9， 0.737 3， 0.225 3， 0.112 8， 0.336 5。
Fig. 2　The maximum relative entropy of all splitting structure states of 3 to 8 particles GHZ states 

with taking ϕ/π = 0.117 9, 0.117 9, 0.737 3, 0.225 3, 0.112 8, 0.336 5.

ϕ/π = 0.117 9ϕ/π = 0.117 9 ϕ/π = 0.737 3

ϕ/π = 0.336 5ϕ/π = 0.112 8ϕ/π = 0.225 3
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绕 Jz 轴旋转 φ角度，随后对旋转前后的量子态

分别进行了宇称测量，构建了 POVM 算符，得

到对应的两个概率分布。利用概率分布，便可

得到量子态旋转前后所对应的 KL 相对熵。通

过研究发现，当旋转操作和宇称测量中的参数

满足一定关系，即 θ= π 2 且 φ- ϕ= kπ，k∈Z
时，我们就可以获得 KL 相对熵的最大值。而

当 ϕ= 0，π 时，就会出现 KL 相对熵的奇点，其

余奇点的位置则和拆分结构态的具体形式有

关。优化选取合适的 ϕ值后，我们发现多粒子

GHZ 态的所有拆分结构量子态分别对应着不

同的 KL 相对熵的最大值。结果表明，KL 相对

熵在定量度量多体量子纠缠态的纠缠性质时展

现出了与费舍信息的极大区别。利用费舍信息

度量多体纠缠态的纠缠程度时，全分离态的费

舍信息值一定最小，而最大纠缠态的费舍信息

值一定最大。然而，KL 相对熵定量度量纠缠

时，我们发现全分离态的 KL 相对熵的最大值

不一定是最小的，而且最大纠缠态的 KL 相对

熵的最大值也不一定是最大的。KL 相对熵在

度量纠缠时所表现的这些特性值得我们进一步

去深入研究。本研究工作对多体量子纠缠态的

定量度量具有一定的意义，为深入探究多体量

子态的纠缠性质提供了一个新的思路。
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