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单圈图的Steiner k-Wiener指标的下界
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摘 要：为了发展并完善图论中拓扑指标的基本理论，本文利用图形变换的方法确定了单圈图 Steiner k-Wiener 指

标的下界，并刻画了达到下界时的极图。首先，通过研究单圈图的结构对Steiner k-Wiener指标的影响，确定了一系

列使该指标减小的图形变换。进而找到了不同条件下最小Steiner k-Wiener指标所对应的极值图。最后，得到了上

述极值图所对应的Steiner k-Wiener指标数值。基于此，本文推广并完善了单圈图Steiner k-Wiener指标下界问题的

研究成果，丰富了拓扑指标问题的研究内容，为图论中拓扑指标问题在数学以及化学领域的广泛应用提供了理论

依据。
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Abstract: In order to develop and perfect the basic theory of topological index in graph theory, a lower bound of the Steiner k-Wie‐

ner index of unicyclic graphs is determined by the method of graph transformation, and the extremal graphs are described when the 

lower bound is reached. Firstly, by studying the influence of the structure of unicyclic graphs on the Steiner k-Wiener index, a series 

of graph transformations are determined to reduce the index. Then, the extremal graphs corresponding to the minimum Steiner k-

Wiener index under different conditions are obtained. Finally, the Steiner k-Wiener index values corresponding to the above the ex‐

tremal graphs are presented. Based on this, this paper extends and improves the research results of the Steiner k-Wiener index lower 

bound problem of unicyclic graphs, enriches the research content of topological index problem, and provides a theoretical basis for 

the wide application of topological index problem of graph theory in mathematics and chemistry.
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0 引言 

在图论中，图被定义为一组顶点以及连接这些顶点的边的集合［1］。化学图论是用图论和网络

分析方法来研究和描述化学分子的结构和性质的学科领域，利用化合物的分子结构来获取化学特

性。化学图论的主要研究内容之一是拓扑指标，是通过分子图到实数集的一个映射，建立起分子

结构与分子性质之间的桥梁。化学家 Wiener 于 1947 年提出的 Wiener 指标是非常重要的拓扑指标
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之一［2］，该指标在数学中的研究可以追溯到二十世纪七十年代［3］。自此，Wiener 指标开始被广泛

研究［4-15］。

单圈图是无向图中所有顶点都不同且至少有一个边的简单环，其在图论和网络分析中具有重

要的意义，被广泛用于描述和分析各种实际系统中的闭合结构和循环关系。因此，研究单圈图的

Wiener 指标是非常重要的。Tang 研究了具有 2 个顶点的单圈图的 Wiener 指标，给出了一个计算公

式，并借此刻画了具有最大、最小 Wiener 指标的单圈图的特征［13］。Lai 等将这一结果推广到了

Steiner （n - 1）-Wiener 指标，确定了顶点数为 n 的单圈图 Steiner （n - 1）-Wiener 指标的上界与下

界，并分别刻画了达到上界与下界时的极图［14］。Li 等将 Wiener 指标推广到了 Steiner k-Wiener 指
标［15］，并给出了顶点为 n 的单圈图的 Steiner k-Wiener 指标的计算式。但目前关于顶点数为 n 的单

圈图 Steiner k-Wiener 指标在 3 ≤ k ≤ n - 2 的下界尚无结论，因此，本文将对顶点数 n ≥ 5 且 3 ≤
k ≤ n - 2 条件下的这一问题展开讨论，并进一步研究达到下界时的极图刻画。

1 预备知识 

简单连通图 G 的点集为 V ( G )，边集为 E ( G )，G 的顶点数用 n( G ) 表示，称为 G 的阶。对于

u，v ∈ V ( G )，dG ( u，v ) 表示 u，v 两点之间的距离，即连接 u，v 最短路的长度。对于 v ∈ V ( G )，dG ( v )
和 NG ( v ) 分别表示点 v 的度和邻点集。NG [ v ] = NG ( v )∪ { v }。对于 S ⊆ V ( G )，点集 S 的 Steiner 距
离 表 示 G 中 包 含 点 集 S 的 最 小 连 通 子 树 的 边 数［7］，即 dG ( S ) = min { |E (T )|：T 是 G 的 子 树

S ⊆ V (T ) }。
特别地，当 S = { u，v } 时，dG ( S ) = dG ( u，v )。
定义1 Wiener 指标表示图 G 中任意两点的距离之和，即

W ( G )= ∑
{ u，v }⊆ V ( G )

dG ( u，v )。

定义 2 对于正整数 k，2 ≤ k ≤ n - 1， 图 G 的 Steiner k-Wiener 指标 SWk ( G ) 表示图 G 中所有 k
子集 S 的 Steiner 距离之和，即

SWk ( G )= ∑
S ⊆ V ( G )，|S| = k

dG ( S )。

当 k = 2 时，Steiner 2-Wiener 指标就是 Wiener 指标。

定义3 设 G 为一个 n 阶单圈图，其中圈 Cg = v1v2⋯vgv1，G - E ( Cg ) 的连通分支 T1，T2，⋯，Tg 都

是 树 ，Ti 与 Cg 的 公 共 顶 点 记 为 ui，i = 1，2，⋯，m（Ti 是 非 平 凡 树），则 单 圈 图 表 示 为 G =
C u1，u2，⋯，um

g (T1，T2，⋯，Tm )。 若 n(Ti ) = li + 1，则 n - g = l1 + l2 + ⋯ + lm。 特 别 对 于 单 圈 图 G1 =
C u1，u2，⋯，um

g ( Sl1 + 1，Sl2 + 2，⋯，Slm + 1 )，顶点 u1，u2，⋯，um 在 G1 中分别是

Sl1 + 1，Sl2 + 2，⋯，Slm + 1

的中心。

例如，C u1，u2
6 ( S4，S5 )，其中 u1 = v2，u2 = v5，如图 1 所示。

引理1 设 G 是一个 n 阶连通图，顶点 u ∈ V ( G ) 是一个拟星根点，其中 NG [ u ] = { v，u1，u2，⋯，us }
满足

dG ( v )> 1，dG ( ui )= 1(1 ≤ i ≤ s )。
通过删除 G 中的边 uui，添加新的边 vui，从而得到 G'，如图 2 所示。则对于 2 ≤ k ≤ n - 1，有

SWk ( G ) > SWK ( G')。
证明 将 G 的所有 k-子集 S 分为三类： 

S ⊆ V ( G )\NG [ u ]；S ⊆ NG [ u ]；S ∩ V ( G )\NG [ u ]≠ ϕ且S ∩ NG [ u ]≠ ϕ。
对于 S ⊆ V ( G )\NG [ u ]，显然有 dG ( S ) = dG' ( S )。对于 S ⊆ NG [ u ]，由于

G [ NG [ u ] ]≅ G'[ NG [ u ] ]，
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因此

∑
S ⊆ NG [ u ]

dG ( s )= ∑
S ⊆ NG [ u ]

dG' ( S )。

下 面 考 虑 S ∩ V ( G )\NG [ u ] ≠ ϕ 且 S ∩ NG [ u ]≠ ϕ，{ u，v } ⊆ S ∩ NG [ u ]，显 然 ，dG ( S )= dG' ( S )。
u ∈ S ∩ NG [ u ] 且 v ∉ S ∩ NG [ u ]，显然，dG ( S )= dG' ( S )，v ∈ S ∩ NG [ u ] 且 u ∉ S ∩ NG [ u ]，若 S ∩ NG [ u ] \
{ u，v } ≠ ϕ，则 dG ( S ) = dG' ( S )，否 则 dG ( S )- dG' ( S ) = 1，u ∉ S ∩ NG [ u ] 且 v ∉ S ∩ NG [ u ]，显 然 ，

dG ( S ) > dG' ( S )。综合以上所有类型，得到 SWk ( G )- SWK ( G') > 0。
引理 2 设 H，X，Y 是三个两两不相交的连通图。假设 u，v 是 H 的两个顶点，v'是 X 的一个顶

点，u' 是 Y 的一个顶点。设 G 是由 H，X，Y 通过将 v 和 v'，u 和 u' 分别重合后得到的图，G '1 是由

H，X，Y 通过将 v，v'，u' 重合后得到的图，G '2 是由 H，X，Y 通过将 u，v'，u' 重合后得到的图（如图 3 所

示）。 则对于 2 ≤ k ≤ n - 1，有
SWk ( G )> SWK ( G '1 )，或SWk ( G )> SWK ( G '2 )。

证明 对于 S ⊆ V ( H )或S ⊆ V ( X )\ { v'} 或S ⊆ V (Y )\ { u'}，显然有 dG ( S ) > dG '1 ( S ) 且 dG ( S ) >

图1　单圈图C u1，u2
6 ( S4，S5 )，其中u1 = v2，u2 = v5

Fig.  1　The unicyclic graph C u1,u2
6 ( S4,S5 ), where u1 = v2,u2 = v5

图2　图G关于顶点u的图形变换

Fig.  2　Transformations of graph G with respect to the vertex u

图3　以顶点u'、v'为基准的图G的变换

Fig.  3　Transformations of graph G with respect to the vertices u',v'
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dG '2 ( S )，因此

SWk ( G )> SWK ( G '1 )= ∑
S ∩ V ( H )= ϕ
S ∩ V ( X )\ { v'}≠ ϕ
S ∩ V (Y )\ { u'}≠ ϕ

( dG ( S )- dG '1 ( S ) )+ ∑
S ∩ V ( H )≠ ϕ
S ∩ V ( X )\ { v'}≠ ϕ
S ∩ V (Y )\ { u'}= ϕ

( dG ( S )- dG '1 ( S ) )+

∑
S ∩ V ( H )≠ ϕ
S ∩ V ( X )\ { v'}= ϕ
S ∩ V (Y )\ { u'}≠ ϕ

( dG ( S )- dG '1 ( S ) )+ ∑
S ∩ V ( H )≠ ϕ
S ∩ V ( X )\ { v'}≠ ϕ
S ∩ V (Y )\ { u'}≠ ϕ

( dG ( S )- dG '1 ( S ) )> ∑
S ∩ V ( H )≠ ϕ
S ∩ V ( X )\ { v'}= ϕ
S ∩ V (Y )\ { u'}≠ ϕ

( dG ( S )- dG '1 ( S ) )=

∑
S'= S ∩ V ( H )

( dH ( S'∪{ u } )- dH ( S'∪{ v } ) )，

SWk ( G )> SWK ( G '2 )= ∑
S ∩ V ( H )= ϕ
S ∩ V ( X )\ { v'}≠ ϕ
S ∩ V (Y )\ { u'}≠ ϕ

( dG ( S )- dG '2 ( S ) )+ ∑
S ∩ V ( H )≠ ϕ
S ∩ V ( X )\ { v'}≠ ϕ
S ∩ V (Y )\ { u'}= ϕ

( dG ( S )- dG '2 ( S ) )+

∑
S ∩ V ( H )≠ ϕ
S ∩ V ( X )\ { v'}= ϕ
S ∩ V (Y )\ { u'}≠ ϕ

( dG ( S )- dG '2 ( S ) )+ ∑
S ∩ V ( H )≠ ϕ
S ∩ V ( X )\ { v'}≠ ϕ
S ∩ V (Y )\ { u'}≠ ϕ

( dG ( S )- dG '2 ( S ) )> ∑
S ∩ V ( H )≠ ϕ
S ∩ V ( X )\ { v'}≠ ϕ
S ∩ V (Y )\ { u'}= ϕ

( dG ( S )- dG '2 ( S ) )=

∑
S'= S ∩ V ( H )

( dH ( S'∪{ v } )- dH ( S'∪{ u } ) )，

SWk ( G )- SWk ( G '1 )≤ 0，则 ∑
S'= S ∩ V ( H )

[ ]dH ( S'∪{ u } )- dH ( S'∪{ v } ) < 0，此时，SWk ( G )- SWk ( G '2 )> 0。

推论1 设 G 是一个连通图，u，v ∈ V ( G )。假设 Gs，t 是 G 通过分别给 u，v 附加 s，t 个悬挂点得到

的图。则对于 2 ≤ k ≤ n - 1，有 SWk ( Gs，t ) > SWk ( Gs - i，t + i )(1 ≤ i ≤ s ) 或 SWk ( Gs，t ) > SWk ( Gs + i，t - i ) 
(1 ≤ i ≤ t )。

定义4 设 Cn 是 n 阶圈，V ( Cn ) = { v1，v2，⋯，vn }，将 vi 顺时针标记为 i，如图 4（a）所示，对于每一

个 k-子集 S ⊆ V ( Cn )，从 V ( Cn ) 中顺时针选择元素，即 S = { a1，a2，⋯，ak }。则存在一个对应的向量

( x1，x2，⋯，xk )，其 中 xi = ai + 1 - ai ( mod n )(1 ≤ i ≤ k - 1)，xk = a1 - ak ( mod n ) 且 ∑
i = 1

k

xi = n［如 图 4

（b）所示］，使得 d ( S )= n - max { x1，x2⋯xk }。

例如，于 C10，S ( 3，4，7 )，有 ( x1，x2，x3 ) = (1，3，6) 且 d ( S ) = 4。
引理 3 对于 k-子集 S = { a1，a2，⋯，ak } ⊆ V ( Cn )，若 S 沿逆时针移动 i (1 ≤ i ≤ n ) 个单位得到

S' = {( a1 - i )( mod n )，( a2 - i )( mod n )，⋯，( ak - i )( mod n ) }，则 S 与 S' 的 对 应 向 量 相 同 且 d ( S ) =
d ( S')。

引理4 设 Ga = C v1
g ( Sn - g + 1 ) 为 n 阶单圈图。Gb 是由 Ga 将边 v1，v2 收缩到顶点 v1，并在顶点 v1 上

图4　Cn为n阶单圈图

（a） Cn为n阶单圈图，其中v ( i )顺时针标记为 i； （b） Cn为n阶单圈图，其中k -子集S ={ a1，a2，⋯，ak }。
Fig.  4　Cn is an unicyclic graph of order n

(a) Cn is an unicyclic graph of order n, where v ( i ) is marked clockwise by i; (b) Cn is an unicyclic graph of order n, 

where s ={ a1,a2,⋯,ak } is k-subset.
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添 加 一 条 悬 挂 边 v1v2 得 到 的 单 圈 图（ 如 图 5 所 示 ）。 则 对 于 3 ≤ k ≤ n - 2，有

SWk ( Ga ) ≥ SWk ( Gb )。

证明 令 V ( Ga ) = V ( Gb ) = X ∪ Y ∪{ v2 }，其中 X = V ( Sn - g + 1 )\ { v1 }，Y = { v1，v3，⋯，vg } 将所有

k-子集 S ⊆ V ( Ga ) 分为以下几种情况：

情形1 v2 ∈ S。

子情形1.1 S\ { v2 } ⊆ X，显然 dGa
( S ) = dGb

( S )。
子情形1.2 S\ { v2 } ⊆ Y，设 S = { v2，a1，a2，⋯，ak - 1 }，则

dGa
( S )= dCg

( { v2，a1，a2，⋯，ak - 1 } )，dGb
( S )= dCg - 1 ( { v1，a1，a2，⋯，ak - 1 } )+ 1。

令 { v2，a1，a2，⋯，ak - 1 } 在 Ga 中的对应向量为 ( x1，x2，⋯，xk )，则 { v1，a1，a2，⋯，ak - 1 } 在 Gb 中的对应

向量为 ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk - 1)。
若在 Ga 中满足 max ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk ) = xi ( i ≠ k )，则在 Gb 中满足

max ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk - 1)= xi ( i ≠ k )。
此时 dGa

( S ) = g - xi，dGb
( S ) = ( g - 1)- xi - 1 = g - xi。因此 dGa

( S ) = dGb
( S )。

若在 Ga 中满足 max ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk ) = xk 且在 Gb 中满足

max ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk - 1)= xj ( j ≠ k )，
则 有 xk = xj 或 xk = xj + 1。 此 时 dGa

( S ) = g - xk，dGb
( S ) = ( g - 1)- xj + 1 = g - xj。 因 此 对 于

xk = xj，有 dGa
( S ) = dGb

( S )，对于 xk = xj + 1，有 dGa
( S )- dGb

( S ) =-1。
若在 Ga 中满足 max ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk ) = xk 且在 Gb 中满足

max ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk - 1)= xk - 1。
此时 dGa

( S ) = g - xk，dGb
( S ) = ( g - 1)-( xk - 1)+ 1 = g - xk + 1。因此，

dGa
( S )- dGb

( S )=-1。
子情形 1.3 S\ { v2 }∩ X ≠ ϕ，且 S\ { v2 }∩ Y ≠ ϕ，设 |S\ { v2 }∩ X| = p，|S\ { v2 }∩ Y| = q，p + q +

1 = k 且 S\ { v2 }∩ Y = { a1，a2，⋯，aq }， 则 dGa
( S ) = dCg

( { v1，v2，a1，a2，⋯，aq } )+ p， dGb
( S ) =

dCg - 1 ( { v1，a1，a2，⋯，aq } )+ p + 1。 令 { v1，v2，a1，a2，⋯，aq } 在 Ga 中 的 对 应 向 量 为 ( x1 =
1，x2，⋯，xq + 1，xq + 2 )，则 { v1，a1，a2，⋯，aq } 在 Gb 中 的 对 应 向 量 为 ( x2，⋯，xq + 1，xq + 2 )。 注 意 到 xi ≥
1( 2 ≤ i ≤ q + 1)，xq + 2 ≥ 0。

若在 Ga 中满足 max { x1 = 1，x2，⋯，xq + 1，xq + 2 } = x1 = 1，则在 Gb 中满足

max { x2，⋯，xq + 1，xq + 2 }= xi = 1( i ≠ 1)。
此时 dGa

( S ) = g - 1 + p，dGb
( S ) = ( g - 1)- 1 + p + 1 = g - 1 + p。因此 dGa

( S ) = dGb
( S )。

若在 Ga 中满足 max { x1 = 1，x2，⋯，xq + 1，xq + 2 } = xi ( i ≠ 1)，则在 Gb 中满足

max { x2，⋯，xq + 1，xq + 2 }= xi ( i ≠ 1)。

图5　n阶单圈图Ga（a）通过移动顶点v2得到n阶单圈图Gb（b）
Fig.  5　Figure Ga (a) of order n cycles gets Figure Gb (b) of order n cycles by moving vertex v2

1159



47（6） 2024山西大学学报（自然科学版）

此时 dGa
( S ) = g - xi + p，dGb

( S ) = ( g - 1)- xi + p + 1 = g - xi + p。因此，

dGa
( S )= dGb

( S )。
情形2 v2 ∉ S。

子情形2.1 S ⊆ X，显然 dGa
( S ) = dGb

( S )。
子情形2.2 S ⊆ Y，设 S = { a1，a2，⋯，ak }，则

dGa
( S )= dCg

( { a1，a2，⋯，ak } )，dGb
( S )= dCg - 1 ( { a1，a2，⋯，ak } )。

令 { a1，a2，⋯，ak } 在 Ga 中的对应向量为 ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk )，则 { a1，a2，⋯，ak } 在 Gb 中的对应向量

为 ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk - 1)。
若在 Ga 中满足 max { x1，x2，⋯，xk - 1，xk } = xi ( i ≠ k )，则在 Gb 中满足

max ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk - 1)= xi ( i ≠ k )。
此时 dGa

( S ) = g - xi，dGb
( S ) = ( g - 1)- xi = g - xi - 1。因此，dGa

( S )- dGb
( S ) = 1。

若在 Ga 中满足 max { x1，x2，⋯，xk - 1，xk } = xk 且在 Gb 中满足

max ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk - 1)= xj ( j ≠ k )，
则有 xk = xj 或 xk = xj + 1。此时 dGa

( S ) = g - xk，dGb
( S ) = ( g - 1)- xj。因此对于 xk = xj + 1，有

dGa
( S ) = dGb

( S )，对于 xk = xj，有 dGa
( S )- dGb

( S ) = 1。
若在 Ga 中满足 max { x1，x2，⋯，xk - 1，xk } = xk 且在 Gb 中满足

max ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk - 1)= xk - 1。
此时 dGa

( S ) = g - xk，dGb
( S ) = ( g - 1)-( xk - 1) = g - xk。因此 dGa

( S ) = dGb
( S )。

子情形2.3 S ∩ X ≠ ϕ，S ∩ Y ≠ ϕ。设 |S ∩ X| = p，|S ∩ Y| = q，p + q = k且S ∩ Y ={ a1，a2，⋯，aq }， 则
dGa

( S )= dCg
( { v1，a1，a2，⋯，aq } )+ p，dGb

( S )= dCg - 1 ( { v1，a1，a2，⋯，aq } )+ p。
令 { v1，a1，a2，⋯，aq } 在 Ga 中的对应向量为 ( x1，x2，⋯，xq，xq + 1 )，则 { v1，a1，a2，⋯，aq } 在 Gb 中的对应

向量为 ( x1 - 1，x2，⋯，xq，xq + 1 )。
若在 Ga 中满足 max { x1，x2，⋯，xq，xq + 1 } = x1 且在 Gb 中满足

max { x1 - 1，x2，⋯，xq，xq + 1 }= x1 - 1。
此时 dGb

( S ) = g - x1 + p，dGb
( S ) = ( g - 1)-( x1 - 1)+ p = g - x1 + p。因此

dGa
( S )= dGb

( S )。
若在 Ga 中满足 max { x1，x2，⋯，xq，xq + 1 } = x1 且在 Gb 中满足

max { x1 - 1，x2，⋯，xq，xq + 1 }= xj ( j ≠ 1)，
则有 x1 = xj 或 x1 = xj + 1。dGb

( S ) = g - x1 + p，dGb
( S ) = ( g - 1)- xj + p。因此对于 x1 = xj + 1，

有 dGa
( S ) = dGb

( S )，对于 x1 = xj，有 dGa
( S )- dGb

( S ) = 1。
若在 Ga 中满足 max { x1，x2，⋯，xq，xq + 1 } = xi ( i ≠ 1)，则在 Gb 中满足

max { x1 - 1，x2，⋯，xq，xq + 1 }= xi ( i ≠ 1)。
此时 dGb

( S ) = g - xi + p，dGb
( S ) = ( g - 1)- xi + p = g - xi - 1 + p。因此

dGa
( S )- dGb

( S )= 1。
注意到只有子情形 1.2，2.2 和 2.3 对最终结果有影响。因此下面事实成立。

事实 1 设子情形 1.2 中满足 dGa
( S )- dGb

( S ) =-1 的 k-子集 S 的集合为 δ-，子情形 2.2 和 2.3 中

满足 dGa
( S )- dGb

( S ) = 1 的 k-子集 S 的集合为 δ+，则有 |δ+| ≥ |δ-|。
证明 若 g < n，k ≥ g，容易得到 |δ-| = 0，此时事实 1 显然成立。因此只需考虑 g = n 和 k <

g < n 两种情况。令 δ- = δ1 + δ2 + ⋯ + δk，其中

δi ={ }S|v2，v3，⋯，vi + 1 ∈ S，vi + 2 ∉ S，S\{ }v2，v3，⋯，vi + 1 ⊆{ }vi + 3，⋯，vg，v1  (1 ≤ i ≤ k - 1)，
δk ={ }S|S ={ }v2，v3，⋯，vk + 1 ，|δi| = si (1 ≤ i ≤ k )。
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对于 1 ≤ i ≤ k - 1，∀Sij ∈ δi (1 ≤ j ≤ si )，令 Sij ={ }a 1，a2，⋯，ak - i，v2，v3，⋯，vi + 1 ，将 Sij 沿顺时针

方向移动 i 个单位得到

S'ij ={ }a'1，a'2，⋯，a'k - i，vg + 2 - i，vg + 3 - i，⋯，v1 。

此时 Sij 和 S'ij 的对应向量是相同的，令该向量为 ( x1，x2，⋯，xk )。由于 Sij ∈ δi， 结合子情形 1.2 可

知 该 向 量 满 足 max ( x1，x2，⋯，xk ) = xk - i 且 xk - i ≠ xj ( j ≠ k - i )。 根 据 子 情 形 2.2，有 S'ij 满 足

dGa
( S') > dGb

( S') 且 dGa
( S'ij )- dGb

( S'ij ) = 1，因此 S'ij ∈ δ+。

令 δ 'i ={ }S'ij|1 ≤ j ≤ si ，若 S'iz，S'iw ∈ δ 'i ( z ≠ w )，则 S'iz ≠ S'iw；否则，Siz = Siw，这与 Siz ≠ Siw 相矛盾。

若 S'pi ∈ δ 'p，S'qi ∈ δ 'q ( p ≠ q )，假设 1 ≤ p < q ≤ k - 1，则 S'pi ≠ S'qi；否则，a'k - p = vg + 1 - p ∈ S'pi，此时有

xk - p = 1， 这与 max ( x1，x2，⋯，xk ) = xk - p 且 xk - p ≠ xj ( j ≠ k - p ) 相矛盾。因此 ∑
i = 1

k - 1
|δ 'i| = ∑

i = 1

k - 1
|δi|。

设子情形 2.2 中满足 max ( x1，x2，⋯，xk - 1，xk ) = xk 且 xk = xj ( j ≠ k ) 的 k-子集 S 的集合为 δ 'k1，子

情形 2.3 中满足 dGa
( S )- dGb

( S ) = 1 的 k-子集 S 的集合为 δ 'k2，δ 'k = δ 'k1 ∪ δ 'k2， 则有 |δ 'k| ≥ |δk|。这是

由于：

若 g = n，|δk| = 1。当 g - k 是奇数时，存在子集 S ∈ δ 'k1，其对应向量为

( x1，x2，⋯，xk - 1，xk )= ( )1，1，⋯，1，2，g - k + 1
2 ，

g - k + 1
2 。

当 g - k 是偶数时，存在子集 S ∈ δ 'k1，其对应向量为

( x1，x2，⋯，xk - 1，xk )= ( )1，1，⋯，1，1，g - k + 2
2 ，

g - k + 2
2 。

因此 |δ 'k| ≥ |δk|。
若 k < g < n，|δk| = 1。存在子集 S = { vg + 1，v3，v5，v6⋯，vk + 1，vk + 2 }，其对应向量为

( x1，x2，⋯，xk - 1，xk )=( 2，2，1，⋯，1，g - k - 1)。
容 易 验 证 ，S ∈ δ 'k2，因 此 |δ 'k| ≥ |δk|。 令 δ' = δ '1 + δ '2 + ⋯ + δ 'k，则 有 δ' ⊆ δ+ 且 |δ'| = |δ-|，因 此

|δ+| ≥ |δ-|。事实 1 成立。根据事实 1，引理 4 成立。

2 主要结论 

引理5［13］ 设 G 是 n 阶单圈图， 则有 W ( G ) ≥ n2 - 2n；等号成立当且仅当

（1）n = 4，G ≅ C4 或 C v1
3 ( S2 )；

（2）n = 5，G ≅ C5 或 C v1
3 ( S3 )；（3）n ≥ 6，G ≅ C v1

3 ( Sn - 2 )。
引理6［14］ 设 G 是 n 阶单圈图，则有 SWn - 1 ( G ) ≥ n2 - 2n；等号成立当且仅当 G ≅ Cn。

引理7 对于 3 ≤ k ≤ n - 2，有 SWk[ ]C v1
4 ( Sn - 3 ) ≥ SWk[ ]C v1

3 ( Sn - 2 )（如图 6 所示），当且仅当 n = 5
且 k = 3 时等号成立。

证明 令 |S| = 3，则在 C v1
4 ( Sn - 3 ) 或 C v1

3 ( Sn - 2 ) 中 S 的取法有 8 种：

（1） v1，v2，v3 ∉ S； 
（2）v1 ∈ S，v2，v3 ∉ S；

（3） v1 ∉ S，v2 ∈ S，v3 ∉ S；

（4） v1 ∉ S，v2 ∉ S，v3 ∈ S；

（5） v1 ∈ S，v2 ∈ S，v3 ∉ S；

（6）v1 ∈ S，v2 ∉ S，v3 ∈ S；

（7） v1 ∉ S，v2 ∈ S，v3 ∈ S；

（8）v1 ∈ S，v2 ∈ S，v3 ∈ S。

1161



47（6） 2024山西大学学报（自然科学版）

以上 8 种情况对 SWk[ ]C v1
4 ( Sn - 3 ) 的贡献分别是

3 ( )n - 3
3 ， 2 ( )n - 3

2 ， 3 ( )n - 3
2 ， 3 ( )n - 4

1 + 4 ( )n - 4
2 ，

2 ( )n - 3
1 ， 2 ( )n - 4

0 + 3 ( )n - 4
1 ， 2 ( )n - 4

0 + 3 ( )n - 4
1 ， 2 ( )n - 3

0 ，

同理， 以上 8 种情况对 SWk[ ]C v1
3 ( Sn - 2 ) 的贡献分别是

3 ( )n - 3
3 ， 2 ( )n - 3

2 ， 3 ( )n - 3
2 ， 3 ( )n - 3

2 ，

2 ( )n - 3
1 ， 2 ( )n - 3

1 ，3 ( )n - 3
1 ， 2 ( )n - 3

0 。

因此， SWk[ ]C v1
4 ( Sn - 3 ) - SWk[ ]C v1

3 ( Sn - 2 ) = ( )n - 4
2 + ( )n - 4

1 - ( )n - 4
0 。

若 n = 5，SWk[ ]C v1
4 ( Sn - 3 ) - SWk[ ]C v1

3 ( Sn - 2 ) = 0。
若 n ≥ 6，SWk[ ]C v1

4 ( Sn - 3 ) - SWk[ ]C v1
3 ( Sn - 2 ) > 0。

同理，令 |S| = k 且 4 ≤ k ≤ n - 2。设 S 的取法与上述相同，则其对 SWk[ ]C v1
4 ( Sn - 3 ) 的贡献分

别是

k ( )n - 3
  k ， ( k - 1) ( )n - 3

k - 1 ， k ( )n - 3
k - 1 ， k ( )n - 4

k - 2 +( k + 1) ( )n - 4
k - 1 ，

( k - 1) ( )n - 3
k - 2 ， ( k - 1) ( )n - 4

k - 3 + k ( )n - 4
k - 2 ， k ( )n - 4

k - 3 + k ( )n - 4
    2 ， ( k - 1) ( )n - 3

k - 3 。

对 SWk[ ]C v1
3 ( Sn - 2 ) 的贡献分别是

k ( )n - 3
  k ， ( k - 1) ( )n - 3

k - 1 ， k ( )n - 3
k - 1 ， k ( )n - 3

k - 1 ，

( k - 1) ( )n - 3
k - 2 ，( k - 1) ( )n - 3

k - 2 ，k ( )n - 3
k - 2 ， ( k - 1) ( )n - 3

k - 3 。

因此

SWk[ ]C v1
4 ( Sn - 3 ) - SWk[ ]C v1

3 ( Sn - 2 ) = ( )n - 4
k - 1 + ( )n - 4

k - 2 > 0。

综上所述，引理 7 成立。

定理1 设 G 为 n ≥ 5 阶的单圈图，对于 3 ≤ k ≤ n - 2，有

SWk ( G )≥ k ( )n - 3
   k +( 3k - 1) ( )n - 3

k - 1 +( 3k - 2 ) ( )n - 3
k - 2 +( k - 1) ( )n - 3

k - 3 。

若 n = 5，当且仅当 G ≅ C v1
4 ( S2 ) 或 C v1

3 ( S3 ) 时等号成立；若 n ≥ 6，当且仅当 G ≅ C v1
3 ( Sn - 2 ) 时等

                          （a）C v1
4 ( Sn - 3 )                                                      （b）C v1

3 ( Sn - 2 )                
图6　达到Steiner k-Wiener指标下界时的两种极值图

Fig.  6　Two extremal graphs attained the lower bound of the Steiner k-Wiener
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号成立。

证明 对于 n = 5，根据 Steiner k-Wiener 指标的定义，结论可证。

对 于 n ≥ 6，根 据 引 理 1、推 论 1、引 理 4 和 引 理 7，有 SWk ( G ) ≥ SWk[ ]C v1
3 ( Sn - 2 ) ，当 且 仅 当

G ≅ C v1
3 ( Sn - 2 ) 时等号成立。根据引理 7 的证明，有

SWk[ ]C v1
3 ( Sn - 2 ) = k ( )n - 3

k
+( 3k - 1) ( )n - 3

k - 1 +( 3k - 2 ) ( )n - 3
k - 2 +( k - 1) ( )n - 3

k - 3 。

综上所述，定理 1 成立。
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