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具有体液免疫和凋亡率的病毒模型分析

孟茹，罗颜涛*，奴日曼古丽·吐尔送
（新疆大学 数学与系统科学学院，新疆 乌鲁木齐 830017）

摘 要：为了研究体液免疫和感染细胞诱导未感染细胞凋亡等因素对病毒传播的影响，本文提出一类具有体液免

疫，细胞间传播和凋亡率的病毒感染动力学模型。首先，给出模型解的非负性和有界性，通过简单计算，得到模型

的基本再生数R0和体液免疫激活基本再生数RH。其次，利用Routh-Hurwitz判据和Lyapunov-LaSalle定理，证明了

无病平衡点和免疫未激活平衡点的局部和全局渐近稳定性。最后，通过数值模拟验证了理论结果的正确性，发现

凋亡率的增加对病毒感染的控制具有积极作用。
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Analysis of Viral Infection Models with Humoral Immunity and Apoptosis Rates

MENG Ru, LUO Yantao*, NURIMANGULI Tuersong

(College of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi 830017, China)

Abstract: In order to investigate the effects of humoral immunity and induction of apoptosis in uninfected cells by infected cells on 

viral transmission, this paper presents a dynamic model of viral infection with humoral immunity, cell-to-cell transmission and apop‐

tosis rate. Firstly, the non-negativity and boundedness of the model solutions are given, and the basic reproduction number R0 and the 

humoral immune activation basic reproduction number RH of the model are obtained by simple calculations. Secondly, the local and 

global asymptotic stability of the disease-free equilibrium and the immune response free equilibrium are proved by using the Routh-

Hurwitz criterion and Lyapunov-LaSalle theorem. Finally, by numerical simulation verified the correctness of the theoretical results, 

and the increase in apoptosis rate was found to have a positive effect on the control of viral infection.
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0 引言 

众所周知，病毒与疾病密切相关，大多数的传染病都是由病毒引起的。例如人类免疫缺陷病

毒（Human Immunodeficiency Virus， HIV）、乙型肝炎病毒（Hepatitis B Virus， HBV）、丙型肝炎病毒

（Hepatitis C Virus， HCV）、埃博拉病毒（Ebola）、COVID-19 等。病毒传播主要有病毒对细胞感染［1］

和细胞间传播［2］两种途径。因此，在建立数学模型时，不仅要考虑病毒对细胞的感染，也要考虑细

胞间的传播。例如 Guo 等［3］建立了一个细胞间传播和病毒对细胞感染的 HIV 感染动力学模型，发

现细胞间传播明显增加了感染细胞浓度。Pan 等［4］讨论了一个包括感染和传播途径的 HCV 感染
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模型，并对四种不同的 HCV 模型进行了数值解释。Wang 等［5］和 Luo 等［6］对细胞间传播和病毒对

细胞感染进行了研究，发现随着细胞传播率的增加，感染细胞和病毒粒子浓度增加，健康细胞浓度

减少。

当病毒进入人体后，免疫系统发挥重要作用，它可以有效地控制病毒在宿主体内的复制和传

播［7-8］，其中免疫系统由细胞免疫和体液免疫两部分组成。近年来，对于病毒动力学与细胞免疫的

数学模型，研究者们取得了较多成果［9-10］。但是，在一些感染中，体液免疫比细胞免疫更加有

效［11-13］。例如 Wang 等［12］指出，当病毒在宿主内复制和传播时，体液免疫更为重要。

此外，研究者们发现可通过诱导细胞凋亡的途径来杀死被病毒入侵的细胞。关于考虑细胞凋

亡的病毒模型的研究已有一些成果［14-19］。例如 Fan 等［15］在模型中引入细胞凋亡，发现细胞凋亡可

以促进或缓解 HIV 感染的长期演变。Guo 等［17］在 HIV 感染时滞模型中考虑了细胞凋亡这一因素，

并分析了模型的全局动力学。然而，上述模型大都是单一考虑细胞间传播、细胞凋亡或体液免疫

的影响，为了综合考虑上述因素对病毒感染动力学的影响，本文提出一类具有体液免疫、细胞间传

播和凋亡率的病毒感染动力学模型，进行研究讨论。

本文结构如下。在第 1 节中介绍了模型的建立，并给出了解的正性和有界性。第 2 节中，通过

计算得到模型的基本再生数 R0 和体液免疫激活基本再生数 RH，并利用 Routh-Hurwitz 判据给出了

无病平衡点和免疫未激活平衡点的局部渐近稳定性。无病平衡点和免疫未激活平衡点的全局渐

近稳定性在第 3 节中给出。第 4 节中，通过数值模拟对所得的理论结果进行验证。在第 5 节中给

出了结论。

1 建立模型 

考虑体液免疫，细胞间传播以及细胞诱导凋亡等因素，利用图 1 来说明各仓室之间的传播动

力学。

建立对应的微分方程模型如下：
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dT
dt = λ- β1TV- β2TI- αTI-d1T，

dI
dt = β1TV+ β2TI-d2 I，

dV
dt = kI-d3V- pVZ，

dZ
dt = cVZ-d4Z，

（1）

其中 T，I和V分别代表 t时刻未感染细胞、感染细胞和游离病毒粒子的浓度，Z代表体液免疫反应

（B细胞或抗体）。未感染细胞以速率 λ从宿主内产生，d1，d2，d3，d4 分别表示未感染细胞、感染细

胞、病毒和 B细胞的自然死亡率，病毒感染未感染细胞的速率为 β1，感染细胞感染未感染细胞的速

率为 β2，α表示感染细胞诱导未感染细胞的凋亡率，感染细胞产生游离病毒粒子速率为 k，病毒粒

图1　模型（1）示意图

Fig. 1　Schematic representation of the model (1)
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子进入后，体液免疫反应通过免疫细胞以 c的速率产生而被触发，游离病毒粒子以速率 p被 B细胞

中 和 。 出 于 生 物 学 上 的 考 虑 ，假 设 模 型 的 所 有 参 数 都 是 正 的 ，且 系 统（1）的 初 始 条 件 为

(T ( 0 )，I ( 0 )，V ( 0 )，Z ( 0 ) ) ∈ R4
+，并有以下引理成立。

引理1［4］ 系统（1）具有非负初始条件 (T ( 0 )，I ( 0 )，V ( 0 )，Z ( 0 ) ) ∈ R4
+ 的解是正的，并且是最终有

界的。

2 平衡点的存在性和局部稳定性 

通过简单计算，系统（1）在任意平衡点 Ei (Ti，Ii，Vi，Zi ) 处的 Jacobi 矩阵为：

J (Ei )=
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ú-β1Vi- β2 Ii- αIi-d1 -β2Ti- αTi -β1Ti 0
β1Vi+ β2 Ii β2Ti-d2 β1Ti 0

0 k -d3 - pZi -pVi

0 0 0 cVi-d4

。 （2）

显然，系统（1）存在无病平衡点 E0 = (T0，I0，V0，Z0 ) = ( )λ
d1

，0，0，0 。

利用下一代矩阵法［20］计算得系统（1）的基本再生数 R0：

R0 = ρ(FV-1 )= λkβ1 + λβ2d3

d1d2d3
=R01 +R02，

其中 R01 = kβ1T0

d2d3
，R02 = β2T0

d2
。

注1 在生物学上 R01 和 R02 分别表示病毒对细胞和细胞对细胞的感染相对应的基本再生数。

定理1 对于系统（1），当 R0 < 1 时，无病平衡点 E0 是局部渐近稳定的。

证明 将无病平衡点 E0 = (T0，I0，V0，Z0 ) 代入（2）式中，经过简单计算可得 E0 处的特征方程为：

( r+d1 )( r+d4 )( r 2 +A1r+A2 )= 0， （3）
其中

A1 =d2 +d3 - λβ2

d1
=d3 +d2 (1 -R0 +R01 )，

A2 =d2d3 - λ
d1

( kβ1 + β2d3 )=d3d2 (1 -R0 )，

显然，特征方程（3）的两个特征值分别为 r1 =-d1，r2 =-d4，均为负数。当 R0 < 1 时，A1 > 0，
A2 > 0。因此，根据 Routh-Hurwitz 判据［4］得，当 R0 < 1 时，无病平衡点 E0 是局部渐近稳定的，R0 >
1 时 E0 是不稳定的。

)i  当 R0 > 1 时，系统（1）存在免疫未激活平衡点 E1：

E1 =(T1，I1，V1，Z1 )= ( )d2d3

β1k+ β2d3
，

d1T1

αT1 +d2
(R0 - 1)，k

d3
I1，0 。

定义参数 R1 = ck
d3d4

I ∗，R1 表示在感染的慢性阶段，未发生体液免疫反应的病毒粒子数量。

)ii 当 R1 > 1 时，系统（1）存在免疫激活平衡点 E∗：

E∗ =(T ∗，I ∗，V ∗，Z ∗ )= ( )d2 I ∗

β1V ∗ + β2 I ∗，
-m2 + m2

2 + 4m1m3

2m1
，
d4

c
，
d3

p
(R1 - 1) ，

其中m1 = cβ2d2 + cαd2，m2 = β1d2d4 + cd1d2 - λcβ2，m3 = λβ1d4。

注2 定义 RH 为体液免疫激活基本再生数，其中

RH= λck ( kβ1 + β2d3 )
ckd1d2d3 +d2d3d4 [ kβ1 +(α+ β2 )d3 ]，
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表示在存在体液免疫反应的情况下产生的二次感染细胞的平均数量。

引理2 ( i )R1 > 1 ⇔ RH > 1，( ii ) R1 = 1 ⇔ RH = 1，( iii )R1 < 1 ⇔ RH < 1。

证明 ( i ) 因为 R1 > 1 ⇔ I ∗ > d3d4

ck
⇔ -m2 + m2

2 + 4m1m3

2m1
> d3d4

ck
，即

R1 > 1 ⇔(m2
2 + 4m1m3 )- ( )2m1d3d4

ck
+m2

2

> 0，

化简不等式得到

R1 > 1 ⇔ 4( β2 + α )d2d4

k2 [ ckd1d2d3 +d2d3d4 ( β1k+( β2 + α )d3 ) ](RH- 1)> 0，

因此，R1 > 1 ⇔ RH > 1。 同理可证 ( i ) 和 ( ii )。 因为 RH < R0，所以由引理 2 可得，当 R0 < 1 时 R1 <
1，当 R1 > 1 时 R0 > 1。

定理2 对于系统（1），当 R1 < 1 < R0 时，免疫未激活平衡点 E1 是局部渐近稳定的。

证明 将免疫未激活平衡点 E1 = (T1，I1，V1，Z1 ) 代入（2）式中，经过简单计算可得 E1 处的特征

方程为：

( r+d4 - cV1 )( r 3 +B1r 2 +B2r+B3 )= 0， （4）
其中

B1 =d1 +d3 +d2
R01

R0
+d1 (R0 - 1)，

B2 =d1d3 +d1d2
R01

R0
+d1 ( )d2 +d3 + d2αT1

d2 + αT1

R01

R0
(R0 - 1)，

B3 =d1d2d3 (R0 - 1)，

显然，特征方程（4）的一个特征值为 cV1 - d4 = λck
d2d3RH

(RH - 1)，当 RH < 1 即 R1 < 1（引理 2），该

特征值为负。此外，当 R0 > 1 时，B1，B2，B3 > 0 且

B1B2 -B3 =d1d3 (d1 +d3 )+d1d2 (d1 +d3 ) R01

R0
+d1

R01

R0 ( )d1 + αT1d2

αT1 +d2
(R0 - 1)+

d1
2 (d2 +d3 )(R0 - 1)2 +d1 (d1d2 + 2d1d3 +d3

2 )(R0 - 1)> 0。
综上所述，当 R1 < 1 < R0 时，特征方程（4）的所有特征值均具有负实部。根据 Routh-Hurwitz

判据［4］知，当 R1 < 1 < R0 时，免疫未激活平衡点 E1 是局部渐近稳定的。此外，当 RH > 1 时，即

R1 > 1 时（引理 2），特征值 cV1 - d4 > 0。所以，R1 > 1 时免疫未激活平衡点 E1 是不稳定的。

3 平衡点的全局稳定性 

首先，考虑函数 g ( x ) = x- 1 - ln x，x> 0，注意到，g ( x ) ≥ 0 对任意 x> 0 成立，且 g ( x ) = 0
当且仅当 x= 1。

定理3 当 R0 ≤ 1 时，系统（1）的无病平衡点 E0 是全局渐近稳定的。

证明 由系统（1）的第一个方程知有
dT
dt ≤ λ- d1T，通过比较原理知 lim

t→ ∞
supT ( t ) ≤ T0，其中

T0 = λ
d1

。 假设 T ( t ) ≤ T0，对任意的 t≥ 0，显然有以下不等式组成立：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

dI
dt ≤ β1T0V+ β2T0 I-d2 I，

dV
dt ≤ kI-d3V，

（5）

对应的比较系统为：
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dI1

dt = β1T0V1 + β2T0 I1 -d2 I1，

dV1

dt = kI1 -d3V1，
（6）

进一步得到矩阵

A= ( )β2T0 -d2 β1T0

k -d3
，

从而矩阵A特征方程的根为

r=
-( )d2 +d3 - β1T0 ± ( )d2 +d3 - β1T0

2 + 4d2d3 ( )R0 - 1
2 ，

若 R0 < 1，那么 r< 0。当 t→ ∞ 时，方程组（6）的解 ( I1 ( t )，V1 ( t ) ) → ( 0，0 )。由比较原理知，当

t≥ 0 时，( I ( t )，V ( t ) ) ≤( I1 ( t )，V1 ( t ) )。所以当 t→ ∞ 时，( I ( t )，V ( t ) ) → ( 0，0 )。进一步，由系统（1）
的第一个方程和最后一个方程得如下极限方程：
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dT
dt = λ-d1T，

dZ
dt =-d4Z。

由渐近自治半流理论［6］得，t→ ∞ 时，有 Z ( t ) → 0，T ( t ) → T0。因此无病平衡点 E0 是全局渐近

稳定的。

注3 在证明免疫未激活平衡点 E1 的全局渐近稳定性之前，我们首先给出如下假设：

（H1） B= ( )B11 -B12

-B12 B22
为正定矩阵，其中

B11 = 1
Tm

(d1 + αI1 )+d1，B22 =d2 + αT1，2B12 =d2 +d1 + αT1 + α+ αIm，

Tm，Im 是 T ( t )，I ( t ) 的上界。

定理4 当 R1 < 1 < R0 且（H1）成立时，免疫未激活平衡点 E1 是全局渐近稳定的。

证明 定义 Lyapunov 函数U1 (T，I，V，Z )：

U1 = ( )T-T1 -T1 ln T
T1

+ ( )I- I1 - I1 ln I
I1

+ β1T1V1

kI1 ( )V-V1 -V1 ln V
V1

+ pβ1T1V1

ckI1
Z，

则

dU1

dt =-(T-T1 )2

T
(d1 + αI1 )+ pβ1T1

d3

λZ
d2d3RH

(RH- 1)-β1T1V1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

T1

T
+ IV1

I1V
+ TVI1

T1V1 I
- 3 -

β2T1 I1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

T1

T
+ T
T1

- 2 - α(T-T1 )( I- I1 )。
定义 Lyapunov 函数U2 (T，I，V，Z )：

U2 = 1
2 [(T-T1 )+( I- I1 ) ]2，

则

dU2

dt =[(T-T1 )+( I- I1 ) ] ( )dT
dt + dI

dt =

-d1 (T-T1 )2 -d1 (T-T1 )( I- I1 )-d2 (T-T1 )( I- I1 )-d2 ( I- I1 )2 -
αT1 (T-T1 )( I- I1 )-αT1 ( I- I1 )2 - αI (T-T1 )2 - αI (T-T1 )( I- I1 )。

定义 Lyapunov 函数U (T，I，V，Z )：
U (T，I，V，Z )=U1 (T，I，V，Z )+U2 (T，I，V，Z )，

则
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dU1

dt + dU2

dt =-(T-T1 )2

T
(d1 + αI1 )+ pβ1T1

d3

λz
d2d3RH

(RH- 1)-β1T1V1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

T1

T
+ IV1

I1V
+ TVI1

T1V1 I
- 3 -

β2T1 I1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

T1

T
+ T
T1

- 2 - α(T-T1 )( I- I1 )-d1 (T-T1 )2 -d1 (T-T1 )( I- I1 )-

d2 (T-T1 )( I- I1 )-d2 ( I- I1 )2 - αT1 (T-T1 )( I- I1 )-αT1 ( I- I1 )2 -
αI (T-T1 )2 - αI (T-T1 )( I- I1 )≤

-B11 (T-T1 )2 -B22 ( I- I1 )2 + 2B12| (T-T1 )( I- I1 ) |+ pβ1T1

d3

λz
d2d3RH

(RH- 1)-

β1T1V1
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

T1

T
+ IV1

I1V
+ TVI1

T1V1 I
- 3 - β2T1 I1

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

T1

T
+ T
T1

- 2 =

|T-T1 |，| I- I1 | )B( |T-T1 |，| I- I1 | )+
pβ1T1

d3

λz
d2d3RH

(RH- 1)-

(-β1T1V1 [T1T+ IV1 I1V+TVI1T1V1 I- 3 ]-β2T1 I1 [T1T+TT1 - 2 ]。
显然，当 RH < 1，即 R1 < 1（引理 2）且（H1）成立时，由几何-平均不等式，可得

dU
dt < 0 成立。 

当且仅当 (T，I，V，Z ) = (T1，I1，V1，Z1 ) 时，
dU
dt = 0 严格成立。由 LaSalle 不变集原理［21］知，当 R1 <

1 < R0 且（H1）成立时，免疫未激活平衡点 E1 是全局渐近稳定的。

4 数值模拟 

在本节中，分别给定初始值为 ic1 ≔( 70，2，1，200 )，ic2 ≔(50，5，5，300 ) 和 ic3 ≔( 30，10，2，500 )。绘

制未感染细胞（图 2（a）、图 3（a））、感染细胞（图 2（b）、图 3（b））、病毒粒子（图 2（c）、图 3（c））和 B

细胞（图 2（d）、图 3（d））在不同参数值情况下随时间的演化行为。

图2　模型（1）中R0 < 1时，三种不同初始条件 ic1、ic2和 ic3的四个变量的演化行为曲线

Fig. 2　The evolution curves of the four variables with three different initial conditions ic1, ic2 and ic3 in case of R0 < 1 in the 

model (1)
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数值算例 1 取参数值为 λ= 0.75， β1 = 0.01， β2 = 0.01， d1 = 0.01， d2 = 1，d3 = 6， d4 = 0.3， k= 1.9， 
p= 0.006，α= 0.01，c= 0.1。经过计算得 R0 = 0.987 5 < 1，此时系统（1）的解轨线如图 2 所示。无

病平衡点 E0 = ( 75，0，0，0 ) 是全局渐近稳定的，满足定理 3。
数值算例 2 取 参 数 值 为 λ= 1，β1 = 1.06，β2 = 1，d1 = 1，d2 = 1.2，d3 = 1，d4 = 1，k= 1，p=

0.006，α= 0.01，c= 1，经过计算得 R0 = 1.72 > 1 和 R1 = 0.56 < 1，同时 B是正定的，此时系统（1）的

解轨线如图 3 所示。免疫未激活平衡点 E1 = ( 0.583，0.346，0.346，0 ) 是全局渐近稳定的，满足定理

4。 特 别 地 ，取 初 始 值 ( 30，10，2，500 )，参 数 值 λ= 10，β1 = 0.01，β2 = 0.01，d1 = 0.01，d2 = 1，d3 =
6，d4 = 0.3，k= 2.9，p= 0.006，α= 0.001，c= 0.1。由图 4 可得，随着细胞凋亡率 α的增加，体液免疫

激活再生数 RH > 1 ⇒ RH < 1，系统平衡点从免疫激活平衡点转向免疫未激活平衡点。所以，细胞

凋亡率的增加对病毒感染的控制有积极作用。

图3　模型（1）中R0 > 1时，三种不同初始条件 ic1、ic2和 ic3的四个变量的演化行为曲线

Fig. 3　The evolution curves of the four variables with three different initial conditions ic1, ic2 and ic3 in case of R0 > 1 in the 

model (1)
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图4　模型（1）中免疫激活再生数与凋亡率的关系图

Fig. 4　The relationship between the basic reproduction number of humoral immune activation and the apoptosis rate in model (1)

α
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5 结论 

本文建立了一类具有体液免疫、细胞间传播和凋亡率的病毒感染动力学模型，并对模型的动

力学进行讨论。结果表明，R0 < 1 时，无病平衡点 E0 是全局渐近稳定的。R1 < 1 < R0 且（H1）成

立时，免疫未激活平衡点 E1 是全局渐近稳定的。由于模型同时考虑体液免疫、细胞间传播和感染

细胞诱导未感染细胞凋亡多种因素，增加了该病毒模型的耦合程度，因此对免疫激活平衡点的局

部和全局稳定性的讨论变得较为困难，仍然需要我们继续努力。此外，本文提出的具有体液免疫

和凋亡率的病毒模型分析具有非常重要的现实意义。主要体现为以下两个方面，一方面，病毒进

入人体后，会激活免疫系统，阻止病毒进一步感染。另一方面，HIV 基因表达产物可以产生有毒物

质，直接或间接诱导未感染的 CD4+T 细胞凋亡［17］，因此，凋亡率在病毒感染模型建模过程中是不

可忽视的。例如，本文研究发现体液免疫和凋亡率有助于控制病毒感染，降低病毒对人体的伤害。

另外，本文建立的模型及方法可类似地用于分析 HIV、HCV 等病毒感染动力学模型。
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