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摘 要：超图的规范化拉普拉斯张量在涉及超图模型的多类聚类问题中有着广泛的应用。本文证明了如果H是

rank（H）=m的连通一般超图，则H的邻接张量谱是对称的，当且仅当m是偶数且H是奇着色的。在此基础上，利用

一般超图的奇着色性，给出了一般超图的规范化拉普拉斯张量谱半径为2的刻画。
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Abstract: The normalized Laplacian tensor of hypergraphs has a wide range of applications in multi class clustering problems involv‐

ing hypergraph models. In this paper, we prove that if H is a connected general hypergraph with rank (H)=m, then the spectrum of 

the adjacency tensor of H is symmetric if and only if m is even and H is odd-colorable. Furthermore, we give a characterization of 

the general hypergraphs with the normalized Laplace spectral radius 2 in terms of the odd-colorability of general hypergraphs.
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0 引言 

1997 年，Chung［1］首次引入了普通图的规范化拉普拉斯矩阵及其谱的概念。此后，图的规范化

拉普拉斯谱得到了深入的研究，并被用于描述图的各种结构性质。例如，图的最小的规范化拉普

拉斯特征值是 0，而第二小的规范化拉普拉斯特征值大于 0 当且仅当图是连通的。同样，图的最大

规范化拉普拉斯特征值不超过 2，当且仅当连通图是二部图时，其最大规范化拉普拉斯特征值等于

2。对应于一致超图，Hu 等［2］在 2015 年将普通图的规范化拉普拉斯矩阵推广到一致超图的规范化

拉普拉斯张量。在同一篇论文中，他们还研究了一致超图的规范化拉普拉斯张量和规范化拉普拉

斯谱，得到了关于一致超图的规范化拉普拉斯谱的各种结果。2017 年，Shao 等［3］进一步研究了一
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致超图的规范化拉普拉斯谱的一些性质，完整地回答了文献［2］中的一个问题。学者们已经在研

究这些参数之间的关系方面做了很多工作。Banerjee 等［4］在研究一致超图谱的基础上，于 2017 年

定义了一般超图的邻接、拉普拉斯、无符号拉普拉斯和规范化拉普拉斯张量。在他们的文章中，讨

论了与一般超图相关的几种张量的各种谱性质。

给定一组对象，划分是为了某些目的将项目分为几个组。它是分析或解决科学、技术、人文、

医学和工程问题的有用工具。通过机器对非结构化数据进行划分是降低噪声、提取有意义信息和

选择关键组件的有效方法。聚类在许多领域都有广泛的应用，例如图像分割，生物信息学，对象识

别，数据挖掘，空间数据分析等。作为一类重要的分割聚类方法，谱聚类方法基于谱图理论对项目

进行聚类。它们在计算机视觉、VLSI（Very Large Scale Integration）设计等领域很受欢迎。

用于超图聚类的一种广泛使用的谱聚类算法是规范化超图切割方法。Chang 等［5］考虑了涉及超

图模型的多类聚类问题，研究了偶数均匀加权超图的规范化拉普拉斯张量。他们将基于拉普拉斯张

量的方法从双聚类推广到多类聚类，建立并分析了具有正交约束的张量优化模型，将超图聚类方法

应用于图像分割和运动分割问题。Duan 等［6］给出一般超图无符号拉普拉斯谱的一些性质，如无符

号拉普拉斯张量特征值的界和两个超图笛卡尔积的无符号拉普拉斯谱半径的关系，同时还获得了一

般超图的规范化拉普拉斯子张量最小特征值的界。Maurya 和 Ravindran［7］将最小比割和规范化割的

概念从图扩展到超图，并表明可以使用拉普拉斯张量的特征值分解来解决松弛优化问题。

基于上述研究拉普拉斯张量的应用背景，本文研究了一般超图的规范化拉普拉斯谱的一些性

质。首先，在第 1 节中介绍了一些必要的符号。然后，在第 2 节中，利用 Nikiforov 在文献［8］中引入

的奇可着色张量的概念和性质，我们首先得到如果 H是秩 rank(H ) = m的连通一般超图，那么 H
的邻接张量的谱是对称的，当且仅当 m是偶的且 H是奇着色的。此外，我们还利用张量的乘积给

出了规范化拉普拉斯张量N (H ) 的表达式（或等价定义）。利用这个表达式，结合非负（弱不可约）

张量 Perron-Frobenius 定理、张量乘积的性质以及张量的对角相似性，我们研究了一般超图的规范

化拉普拉斯谱，并根据一般超图的奇可色性得到规范化拉普拉斯谱半径为 2 的一般超图的刻画。

1 定义和符号 

一般超图 H是一个二元组 H= (V， E )，其中 V是元素的集合，E是 V的非空子集的集合。因

此，E是 P (V ) ∖{∅}的子集，其中 P (V ) 是 V的幂集。V的元素称为顶点，而 E的元素则称为边。

一般超图H的秩是H中边的最大基数，用 rank(H ) 表示。

复数域上一个 m阶 n维张量A是一个多维数组，即：A= ( ai1i2⋯im )， 1 ≤ i1，i2，⋯，im ≤ n。如果张

量A的项在其指标的任意排列下都是不变的，则称其为对称张量。特别地，当 m = 2 时，一个张量

就是一个矩阵。众所周知，矩阵理论是谱图理论中的一个重要工具。张量作为矩阵的一种推广，

自然在超图谱理论的发展中起着重要的作用。

与一致超图的邻接张量和规范化拉普拉斯张量的定义类似，Banerjee 等［4］给出了一般超图的邻

接张量和规范化拉普拉斯张量的定义。

定义 1［9］ 设 H= (V，E ) 是一个一般超图，其中 V={v1，v2，⋯，vn}，E= e1，e2，⋯，ek。设 H的秩

rank(H ) = m，H的邻接张量AH 为：

AH= (ai1i2⋯im)，1 ≤ i1，i2，⋯，im≤ n。

对于基数 s≤ m的所有边 e={vl1，vl2，⋯，vls}∈ E，

ai1i2⋯im= s
α( s )， 其中α( s )=∑ k1，⋯，ks≥ 1

k1 + ⋯ + ks=m

m！
k1！k2！⋯ks！

，

并且 i1，i2，⋯，im 以所有可能的方式从 L={l1，l2，⋯，ls}中选择，其中对于集合 L的每个元素至少选
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择一次。除此之外，张量的其他位置为零。

定义 2［9］ 设 H= (V，E ) 是 一 个 一 般 超 图 ，其 中 V={v1，v2，⋯，vn}， E= { e1，e2，⋯，ek }。 设

rank(H ) = m，规范化拉普拉斯张量N (H ) = ( li1i2⋯im ) 是一个 m阶 n维的对称张量，定义为：对于基

数 s≤ m的所有边 e={vl1，vl2，⋯，vls}∈ E，

lp1 p2⋯pm =- s
α∏ j= 1

m 1
d ( vpj )

m
 ， 其中α( s )=∑k1，⋯，ks≥ 1

∑ki=m

m！
k1！k2！⋯ks！

。
并且 p1，p2，⋯，pm 以所有可能的方式从 {l1，l2，⋯，ls}中选择，其中对于集合的每个元素至少选择一

次。N (H ) 的对角线元素为 1，其他位置为零。

设A是一个 m阶、n维的张量，对于向量 x= ( x1，x2，⋯，xn )T ∈ C n，则Axm- 1 是 C n 中的一个向

量，其第 i个分量定义为

(Axm- 1 )i= ∑
i2，⋯，im= 1

n

aii2⋯im xi2⋯xim，∀i∈ [n ]。
令 x[ ]m- 1  ≔( xm- 1

1 ，xm- 1
2 ，⋯，xm- 1

n )T ∈ C n。如果 Axm- 1 = λx[ ]m- 1 有一个解 x ∈ C n ∖{0}，则 λ称为

A的一个特征值，x是 λ对应的特征向量。特别地，如果 x ∈ Rn 是A的实特征向量，显然对应的特

征值 λ也是实数。在这种情况下，x称为一个 H-特征向量，λ是一个 H-特征值。更进一步，如果

x ∈ Rn
+，我们说 λ是A的H+-特征值。若 x ∈ Rn

++，则 λ是A的H++-特征值，则A的谱半径定义为

ρ(A )= max{| λ | | λ是A的特征值}。

设  x
m

= ( ∑i= 1
n xmi )

1
m。与 ρ(A ) 对应的且满足  x

m
= 1 的正特征向量 x称为张量 A 的 Perron

特征向量。

根据定义 1，一般超图H的邻接张量AH 总是一个非负张量。

定理1［9］ （一般超图的 Perron-Frobenius 定理）

（1）设H是一般超图，则 ρ(AH ) 是H的H+-特征值。

（2）如果H是连通的，则 ρ(AH ) 是H的唯一H++-特征值，且其唯一特征向量是 x ∈ Rn
++。

下面这个在文献［6］中定义的张量的乘积是矩阵乘积的推广。

设 A和 B分别为维数为 n和阶数为 m≥ 2 且 k≥ 1 的张量。乘积 AB是一个维数为 n，阶为

(m- 1)( k- 1)+ 1 的张量 C，其元素表示为：

cα1⋯αm- 1 =∑i2，⋯，im∈[ n2 ]aii2⋯imbi2α1⋯bimαm- 1， （1）

上式中 i ∈ [n ]，α1⋯αm- 1 ∈ [n ] k- 1
，且 biα 是 bii2⋯ik 的缩写，其中 α= i2⋯ik。

定理2［10］ 设A和 B是两个m阶 n维张量。假设存在 n阶的非奇异对角矩阵M，使得

B=M-( k- 1)AM，

则A和 B称为对角相似。

文献［10］的定理 2.1 对相似张量有如下的结果，因此对于对角相似张量也有类似结果如下。

引理1 设A和 B是两个m阶 n维的相似张量，那么A和 B有相同的谱。

在文献［11］中，非负张量的弱不可约性定义如下：

定义3［11］ 设A是一个m阶 n维非负张量。如果存在集合 [n ]的真子集 I，使得

ai1i2⋯im = 0（∀i1 ∈ I，且至少有一个 i2⋯im ∉ I），

则A称为弱可约。如果A不是弱可约的，则A称为弱不可约。

在文献［9］中证明了一般超图H是连通的，当且仅当其邻接张量AH 是弱不可约的。

以下结果是关于非负张量和非负弱不可约张量的著名的 Perron-Frobrnius 定理的一部分，将在

本文主要结果的证明中起关键作用。
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引理2 
（1）（文献［12］引理 5.5） 如果A是具有正特征向量的非负张量，则 ρ(A ) 是具有正特征向量的

A的唯一特征值。

（2）（文献［13］定理 3.6） 设A和 B是两个m阶 n维张量，满足 |B |≤A，且A弱不可约，则

（i） ρ(B ) ≤ ρ(A )，
（ii） 如果 ρ(A)eiθ 是 B的特征值，且存在一个非奇异对角矩阵 U，其所有对角项都具有绝对

值 1，则
B= eiθU-( k- 1)A U。

2 主要结果 

在本节中，我们首先证明 rank(H ) = m的一般超图 H是奇可着色的，当且仅当在 m≡ 2( mod4 )
的情况下 H是奇横贯的。然后证明了连通一般超图中邻接张量的奇可着色性与特征值之间的等

价性。最后，根据一般超图的奇可着色性，刻画了规范化拉普拉斯谱半径为 2 的一般超图。

2.1　奇着色和奇横贯　

对于张量（在文献［8］中称为 m-矩阵）和 m-一致超图的奇着色的定义在文献［14］引入。以类

似的方式，奇着色和一般超图的奇着色的定义如下。

定义4 设 m为偶的正整数且 m≥ 2。 rank(H ) = m且V (H ) = [n ]的一般超图称为奇着色，如

果存在一个映射 φ： [n ]→ [m ]使得对于H ( 2 ≤ s≤ m ) 的任意边{ j1，j2，⋯，js}，我们有

k1φ( j1 )+ k2φ( j2 )+ ⋯ + ksφ( js )≡m ∕ 2( mod m )，
其中 ki 为正整数，ki ≥ 1，i= 1，2，⋯，s，且 k1 + k2 + ⋯ + ks = m。

这样的函数 φ被称为H的奇着色。

下面的一般超图的奇横贯的定义是奇二部一致超图的自然推广。

定义5 集合 X⊂ [n ]的指示函数写作 IX，设AH 是 rank(H ) = m且V (H ) = [n ]的一般超图H的

邻接张量。如果 ai1i2⋯im ≠ 0，集合 X⊂ V (H ) 称为AH 的奇横贯，意味着

k1 IX ( i1 )+ k2 IX ( i2 )+ ⋯ + ks IX ( is )≡ 1( mod 2 )，
其中 ki 为正整数，ki ≥ 1，i= 1，2，⋯，s，且 k1 + k2 + ⋯ + ks = m。

具有奇横贯的张量AH 称为奇横贯张量。

因此，我们说一个一般超图是奇横贯超图，如果它的邻接张量有奇横贯；也就是说，一般超图

的奇横贯是每条边与奇数个顶点相交的顶点集。在下面的引理中，我们证明了如果 m是偶的正整

数，那么具有奇横贯的一般超图总是意味着它是奇着色的。

引理 3 设 m是偶的正整数，AH 为 rank(H ) = m且 V (H ) = [n ]的一般超图 H的邻接张量。如

果H有一个奇横贯，那么AH 是奇着色的。

证明 设 X是 H的一个奇横贯。对于每一个 i ∈ [n ]，令 φ (i) ≔(m ∕ 2 ) IX ( i )。如果 ai1i2⋯im ≠ 0，
即：{i1，i2，⋯，is}∈ E (H )( 2 ≤ s≤ m )，那么

k1 IX ( i1 )+ k2 IX ( i2 )+ ⋯ + ks IX ( is )≡ 1( mod 2 )，
其中 ki 为正整数，ki ≥ 1，i= 1，2，⋯，s，且 k1 + k2 + ⋯ + ks = m。从而有，

k1φ (i1)+ ⋯ + ksφ (is)=(m ∕ 2 ) k1 IX ( i1 )+ ⋯ +(m ∕ 2 ) ks IX ( is )≡(m ∕ 2 )( mod m )。
因此，φ( i ) 是AH 的奇着色，因此AH 是奇着色的。证毕。

由上述证明可以表明，如果 m≡ 2( mod 4 )，则引理 3 可以被反转，即 m≡ 2( mod 4 ) 时，“具有奇

横贯”和“奇着色”是一般超图的等价性质。

引理 4 设 m≡ 2( mod 4 )。一个 rank(H ) = m且 V (H ) = [n ]的一般超图 H是奇着色的当且仅
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当它有一个奇横贯。

证明 令 m= 4k+ 2。令AH 为 rank(H ) = m且 V (H ) = [n ]的一般超图 H的邻接张量。根据

引理 3，只需证明如果AH 是奇着色的，则它有一个奇横贯。设 φ ：[n ]→ [4k+ 2]为AH 的一个奇着

色。记 X为所有 i ∈ [n ]且使得 φ( i ) 为奇数的集合。接下来，我们要证明 X是AH 的一个奇横贯。

实际上，如果{i1，i2，⋯，is}∈ E (H )( 2 ≤ s≤ m )，则
k1φ( i1 )+ ⋯ + ksφ( is )≡ 2k+ 1 mod ( 4k+ 2 )。

因此，在 k1φ (i1)，⋯，ksφ( is ) 这些数中，奇数的个数为奇数，这意味着

k1 IX ( i1 )+ ⋯ + ks IX ( is )≡ 1( mod 2 )，
所以 X是AH 的奇横贯。证毕。

根据引理 3 和引理 4，我们很容易得到以下结果。

定理3 设  m为偶的正整数，则 rank(H ) = m的奇横贯一般超图 H总是奇着色的。更进一步，

当m≡ 2( mod 4 ) 时，一个 rank(H ) = m的一般超图H是奇着色的当且仅当H是奇横贯的。

2.2　奇着色和特征值　

下面的引理给出了连通一般超图中邻接张量谱对称的充分条件。

引理 5 设 H是一个 rank(H ) = m且 V (H ) = [n ]的连通一般超图，AH 是 H的邻接张量。如果

H是奇着色的，m是偶数且m≥ 2，则 AH 的谱是对称的。

证明 设AH是m阶 n维张量，其中 φ ：[n ]→ [m ]是 AH 的一个奇着色，即：

如果{ j1，j2，⋯，js}∈ E (H )( 2 ≤ s≤ m )，则
k1φ( j1 )+ ⋯ + ksφ( js )≡m ∕ 2( mod m )，

其中 ki 为正整数，ki ≥ 1，i= 1，2，⋯，s，且 k1 + k2 + ⋯ + ks = m。

注意，由文献［6］中的结论表明，如果 ( z1，⋯，zn ) 是一个具有非零分量的向量，张量 B 定义为

bji，⋯，jm = z-m
j1 aji，⋯，jm zj1，⋯，jm，( j1，⋯，jm )∈ [n ]m，

那么A和 B有相同的谱。

设对于每个 k ∈ [n ]，zk = e2φ( k ) πi ∕ m。我们有

bj1，⋯，jm = z-m
j1 aj1，⋯，jm zj1⋯zjm=

e-2φ( j1 ) πiaj1，⋯，jme2φ ( )j1 πi m+ ⋯ + 2φ( js ) πi ∕m+ 2φ( js+ 1 ) πi ∕m+ ⋯ + 2φ( jm ) πi ∕m=

e-2φ( j1 ) πiaji，⋯，jme[ φ( j1 )+ ⋯ +φ( js )+φ( js+ 1 )+ ⋯ +φ( jm ) ]
2πi
m。

通过一般超图的奇着色定义和一般超图的邻接张量的对称性，我们发现

bj1，⋯，jm = e-2φ( j1 ) πiaj1，⋯，jme[ k1φ( j1 )+ ⋯ + ksφ( js ) ]
2πi
m=

e-2φ( j1 ) πie( km+ m
2 )

2πi
m

aj1，⋯，jm=e-2φ( j1 ) πie( 2k+ 1)πiaj1，⋯，jm=-aj1，⋯，jm，

则 bj1，⋯，jm =-aj1，⋯，jm ⇒ B=-A。因此，AH 的谱是对称的。证毕。

回顾文献［13］中，Yang 等给出了关于弱不可约非负张量的一些结果，即：一个以上特征值的模

等于谱半径。对于对称张量，他们的定理 3.9，3.10 和 3.11 表明了下面的结果。

定理4 设AH 为 rank(H ) = m且 V (H ) = [n ]的连通一般超图 H的邻接张量。如果 ρ(AH )eiθ 是

AH 的一个特征值，则存在一个函数 φ ：[n ]→ [m ]，使得对于任意边{ j1，j2，⋯，js}∈ E (H )( 2 ≤ s≤m )，
我们有

e2k1φ( j1 ) πi ∕m⋯e2ksφ( js ) πi ∕m= eiθe2φ( j1 ) πi = ⋯ = e2φ( js ) πi。

定理5 设AH 为 rank(H ) = m且 V (H ) = [n ]的连通一般超图 H的邻接张量。如果-ρ(AH ) 是
AH 的一个特征值，则m是偶数且AH 是奇着色的。

证明 设AH 是一个 m阶 n维张量，根据定理 3，我们可知存在一个函数 φ： [n ]→ [m ]，使得如果
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{ j1，j2，⋯，js}∈ E (H )( 2 ≤ s≤ m )，则
e2k1φ( j1 ) πi ∕m⋯e2ksφ( js ) πi ∕m= eiθe2φ( j1 ) πi。

两边取m次幂，我们得到

(k1φ ( j1)+ ⋯ + ksφ ( js) ) 2π ≡mπ( mod 2mπ )。
从而得知，m是偶数，且

k1φ( j1 )+ ⋯ + ksφ( js )≡m ∕ 2( mod m )。
因此，φ是AH 的一个奇着色。从而，AH 是奇着色的。证毕。

根据引理 4 和引理 5，很容易得到以下结果。

定理 6 如果 H是一个 rank(H ) = m且 V (H ) = [n ]的连通一般超图，AH 是 H的邻接张量，则

AH 的谱是对称的当且仅当m是偶数且H是奇可着色的。

2.3　奇着色和规范化拉普拉斯谱张量　

设A和 B是两个 m阶 n维张量，P，Q为两个 n阶的矩阵。在文献［10］中，张量和矩阵的乘积定

义如下：

( PAQ )i1⋯im =∑j1，⋯，jm= 1
n pi1 j1aj1⋯jmqj2i2⋯qjmim。 （2）

此外，分配律成立，即：

P (A+B )Q=PAQ+PBQ。 （3）
定理7 设H是 rank(H ) = m且V (H ) = [n ]的一般超图（没有孤立顶点），AH 是H的邻接张量，

DH 是 H的度对角张量。设 LH =DH -AH 和QH =DH +AH 分别是 H的拉普拉斯张量和无符号

拉普拉斯张量。令 D0 = diag(d1，⋯，dn ) 为 H的度对角矩阵，其中 di = d ( vi ) 为 H的顶点 vi 的度数，

则有：

（i）D- 1
m0 DHD

- 1
m0 = I是单位张量，

（ii）D- 1
m0 LHD

- 1
m0 = I- D

- 1
m0 AHD

- 1
m0 ，

（iii）D- 1
m0 QHD

- 1
m0 = I+ D

- 1
m0 AHD

- 1
m0 。

证明 （i）利用张量乘积的公式（2），我们有

(D- 1
m0 DHD

- 1
m0 )i1⋯im=

∑j1，⋯，jm= 1
n (D- 1

m0 )i1 j1dj1⋯jm (D- 1
m0 )j2i2⋯(D- 1

m0 )jmim=

d- 1
m

i1 di1⋯imd
- 1
m

i2 ⋯d- 1
m

im =ì
í
î

1 如果 i1 = i2 = ⋯ = im
0 其他情况

。

因此，我们有D
- 1
m0 DHD

- 1
m0 = I。

（ii）通过（i）和分配律公式（3），我们有

D
- 1
m0 LHD

- 1
m0 =D

- 1
m0 DHD

- 1
m0 -D

- 1
m0 AHD

- 1
m0 =I-D

- 1
m0 AHD

- 1
m0 。

（iii）类似地，我们有

D
- 1
m0 QHD

- 1
m0 =D

- 1
m0 DHD

- 1
m0 +D

- 1
m0 AHD

- 1
m0 =I+D

- 1
m0 AHD

- 1
m0 。

注意到，通过（ii）和公式（2），我们得到

(D- 1
m0 LHD

- 1
m0 )i1i2⋯im =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

- s
α∏ j= 1

m 1
d ( vij )

m
如果{ }i1，i2，⋯，im ∈ E (H )；

0 其他情况。
证毕。
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因此，我们可以给出一般超图H规范化拉普拉斯张量N (H ) 的等价定义，即：

N(H )=D
- 1
m0 LHD- 1

m0 。

这与 Chung 在文献［1］中给出的普通图的规范化拉普拉斯矩阵的定义形式一致。通过N (H ) 的这

个表达式，可以更方便地利用张量乘积的性质和张量的对角相似性来研究一般超图的规范化拉普

拉斯谱。

在文献［4］中，对 rank(H ) = m的一般超图H的规范化邻接张量 D
- 1
m0 AHD

- 1
m0 有如下结果，即：H

的规范化邻接张量D
- 1
m0 AHD

- 1
m0 的特征值分布范围是半径为 1 的圆盘。

引理6［9］ 设H是一个 rank(H ) = m的一般超图（无孤立顶点），AH 是H的邻接张量，则H的规

范化邻接张量D
- 1
m0 AHD

- 1
m0 的谱半径为 ρ(D- 1

m0 AHD
- 1
m0 ) = 1。

下面的定理根据一般超图的奇着色性给出了具有规范化拉普拉斯谱半径 2 的一般超图。

定理 8 设 H 是 一 个 rank(H ) = m 的 一 般 超 图（无 孤 立 顶 点），其 符 号 如 定 理 7 所 示 。 令

N (H ) = D
- 1
k0 LHD

- 1
k0 为H的规范化拉普拉斯张量。那么我们有：

（1）ρ(N (H ) ) ≤ 2，ρ(N (H ) ) = 2 当且仅当 2 是N (H ) 的特征值，

（2）2 是N (H ) 的特征值（即：ρ(N (H ) ) = 2）当且仅当m是偶数且H的连通分量中至少有一个

是奇着色的。

证明 （1）由定理 5，我们得到规范化拉普拉斯张量与规范化邻接张量之间的关系：

N (H )=D
-1
k0 LHD

-1
k0 =I-D

-1
k0 AHD

-1
k0 。

因此，对于规范化拉普拉斯张量N (H ) 的任意特征值 λ，存在一个规范化邻接张量的特征值 μ，使

得 λ= 1 - μ。

根据引理 6，我们也知道规范化邻接张量的谱半径是 1。因此我们有 | μ |≤ 1。所以我们有

| λ |= |1 -μ |≤ 1 + | μ |≤ 2。
因此我们得到 ρ(N (H ) ) ≤ 2。

通过以上论证，我们有

| λ |= 2 ⇔μ=-1。
因此，ρ(NH ) = 2 ⇔ -1 是规范化邻接张量的特征值，⇔ 2 是 NH 的特征值。证毕。

（2）充分性。如果 m是偶数，并且 H的某个连通分量（比如 H1）是奇着色的。然后由定理 6 可

知，H1 的邻接张量AH1 的谱是对称的。因此，弱不可约非负张量的 Perron-Frobrnius 定理（见引理 2
中的（2）），存在复对角矩阵U= diag( u1，⋯，un )，其中 | uj |= 1 对于 j= 1，⋯，n，使得

AH1 =-U-( k- 1)AH1U。

设 (D0 )H1 是 H1 的度对角矩阵，则 H1 的规范化邻接张量为N (AH1 ) = (D0 )- 1
k

H1 AH1 (D0 )- 1
k

H1 。因此，

通过上面的关系和对角矩阵的交换性，我们得到

N (AH1 )=-U-( k- 1) (N (AH1 ) )U。

由此可知，H1 的规范化邻接张量N (AH1 ) 的谱也是对称的（N (AH1 ) 和-N (AH1 ) 对角相似）。

根据引理 6，我们知道H1 的规范化邻接张量的谱半径为 1，因此-1 是H1 的规范化邻接张量的

特征值。则-1 也是H的规范化邻接张量的特征值，即 2 是N (H ) 的特征值。

必要性。如果 2 是N (H ) 的特征值，则-1 是 H的规范化邻接张量的特征值。此外，-1 也是

H的某个连通分量（如H1）的规范化邻接张量N (AH1 ) 的特征值。因此，根据弱不可约非负张量的

Perron-Frobenius 定理（见引理 2 中的（2）），存在复对角矩阵 U= diag( u1，⋯，un )，其中 | uj |= 1 对于
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j= 1，⋯，n，使得

N (AH1 )=-U-( k- 1) (N (AH1 ) )U。

由此我们得到

AH1 =-U-( k- 1)AH1U。

因此，H1 的邻接张量AH1 的谱也是对称的，由此通过定理 6，我们知道m是偶数，H1 是奇着色的。
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