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摘 要：如何构建知识结构是知识空间理论研究的热点。α-变精度模型有效融合析取和合取两种模型构建知识结

构。本文基于 α-变精度模型提出了三种 γ-变精度模型，探讨了其构建知识结构的性质，并研究了四种变精度模型

之间的联系；其次，本文通过研究矩阵乘法与技能包含度的关系，提出了基于变精度模型的矩阵方法来构建知识结

构，并设计了相应算法；最后，选取七个数据集进行实验，对比了本文算法与变精度模型现有算法在构建知识结构

上的性能，实验结果显示，本文算法明显减少了运行时间，特别在处理较大数据集时更为明显。
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Abstract: The construction of knowledge structures is a focal point in the knowledge space theory. The α-variable precision model ef‐

fectively integrates the disjunctive and conjunctive models to construct knowledge structure. This paper proposes three types of γ-

variable precision models based on the α-variable precision model, explores the properties of the knowledge structures they con‐

struct, and investigates the relationships among the four types of variable precision models. Furthermore, we develop a matrix meth‐

od based on variable precision models to construct knowledge structures by studying the relationship between matrix multiplication 

and skill inclusion degree and design a corresponding algorithm. Finally, seven datasets are selected for experimentation to compare 

the performance of the algorithm in this paper with existing algorithms of variable precision models in constructing knowledge struc‐

tures. The experimental results show that our algorithm significantly reduces the running time. This advantage is particularly evident 

when dealing with larger datasets.
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0 引言 

知识空间理论（Knowledge Space Theory，KST）作为数学心理学的一种新范式由 Doignon 和 Fal⁃
magne 于 1985 年提出［1-3］。该理论的最初目的是建立一个有效的知识评估机制。目前，该理论为知

识评估提供了严格的数学基础，并被成功应用于辅助学习和自适应测试等领域［4-6］。自 1985 年以

来，除了 Doignon 和 Falmagne 之外，其他研究人员也对 KST 进行了扩展研究［7-10］，更多关于 KST 的

发展和研究的问题，李金海等［11］做了详尽的综述研究。

如何构建知识结构是 KST 的核心内容。目前有专家问询［12］、数据驱动［13-14］、技能映射［15］等构

建知识结构的方法。围绕这一问题，许多学者结合其他学科方法来构建知识结构。通过形式概念

分析理论与 KST 相结合，Rusch 和 Wille［16］提出了利用形式背景构建知识结构的方法。李进金

等［17］基于知识基，提出了形式背景构建知识结构的新方法，进一步丰富了形式概念分析与 KST 的

联系。姚一豫等［18］利用粗糙集理论中的近似思想构建知识结构。周银凤等基于技能映射与技能

背景的对应关系，从析取模型和合取模型两方面，讨论知识结构的构建问题［19-20］。但这些方法仅

能获得个体可能的知识状态，无法对个体掌握的知识情况进行评价。

一些学者将 KST 推广到了基于能力的知识空间理论（Competence based KST， Cb-KST）［21-24］。

技能是解决问题的基本要素，一般来说，在回答了几个问题之后，学生的知识状态就会从他们回答

这些问题的能力中显现出来，于是可以通过分析问题和技能之间的相关性来构建知识结构。Doi⁃
gnon［15］于 1994 年提出了技能映射的析取模型和合取模型来构建知识结构。析取模型表示若个体

掌握了与问题相关的一个技能或方法就能解决该问题；合取模型表示个体必须掌握与问题相关的

所有技能或方法才能解决该问题。故析取与合取模型的要求过于极端。

假设学生学习了解一元二次方程的三种方法，即配方法、公式法、因式分解法。表 1 是针对解

一元二次方程的题目及对应的解题方法。

a 题：其他两种方法也能解答该题，但配方法是解决该题的合理方法；

b 题：因式分解法不能解答，且各项系数较大，用配方法导致计算量增大，公式法更为合理；

c 题：因式分解法不能解答，其他两种方法解决都是合理的；

d 题：三种方法解答都是合理的。

教学活动中可将学生学习解一元二次方程的过程分为三个阶段：

阶段一：学生刚学完解一元二次方程的三种方法，学生按照要求正确解答各题则认为学生达

到教学要求；

阶段二：经过一段时间的练习后，教师对于 c、d 两题的要求会提高（用两种方法解答题目）；

阶段三：在期末复习时教师对 c 题要求两种方法解答，b 题要求三种方法解答。

通过示例，学生对知识的学习分为多个阶段，随着对知识认知的不断深入，每一阶段的知识结

构可能发生变化。个体解决问题只需掌握与问题相关的部分技能或方法，于是杨桃丽等［25-26］提出

建立 α-变精度模型来构建知识结构。然而，若模型的阈值或配置发生变化，仅通过 α-变精度模型

无法判断构建的知识结构是否发生变化，这使得模型发生变化时，构建知识结构的效果是否与 α-
变精度模型相同无从而知。因此，需对模型做进一步探究。

表1　一元二次方程与相应解法

Table 1　Quadratic equation of one variable and its solution methods

题号

a
b
c
d

题目

x2 + 2x + 1 = 0
13x2 + 16x - 19 = 0

4x2 - 7x - 2 = 0
2x2 + 5x + 3 = 0

解题方法

配方法

公式法

配方法，公式法

配方法，公式法，因式分解法
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因此，本文基于 α-变精度模型提出了三种 γ-变精度模型来构建知识结构。文章主要结构如

下：第 1 节主要回顾 KST 的一些基本概念；第 2 节提出了三种 γ-变精度模型构建知识结构，并研究

了三种 γ-变精度模型构建知识结构的相关性质以及四种变精度模型之间的联系； 第 3 节提出了变

精度模型构建知识结构的矩阵方法并设计了相应算法；第 4 节从 UCI 数据库中选取了七个数据集

进行实验，并验证了本文所提算法的有效性；第 5 节对本文的结果以及未来的研究方向进行总结

与展望。

1 预备知识 

知 识 状 态 是 KST 的 基 本 概 念 ，个 体 在 理 想 条 件 下 能 正 确 回 答 问 题 集 Q 中 的 问 题 全 体

K ( K ⊆ Q ) 称为知识状态（Knowledge State）。

定义1［1］ 设 Q 为有限非空问题集，K 是由知识状态 K ( K ⊆ Q ) 构成的集族，且 K 中至少包含 ∅
和 Q，则 ( Q，K ) 为知识结构。

设 ( Q，K ) 是 一 个 知 识 结 构 ，若 ∀Ki，Kj ∈ K，都 有 Ki ∪ Kj ∈ K，称 ( Q，K ) 为 知 识 空 间 ；若

∀Ki，Kj∈ K 都有 Ki ∩ Kj ∈ K，称 ( Q，K ) 为简单闭包空间。若 ( Q，K ) 既是知识空间又是简单闭包空

间，则称 ( Q，K ) 为拟序空间。

定义2［1］ 设 Q，S 分别为非空有限的问题集和非空有限的技能集，τ 是从 Q 到 2S\ { ∅ } 的映射，

则称三元组 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射。

设三元组 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，其中 T ⊆ S，则称 K ={ }q ∈ Q|τ (q) ∩ T ≠ ∅ 是由 T 通过析

取模型诱导的知识状态；K ={ }q ∈ Q|τ (q) ⊆ T 是由 T 通过合取模型诱导的知识状态。由同一技能

映射分别通过析取和合取模型诱导的知识空间和简单闭包空间是对偶的［15］。

定义3［26］ 设三元组 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，∀q ∈ Q，T ⊆ S，称

D (T/τ ( q ) )= |T ∩ τ ( q )|
|τ ( q )|

为 q 关于 T 的技能包含度。将 D (T/τ (q) )简记为 τ T
q 。

注 将 D ( τq ) = { τ T
q |T ⊆ S } 称为关于问题 q 的技能包含度集，D ( τ ) = { τ T

q |q ∈ Q，T ⊆ S } 为技能映射 τ 的技能包含

度集。文献［26］中对技能包含度的讨论如下。

由 Q，S 都为非空有限集，则 τ 的技能包含度集记为 D (τ ) ={β1，⋯，βi，βi + 1，⋯，βn}，其中 0 =
β1 < ⋯ < βi < βi + 1 < ⋯ < βn = 1，有以下性质：

（1） 对 q ∈ Q，T ⊆ S，τ T
q = ∑

s ∈ T

τ { s }
q ；

（2） 对 q ∈ Q，T ⊆ S，τ T
q + τ S\T

q = 1；
（3） βi + βn - i + 1 = 1。
例1 设三元组 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，其中 Q = { q1，q2，q3 }，S = { s1，s2，s3，s4 }，τ 为 Q 到 2S\ { ∅ }

的技能映射，τ (q1) = { s2，s3 }，τ (q2) = { s3，s4 }，τ (q3) ={ s1，s2，s3 }，通过计算得到 q 关于 T 的技能包含度 τ T
q

如表 2，其中 T 为技能集，Q 为问题集，τ T
q 为问题 q 关于技能集 T 的技能包含度（T 简写，如 T = { s1，s4 }记

为 s1 s4）。由表 2，可得D ( τq1 ) = D ( τq2 ) ={ }0，1
2，1 ，D ( τq3 )={ }0，1

3，
2
3，1 ，则D (τ ) ={ }0，1

3，
1
2，

2
3，1 。

2 γ-变精度模型与知识结构 

基于文献［26］的 α-变精度模型本节提出了三种 γ-变精度模型；并研究三种 γ-变精度模型构建

知识结构的性质，进一步讨论三种 γ-变精度模型以及 α-变精度模型所构建知识结构之间的联系。
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设三元组 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，Q 与 S 分别为非空有限的问题集和技能集，对 q ∈ Q，

T ⊆ S，τ T
q 为 q 关于 T 的技能包含度。对 α ∈ ](0，1 ，

K α
T ={ }q ∈ Q|τ T

q ≥ α

表示 T 通过 α-变精度模型诱导的知识状态。记技能映射 τ 通过 α-变精度模型构建的知识结构为

Kα = { }K α
T|T ⊆ S 。

从模型的角度出发，α-变精度模型在区间 ( 0，1 ] 取值，若 α = 0，则 ∀T ∈ S，都有 K 0
T = Q，表明

该模型此时无法构建知识结构。那么阈值的取值范围为 [ 0，1) 或 ( 0，1) 时，构建的知识结构是否会

受到影响？下面将研究模型的建立及其性质。

定 义 4 设 三 元 组 ( Q，S，τ ) 为 技 能 映 射 ，τ 为 Q 到 2S\ { ∅ } 的 技 能 映 射 ，对 q ∈ Q，

T ⊆ S，γ1 ∈ )[0，1 ，

Lγ1
T ={ }q ∈ Q|τ T

q > γ1

表示 T 通过 γ1-变精度模型诱导的知识状态。

定义5 设三元组 ( Q，S，τ )为技能映射，τ 为 Q 到 2S\ { ∅ }的技能映射，对 q ∈ Q，T ⊆ S，γ2 ∈ ( 0，1)，
H γ2

T ={ }q ∈ Q|τ T
q > γ2

表示 T 通过 γ2-变精度模型诱导的知识状态。

定义6 设三元组 ( Q，S，τ )为技能映射，τ 为 Q 到 2S\ { ∅ }的技能映射，对 q ∈ Q，T ⊆ S，γ3 ∈ ( 0，1)，
G γ3

T ={ }q ∈ Q|τ T
q ≥ γ3

表示 T 通过 γ3-型变精度模型诱导的知识状态。

上述阈值在 [ 0，1) 和 ( 0，1) 区间取值的三种变精度模型。 γ1-变精度模型，若 γ1 能取 1，则

∀T ⊆ S， L1
T = ∅，其不能构建知识结构；而阈值在 ( 0，1) 区间上取值时，上面定义的 γ2-变精度模型

与 γ1-变精度模型的不同在于阈值是否取 0，γ3-变精度模型与 α-变精度模型的区别是阈值是否取

1。接下来，我们将研究基于上述定义的三种模型在构建知识结构时展现出的相关性质。阈值在

区间 [ 0，1 ] 取值，无法定义一个模型，使得取区间端点时，都能构建一个知识结构。

定理 1 设三元组 ( Q，S，τ ) 为技能映射，τ 为 Q 到 2S\ { ∅ } 的技能映射，则 Lγ1 ={Lγ1
T |T ⊆ S}，

Hγ2 ={H γ2
T |T ⊆ S}与 Gγ3 ={G γ3

T |T ⊆ S}均为知识结构。

证明 由已知，∀q ∈ Q，当 T = ∅ 时，有 τ ∅
q = 0，则 Lγ1

∅ = H γ2
∅ = G γ3

∅ = ∅；当 T = S 时，τ S
q = 1，

表2　例1的技能包含度

Table 2　Inclusion degrees of skill in example 1

T\τ T
q \Q

∅

s2

s4

s1 s3

s2 s3

s3 s4

s1 s2 s4

s2 s3 s4

q1

0

1
2

0

1
2

1

2
3
1
2

1

q2

0

0

1
2
1
2
1
2

1

1
2

1

q3

0

1
3

0

2
3
2
3
1
3
2
3
2
3

T\τ T
q \Q

s1

s3

s1 s2

s1 s4

s2 s4

s1 s2 s3

s1 s3 s4

s1 s2 s3 s4

q1

0

1
2
1
2

0

1
2

1

1
2

1

q2

0

1
2

0

1
2
1
2
1
2

1

1

q3

1
3
1
3
2
3
1
3
1
3

1

2
3

1
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Lγ1
S = H γ2

S = G γ3
S = Q。故 Lγ1，Hγ2，Gγ3 均为知识结构。

定理2 设三元组 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，τ 为 Q 到 2S\ { ∅ } 的技能映射，D ( τ ) 为技能包含度

集。当 γ1 ∈ [ βi，βi + 1 )(1 ≤ i ≤ n - 1) 时，则有 Lγ1 = Lβi。

证明 由 γ1 ∈ [ βi，βi + 1 )，∀T ⊆ S，有 Lβi
T ⊆Lγ1

T ={q ∈ Q|τ T
q > γ1}，因 βi 与 βi + 1 之间无其他技能包含

度值，则 Lγ1
T ={q ∈ Q|τ T

q > βi}= Lβi
T，证得 Lγ1 = Lβi。

定理3 设三元组 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，τ 为 Q 到 2S\ { ∅ } 的技能映射，D ( τ ) 为技能包含度

集。当 γ2 ∈ [ βi，βi + 1 )( 2 ≤ i ≤ n - 1) 时，则有 Hγ2 = Hβi。

定理4 设三元组 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，τ 为 Q 到 2S\ { ∅ } 的技能映射，D ( τ ) 为技能包含度

集。当 γ3 ∈ ( βi，βi + 1 ](1 ≤ i ≤ n - 2 ) 时，则有 Gγ3 = Gβi + 1。

定理 3 与定理 4 的证明与定理 2 证明类似。定理 3 和定理 4 中，未将 γ2，γ3 分别在区间 ( β1，β2 ) 与
( βn - 1，βn ) 一并考虑在内，是因为两阈值取值范围的特殊性。由上述结论易知 ∀γ2 ∈ ( β1，β2 )，由 γ2-

变精度模型构建的知识结构是相同的，记为 Hγ1
2； 同样的 ∀γ3 ∈ ( βn - 1，βn )，由 γ3-变精度模型构建的

知识结构也是相同的，记为 Gγn
3。

设三元组 ( Q，S，τ ) 为技能映射，D (τ ) 为技能包含度集，则技能映射 τ 可通过 γj-变精度模型诱

导 n - 1 个知识结构 ( j = 1，2，3 )。上述探讨了模型构建知识结构的性质，下面将研究不同模型在

构建知识结构方面的相互关系。

定理 5 设三元组 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，τ 为 Q 到 2S\{∅}的技能映射，D (τ )为技能包含度

集。则有 Kβi + 1 = Lβi (1 ≤ i ≤ n - 1)。
证明 ∀q ∈ Q，T ⊆ S，由文献［26］则有 K βi + 1

T  ={q ∈ Q|τ T
q ≥ βi + 1}，K βi + 1

T ∈ Kβi + 1；因 βi 与 βi + 1 之间

没有其他技能包含度值，则 K βi + 1
T ={q ∈ Q|τ T

q > βi}，而 Lβi
T ={q ∈ Q|τ T

q > βi}，由定理 2 得 Lβi
T ∈ Lβi。故

Kβi + 1 = Lβi。

例2 （续例 1） 技能映射 τ 通过 α-变精度模型与 γ1-变精度模型构建的知识结构如下：

K 1
3 ={∅，{q2}，{q3}，{q1，q3}，{q2，q3}，Q}= L0，

K 1
2 ={∅，{q1}，{q2}，{q1，q2}，{q1，q3}，Q}= L1

3，

K 2
3 ={∅，{q2}，{q3}，{q1，q3}，{q2，q3}，Q}= L1

2，

K1 ={∅，{q1}，{q2}，{q1，q2}，{q1，q3}，Q}= L2
3。

通过上例可知，τ 通过 α-变精度模型与 γ1-变精度模型构建知识结构总有对应相同，那么四种

变精度模型构建的知识结构是否存在某种对应关系？
注 α-变精度模型和 γj-变精度模型构建的知识结构族分别记为 ( j = 1，2，3 )

ℜα ={Kα|α ∈( 0，1 ]}，ℜγ1 ={Lγ1|γ1 ∈[ 0，1)}，ℜγ2 ={Hγ2|γ2 ∈( 0，1)}，ℜγ3 ={Gγ3|γ3 ∈( 0，1)}。
由定理 2、定理 3、定理 4，ℜα，ℜγ1，ℜγ2，ℜγ3 可分别记作

ℜα ={Kβ2，⋯，Kβi + 1，⋯，Kβn}，
ℜγ1 ={Lβ1，⋯，Lβi，⋯，Lβn - 1}，

ℜγ2 ={Hγ1
2，Hβ2，⋯，Hβi，⋯，Hβn - 1}，

ℜγ3 ={Gβ2，⋯，Gβi，⋯，Gβn - 1，Gγn
3}，

其中 γ1
2 ∈ ( β1，β2 )、γn

3 ∈ ( βn - 1，βn )。
定理 6 设三元组 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，τ 为 Q 到 2S\{∅}的技能映射，ℜα，ℜγ1，ℜγ2，ℜγ3 分别

为技能映射通过 α-变精度模型和 γj-变精度模型 ( j = 1，2，3 ) 构建的知识结构族，则有 ℜα = ℜγ1 =
ℜγ2 = ℜγ3。
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证明 （1）由定理 5，显然有 ℜα = ℜγ1；

（2）根据定义 4、定义 5 及定理 3，要证明 ℜγ1 = ℜγ2，仅证明 Lβ1 = Hγ1
2 即可，∀T ⊆ S，有 H γ1

2
T =

{ }q ∈ Q|τ T
q > γ1

2 ，因为 β1 与 β2 之间没有其他技能包含度值，则 H γ1
2

T 可改写为 { }q ∈ Q|τ T
q > β1 ，而 Lβ1

T =
{ }q ∈ Q|τ T

q > β1 ，则有 H γ1
2

T = Lβ1
T ，故 Lβ1 = Hγ1

2，证得 ℜγ1 = ℜγ2；

（3）再由定义 6 与定理 4，要证明 ℜα = ℜγ3，仅证明Kβn = Gγn
3 即可，∀T ⊆ S，有 Gγn

3 ={ }q ∈ Q|τ T
q ≥ γn

3 ，

因为 βn - 1 与 βn 之间无其他技能包含度值，则 Gγn
3 可改写为{ }q ∈ Q|τ T

q ≥ βn ，然而 K βn
T ={ }q ∈ Q|τ T

q ≥ βn ，

进而有 Gγn
3 = K βn

T ，故 Kβn = Gγn
3，从而 ℜα = ℜγ3；

证得 ℜα = ℜγ1 = ℜγ2 = ℜγ3。

由定理 6 知，本节提出的三种变精度模型以及已有的 α-变精度模型在同一技能映射下构建知

识结构族的效果相同，但不同模型构建相同知识结构时，阈值条件存在差异。

定理7［26］ 设三元组 (Q，S，τ )是一个技能映射，D (τ )是 τ 的技能包含度集。则有

（1） 当 α ∈ ( β1，β2 ] 时，技能映射 τ 通过 α-变精度模型诱导的知识结构 Kα 是一个知识空间；

（2） 当 α ∈ ( βn - 1，βn ]时，技能映射 τ 通过 α-变精度模型诱导的知识结构Kα 是一个简单闭包空间。

推论1 设三元组 (Q，S，τ )是一个技能映射，D (τ )是 τ 的技能包含度集，则有

（1） 当 γ1 ∈ [ β1，β2 ) 时，技能映射 τ 通过 γ1-变精度模型诱导的知识结构 Lγ1 为知识空间；

（2） 当 γ1 ∈ [ βn - 1，βn ) 时，技能映射 τ 通过 γ1-变精度模型诱导的知识结构 Lγ1 为简单闭包空间；

（3） 当 γ2 ∈ ( β1，β2 ) 时，技能映射 τ 通过 γ2-变精度模型诱导的知识结构 Hγ2 为知识空间；

（4） 当 γ2 ∈ [ βn - 1，βn ) 时，技能映射 τ 通过 γ2-变精度模型诱导的知识结构 Hγ2 为简单闭包空间；

（5） 当 γ3 ∈ ( β1，β2 ] 时，技能映射 τ 通过 γ3-变精度模型诱导的知识结构 Gγ3 为知识空间；

（6） 当 γ3 ∈ ( βn - 1，βn ) 时，技能映射 τ 通过 γ3-变精度模型诱导的知识结构 Gγ3 为简单闭包空间。

设三元组 (Q，S，τ )是一个技能映射，D (τ )是技能包含度集，则 γj-变精度模型 ( j = 1，2，3 ) 是析

取 与 合 取 模 型 的 推 广 ，当 γ1 ∈ [ β1，β2 )，γ2 ∈ ( β1，β2 )，γ3 ∈ ( β1，β2 ] 时 ，相 当 于 析 取 模 型 ；当

γ1 ∈ [ βn - 1，βn )，γ2 ∈ [ βn - 1，βn )，γ3 ∈ ( βn - 1，βn ) 时，相当于合取模型。且析取与合取模型通过同一技

能映射构建的知识结构互为对偶。

推论2 设三元组 (Q，S，τ )是一个技能映射，D (τ )是 τ 的技能包含度集，则有

（1） 知识结构 Lβ1 与 Lβn - 1 互为对偶；

（2） 知识结构 Hγ1
2 与 Hβn - 1 互为对偶；

（3） 知识结构 Gβ2 与 Gγn
3 互为对偶。

定理8［26］ 设三元组 (Q，S，τ )是一个技能映射，D (τ )是 τ 的技能包含度集。则由 τ 通过 α-变精

度模型构建的知识结构 Kβi + 1 与 Kβn - i + 1 互为对偶 ( i = 1，⋯，n - 1)。
推论3 设三元组 (Q，S，τ )是一个技能映射，D (τ )是 τ 的技能包含度集。则有

（1） Lβi 与 Lβn - i ( i = 1，⋯，n - 1) 互为对偶；

（2） Hβi 与 Hβn - i ( i = 2，⋯，n - 2 ) 互为对偶；

（3） Gβi 与 Gβn - i + 2 ( i = 3，⋯，n - 1) 互为对偶。

推论 1、2、3，探讨了三种变精度模型构建知识结构时，对偶性质下阈值的取值规律。

3 变精度模型构建知识结构的矩阵方法 

上一节证明了四种变精度模型可构建相同的知识结构族，在本节统称为变精度模型。本节将

给出变精度模型构建知识结构的矩阵方法，讨论矩阵运算的相关性质，设计变精度模型构建知识

结构的算法，并举例说明（本节用 γ1-变精度模型进行计算）。

定 义 7 设 三 元 组 (Q，S，τ ) 为 技 能 映 射 ，问 题 集 Q = { q1，⋯，qi，⋯，qn } 与 技 能 集 S =
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{ s1，⋯，sj，⋯，st } 均 为 非 空 有 限 集 ，则 技 能 映 射 的 矩 阵 为 M= ( mij )n × t，其 中（i = 1，2，⋯，n； j =
1，2，⋯，t 后文一致）

mij =
ì
í
î

ïï
ïï

1 sj ∈ τ ( qi )
0 sj ∉ τ ( qi )

。

M i = ( mi1，⋯，mij，⋯，mit ) 为矩阵M的第 i 行。

定义 8 设三元组 (Q，S，τ ) 为技能映射，技能集 S = { }s1，⋯，sj，⋯，st 为非空有限集，S 的幂集

P ( S ) ={ }T1，⋯，Tl，⋯，T2t ，则 Tl 的列向量表示为 λTl
= ( )λTl

( s1 )，⋯，λTl
( sj )，⋯，λTl

( st ) ′，其中

λTl
( sj )=

ì
í
î

1 sj ∈ Tl，

0 sj ∉ Tl。
则 P ( S ) 的矩阵为 P= ( λT1，⋯，λTl

，⋯，λT2t
) （后文一致 l = 1，2，⋯，2t）。

基于定义 7 和定义 8，我们将讨论矩阵运算与技能包含度的相关性质。

定理9 设三元组 (Q，S，τ )为技能映射，则问题 qi 关于技能集 Tl 的技能包含度为

τ Tl
qi

= M iλTl

|| τ ( qi )
。

证明 由技能包含度的定义知，证明M iλTl
= |τ ( qi )∩ Tl| 即可。因M i 表示问题 qi 关于 S 的行向

量，λTl
表示技能集 Tl 关于 S 的列向量，故M iλTl

= |τ ( qi )∩ Tl|。
推论4 由定理 9 有如下

（1） 问题 qi 关于 P( S ) 的技能包含的行向量为
M iP

|| τ ( qi )
；

（2） 技能集 Tl 关于问题集 Q = { q1，⋯，qi，⋯，qn } 的技能包含的列向量为

DTl
=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
1

|| τ ( q1 )
... 0 ... 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮

0 ... 1
|| τ ( q1 )

... 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮

0 ... 0 ... 1
|| τ ( q1 )

MλTl
；

（3）技能映射的技能包含度矩阵D为

D=( dil )=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
1

|| τ ( q1 )
... 0 ... 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮

0 ... 1
|| τ ( q1 )

... 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮

0 ... 0 ... 1
|| τ ( q1 )

MP。

根据定义 7 与定义 8，上述 Tl 关于问题集 Q 的技能包含度列向量 DTl
中的元素依次为问题

q1，⋯，qi，⋯，qn 关于 Tl 的技能包含度值。那么 Tl 通过变精度模型诱导的知识状态可利用 DTl
变换

获得其列向量。例如：Tl 关于问题集 Q 的技能包含度的列向量为 DTl
，将 DTl

中元素大于 γ1 的元素

赋值为 1，否则为 0，即可得到由 Tl 通过 γ1-变精度模型诱导的知识状态的列向量 Dγ1
Tl
；将技能包含
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度矩阵D中每个元素与 γ1 比较并赋值，并保留互异列，就可得到知识结构的矩阵Dγ1。

定义 9 设三元组 ( Q，S，τ ) 为技能映射。D= ( dil ) 为 ( Q，S，τ ) 的技能包含度矩阵，称 Bγ1 = ( bil )
为技能映射通过 γ1-变精度模型构建知识结构的余矩阵。其中

bil =
ì
í
î

1 dil > γ1，

0 dil ≤ γ1。
推论5 Bγ1 =( bil ) 为技能映射 τ 通过 γ1-变精度模型构建知识结构的余矩阵，保留 Bγ1 中互异列

即为所求知识结构的矩阵Dγ1。

根据以上结论，变精度模型构建知识结构的过程可经矩阵运算得到简化，提供了更清晰的理

论思路和求解方法。

下面给出由技能映射通过变精度模型构建知识结构族（ℜ）的算法。

算法 1 基于变精度模型获取知识结构族 ℜ
输入：技能映射 (Q，S，τ )；
输出：知识结构族 ℜ。

① 计算求得技能包含度矩阵D；

② 从 D ( τ ) 中取值 γ1i；

③ 将D变换为 Bγ1，保留 Bγ1 中互异列得到Dγ1i，ℜ { i } = Dγ1i（ℜ { i } 储存 γ1i 时的知识结构）；

④ 遍历 D ( τ )，并重复步骤 2、3 可获得 ℜ。

我们用下面的例子来说明上面的算法。

例3 例 1 中，矩阵M与 P分别为：

M=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0 1 1 0
0 0 1 1
1 1 1 0

；P=
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1

。

则该技能映射的技能包含度矩阵为：

D=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú1
2 0 0

0 1
2 0

0 0 1
3

MP=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú0 0 1
2

1
2 0 1

2
1
2 0 1 1

2
1
2 1 1

2
1
2 1 1

0 0 0 1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2

1
2 1 1

2
1
2 1 1 1

0 1
3

1
3

1
3 0 2

3
2
3

2
3

2
3

1
3

1
3 1 2

3
2
3

2
3 1

。

若 T = { s1，s3 }，则其关于 S 的列向量为 λT = (1，0，1，0 )′。由推论 4-（2）得 DT = ( )1
2，

1
2，

2
3

′
，γ1 =

1
4 时，D

1
4
T = (1，1，1)′，此时 T = { s1，s3 } 通过变精度模型诱导的知识结构为 L

1
4 = { q1，q2，q3 }。

将D中每个元素与 γ1 = 1
4 比较，大于 γ1 的元素位置赋值为 1，否则为 0，可得到余矩阵

B
1
4 =

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

，

再保留余矩阵内互异的列后得到 γ1 = 1
4 时变精度模型构建知识结构的矩阵

D
1
4 =

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 1

。
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由D
1
4 可得，当 γ1 = 1

4 时，由 γ1-变精度模型构建的知识结构为

L1
4 ={∅，{q2}，{q3}，{q1，q3}，{q2，q3}，Q}，

γ1 = 1
4 与 γ1 ∈ [ )0，1

3 时构建的知识结构一样；且 γ1 仅需遍历 D ( τ )，便可取得由 γ1-变精度模型构建

的知识结构族 ℜγ1。

4 实验及结果分析 

为了验证本文算法的有效性，从 UCI（http：//archive.ics.uci.edu/ml/datasets.php）数据库中选取了

7 个数据集进行实验分析，具体详情如表 3 所示。

所有实验运行环境为 Windows 7 操作系统，硬件环境为 Inter（R）Core（TM）i7－6700 CPU @
3.40 GHz，运行内存 8.00 GB，软件环境为 MATLAB（R2021b） 。

根据本文的研究背景，将对象视为问题，属性视为技能。首先，对表 3 中的数据集进行离散化

处理。将处理后的数据集，表示为技能映射 (Qi，Si，τi)，各技能映射的问题与技能个数见表 4，其中

i = 1，2，⋯，7。如果解决两个问题所需技能相同，处理数据集时，它们被视为同一个问题，故数据

处理后，对象数量可能发生变化。

为验证本文算法设计的有效性，将本文算法与文献［26］中的算法进行验证。在第 3 节中已知，

四种变精度模型在同一技能映射下构建知识结构族是相同的。通过实验，我们记录了两种算法的运

行时间如表 5，并将两种算法的时间对比做了可视化处理，从表 5 和图 1，其中图 1 中 set1—set7 对应

表 3 的数据集，我们能够看出数据集越大本文提出的算法运行效率明显优于文献［26］中的算法。

表4　技能映射通过变精度模型构建的知识结构个数

Table 4　Numbers of knowledge structures constructed 

through skill map via variable precision models

(Qi,Si,τi)
(Q1,S1,τ1)
(Q2,S2,τ2)
(Q3,S3,τ3)
(Q4,S4,τ4)
(Q5,S5,τ5)
(Q6,S6,τ6)
(Q7,S7,τ7)

|Qi |
15

8
9

32
8

17
136

| Si |
7
5
6
8
6
9
9

知识结构个数

12
6
6

12
6

18
28

表3　数据集的对象与属性个数

Table 3　Numbers of objects and attributes in the dataset

编号

set 1

set 2

set 3

set 4

set 5

set 6

set 7

名称

Shuttle-landing-control

Adult +stretch

Lenses

StoneFlakes

Hayes

Post

Wiscon

对象个数

15

16

26

79

132

90

699

属性个数

7

4

4

8

5

8

10

图1　算法的运行时间对比

Fig.  1　Comparison of algorithm runtimes

表5　算法运行时间

Table 5　Runtimes of algorithms

算法名称

Shuttle-landing-control
Adult +stretch

Lenses
StoneFlakes

Hayes
Post

Wiscon

算法运行时间/s
文献[26]中变精度模型构建

知识结构的方法

0.166 7
0.056 2
0.085 0
0.831 0
0.092 9
0.895 0
7.159 0

Our

0.036 5

0.017 6

0.011 8

0.034 3

0.012 9

0.047 0

0.088 2
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本文算法与杨桃丽等［26］的研究均证实，变精度模型在同一技能映射下构建的知识结构族相

同。下面对技能映射 (Qi，Si，τi)通过变精度模型构建的知识结构族进行了可视化，对应图 2（a— f） 
（选用 α-变精度模型）。图中横坐标表示阈值 α 的可能取值，纵坐标表示对应 α 值构建的知识结构

中包含的知识状态个数。

第三节的矩阵方法不仅优化了时间复杂度，还便利了知识结构可视化。图 3 展示了例题的知

识结构可视化，知识状态以向量形式呈现，方框表示状态，线条表示包含关系。

说明：技能映射 (Qi，Si，τi)（i = 1，2，3，4，5，6，7）与构建的知识结构族在本文中没有具体给出，是

因为通过矩阵形式表示的数据过于复杂。

图2　( Qi，Si，τi )通过变精度模型构建知识结构中知识状态的个数

Fig.  2　( Qi,Si,τi ) determines the knowledge state count in knowledge structure through  variable precision model
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5 结论 

本文基于 α-变精度模型提出了三种 γ-变精度模型用于构建知识结构，研究了三种模型构建知

识结构的性质，讨论了四种变精度模型的联系，并证明四种变精度模型在同一技能映射下构建知

识结构族的效果是一致的。此外，本文还提出了技能映射通过变精度模型构建知识结构的矩阵方

法，设计了相应的算法，且该方法适用于四种变精度模型；最后，通过对比实验证明了本文算法的

有效性与优越性，验证了相同条件下，本文模型与 α-变精度模型构建的知识结构族相同，本文算

法运行时间明显优于文献［26］提出的算法，且利于知识结构可视化，使后续研究的边缘与掌握边

缘的刻画更容易。但本文变精度模型没有考虑学习成本问题，也就是说，问题的难易程度、知识的

重要程度等均会影响知识结构构建，综合这些因素如何构建更切合实际的知识结构至关重要；同

时本文也未考虑变精度能力模型以及模糊情形下变精度模型构建知识结构的研究；因此，通过变

精度能力模型与模糊情形下变精度模型构建知识结构的研究将作为后期的研究工作。
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