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多分知识结构析取模型及其应用

林英茹，李进金*，李长清*，黄宝坤
（闽南师范大学 数学与统计学院，福建 漳州 363000）

摘 要：合取属性映射的定义首次以公理化的形式给出，由此产生了多分知识结构合取模型理论。本文提出了析

取属性映射的公理化定义，并考虑了析取相容性和析取完备性的条件，研究其与多分知识状态、属性结构和多分知

识结构的关系，通过属性映射和项目响应函数建立可用属性和可观察项目响应之间的确定性关系。得到了多分知

识结构的充要条件是属性映射析取相容且完备于属性结构，从而建立由析取属性映射诱导的多分知识结构的理

论。所提出的方法具有广泛适用性，能在教学模式、教育评价、教育心理等场景中处理可能遇到的大量析取规则下

的多分项目。
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The Disjunctive Model of Polytomous Knowledge Structure and Its Application

LIN Yingru, LI Jinjin*, LI Changqing*, HUANG Baokun

(School of Mathematics and Statistics, Minnan Normal University, Zhangzhou 363000, China)

Abstract: The definition of conjunctive attribute mapping was first presented in an axiomatic form, which gave rise to the conjunc‐

tive model theory of polytomous knowledge structures. This paper presents an axiomatic definition of disjunctive attribute mapping. 

Considering the conditions of disjunctive compatibility and completeness, we study their relationships with polytomous knowledge 

state, attribute structure, and polytomous knowledge structure, and establish a deterministic relationship between available attributes 

and observable project responses through attribute mapping and project response function. The necessary and sufficient condition for 

polytomous knowledge structure is that the attribute mapping is disjunctively consistent and complete with respect to the attribute 

structure, thus establishing the theory of polytomous knowledge structure induced by the disjunctive attribute mapping. The pro‐

posed method has wide applicability and can handle a large number of disjunctive rules under polytomous projects in scenarios such 

as teaching models, educational evaluation, and educational psychology.

Key words: disjunctive attribute mapping; disjunctive compatibility; disjunctive completeness; polytomous knowledge state; polyto‐
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0 引言 

知 识 空 间 理 论（Knowledge Space Theory，

KST）是由 Doignon 和 Falmagne 于 1985 年引入

的一种数学理论［1］。KST 通过建立数学框架

研究教育规律 ，为教育评价提供科学方法 。

九十年代初，考虑到表现和能力水平的联系，

产 生 了 基 于 能 力 的 知 识 结 构 理 论（Compe⁃
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tence-based Knowledge Structure Theory，Cb-
KST）［2-8］，并用技能映射［9］将知识状态和能

力状态联系起来。技能映射常见的模型有三

种：析取模型、合取模型和能力模型。其中，

合取模型要求个体必须掌握与项目有关的所

有技能才能解决该项目，析取模型要求个体

只 需 掌 握 与 项 目 有 关 的 技 能 便 能 解 决 该 项

目，能力模型要求个体需要达到用于解决项

目的某些能力便能解决该项目。 Heller 等［10］

在此基础上引入了分布式技能函数的概念和

知识结构的网格化，形式化表示几个技能函

数的集成。另外，KST 的发展离不开与形式

概念分析（Formal Concept Analysis，FCA）等理

论的深度结合。从理论和实践的角度来看，

KST 一直专注于学习主题［11-12］，FCA 则强调

概念之间的层次化关系，基于 FCA 研究 KST
有助于深化对知识结构的理解以及寻找适应

学习者个性需求的学习路径。具体地，李进

金等［13］通过知识基建立知识空间和形式背景

的联系。周银凤等［14-15］运用 FCA 的方法寻找

学习路径并进行技能评估。除此之外，粗糙

集和模糊集的引入都促进了 KST 的发展。高

纯等［16］和杨桃丽等［17］借助粗糙集研究获取

最小技能集的方法。智慧来等［18］建立了面向

知识结构分析的模糊概念格模型，对知识结

构作增量学习。

传统的 KST 和 Cb-KST 都假设个体对项目

的回答为正确或错误，在对学习和知识进行评

价时具有局限性。针对这一局限性，Schrepp［19］

将 KST 推广到每个问题有超过两个响应值可

选择的情形（多分情形），其中响应值集合是线

性序集。在此基础上，Bartl 等［20］讨论具有分级

知识状态的知识空间。Stefanutti［21］基于多分技

能映射研究 KST 的误解模型。孙晓燕等［22］将

程序性知识的评价结果用于构建项目状态空

间，进而构造多分知识结构。Stefanutti 等［23］通

过属性映射和项目响应函数建立属性和项目响

应对之间的确定性关系。此外，Sun 等［24］结合

模糊集思想，提出了一种利用模糊技能构建多

分知识结构的方法。林宇静等［25］运用 FCA 构

建多分知识结构并寻找学习路径。

多分知识结构是 KST 的热门研究方向之

一，然而由技能映射诱导多分知识结构的研究

并未得到充分的探索，文献［23］的研究也局限

于合取情形。合取情形只适用于只有一种途

径（能力）解决问题的情况，现实生活中解决问

题可能有多种途径（能力）。因此，为打破这种

局限，使多分 Cb-KST 得到更充分的探索，本

文基于析取模型下的规则（析取规则），即个体

只需掌握相关技能便能达到相应的项目状态，

通过析取属性映射和析取项目响应函数两种

映射关系，构建一致的多分知识结构，并将该

方法应用于现实生活。首先，本文介绍相关概

念。然后，提出析取属性映射的公理化定义，

并考虑析取相容性和析取完备性的条件，研究

它们与属性结构和多分知识结构的关系，从而

建立了多分知识结构理论，并给出相应的算法

步骤。最后，举例说明所提出的方法的广泛适

用性。

1 预备知识 

给定项目集 Q 和技能集 S，在表现水平上

将个人掌握的项目子集 K ⊆ Q 称为知识状态，

所有知识状态构成的集族 K（包括空集和全集）

称为知识结构；在能力水平上将个人掌握的技

能子集 C ⊆ S 称为能力状态，所有能力状态构

成的集族 C（包括空集和全集）称为能力结构。

表现水平和能力水平通过技能映射和项目函数

两 个 映 射 相 互 联 系 。 技 能 映 射 是 三 元 组

( Q，S，τ )，其中 τ 是项目集 Q 到技能集 S 的非空

幂集的映射，即 τ：Q → 2S\ { ∅ }。
对于任意技能子集 C ⊆ S，合取项目函数为

p( C ) = { q ∈ Q：τ ( q ) ⊆ C }，析 取 项 目 函 数 为

p( C ) = { q ∈ Q：τ ( q )∩ C ≠ ∅ }。 K = p( C ) 为 C

通过技能映射 τ 诱导得到的知识状态。本文主

要讨论析取规则下的情形。

在 KST 和 Cb-KST 的多分推广中，项目集

Q 中的项目的解决程度由水平集 V 中的级别 v
表示。Stefanutti［23］引入了响应值集合 V 和二元

关系 P ⊆ Q × V，|V |> 1，≼ 是 V 上的偏序关

系 。 特 别 地 ，对 于 a，b ∈ V，a ≺ b 当 且 仅 当

a ≼ b 且 a ≠ b。
定义 1［23］ 给定任意子集 X ⊆ V，对于任

意 x ∈ X，若 x ≼ v，则元素 v ∈ V 是 x 的上界。
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令 X u = { v ∈ V：∀x ∈ X，x ≼ v } 表示集合 X 的所

有上界集合。特别地，∅u = V。

定义 2［23］ 项目集合 q 和响应值集合 V 的

可容许关系是一个二元关系 P ⊆ Q × V，满足

（1）对 于 任 意 q ∈ Q，存 在 v，w ∈ V，使 得

v ≠ w，qPv 且 qPw；

（2）对于任意 v ∈ V，存在 q ∈ Q 且 qPv。

对任意 q ∈ Q，v ∈ V，若 qPv，则称响应值 v

对于项目 q 是可容许的。q 可容许的所有响应

值集合表示为 P ( q ) = { v ∈ V：qPv }。若 V 包含

多于两个响应值，则称之为多分项。否则，称

之为二分项。

此外，对于每个项目而言，个体总是掌握了

一些认知规则，能够将该项目回答至某一水

平。正确的认知规则被称作是技能，而错误的

认知规则被称为误解。对同一认知规则而言，

个体只能正确理解该认知规则，或者错误理解

该认知规则，这正是文献［21］中体现的一致性

的概念。

定义 3［23］ 若 A 为属性集，C ∈ C ⊆ 2A 至少

包含空集且 ∪C = A，则称 ( A，C ) 为属性结构。

属性结构 ( A，C ) 称为一致空间，若满足：

（1）对任意 a ∈ A，有 { a } ∈ C；
（2）对任意 C′ ⊆ C，若 C ∈ C，则有 C′ ∈ C。
定义4［23］ 多分知识状态是映射 K：Q → V，

满足 K ⊆ P。设 P = { K ∈ V Q：K ⊆ P }，对 K1，K2

∈ P，K1 ⊑ K2 ⇔ ∀q ∈ Q：K1 ( q )≼ K2 ( q )，则称在 P

上存在二元优势关系 ⊑。

注 多分知识状态有两种表示形式，分别是子集

表示法和向量表示法。其中，本文采用的是子集表示

法。该方法将多分知识状态 K 表示为 Q × V 的一个

特定子集，因此存在 K 与 P 的包含关系。

定义5［23］ 设四元组 ( Q，V，P，K )，其中 Q 是

项目集合，V 是响应值集合，P 是 Q 和 V 的可容

许关系，K ⊆ P 是多分知识状态 K：Q → V 的集

合（它包含一个相对 ⊑ 的唯一最小元素 ⊥，使得

∪K = P），称该四元组为多分知识结构。

在多分视角下，多分知识状态是 Q 到 V 的

映射 K：Q → V，表示 Q 中的每个项目都能在 V
中找到对应的响应值。多分知识结构是描述个

体的所有多分知识状态的集合。

2 析取属性映射诱导的多分知识结构模型 

本节提出析取属性映射的公理化定义，并

在满足析取规则下定义相容性和完备性，从而

描 述 一 致 结 构 、多 分 知 识 状 态 和 多 分 知 识

结构。

首先，我们用公理化定义析取属性映射。

定义 6 设三元组 M = ( P，A，τ )，其中 P 是

集合 Q 和 V 的可容许关系，A 是非空有限属性

集，τ：P → 2A 是将 A 中的属性子集分配给 P 中

的 每 个 项 目 响 应 对 的 映 射 。 对 任 意 q ∈ Q，

F ⊆ P ( q )，定义 τ ( q，F ) = ∪
v ∈ F

τ ( q，v )。

称三元组 M 是析取属性映射，若满足：

（1）对 任 意 v ∈ V，存 在 z ∈ V，使 得 Q ×
{ z } ⊆ P，且对于任意 q ∈ Q，τ ( q，z ) = ∅，z ≼ v；

（2）若 qPv，qPw，∅ ≠ τ ( q，v ) ⊆ τ ( q，w )，
则 w ≼ v；

（3）对 任 意 F ⊆ P ( q )，任 意 v，w ∈ F，若

τ ( q，v )∩ τ ( q，w ) ≠ ∅ 且 Fu ∩ P ( q ) ≠ ∅， 则

τ ( q，Fu ) ⊇ τ ( q，v )∩ τ ( q，w )。
对于上述析取属性映射，我们给出了以下

解释。

定义 6 中的（1）保证了对于每一个项目，响

应值集 V 都存在“最小”响应值 z，称之为底元。

定义 6 中的（2）是一个保序条件。掌握的

能 力 的 种 类 越 少 ，表 现 越 突 出 ，即“ 术 业 有

专攻”。

定义 6 中的（3）表示，对于项目 q，某些能力

C 在这一项目的一些解决水平 v ∈ F 中都有所

表现，则这些能力是解决该项目的基础或关

键 。 个 体 越 专 注 于 提 高 这 些 能 力 ，表 现 越

突出。

例 1 考 虑 项 目 集 Q = { q1，q2，q3 }，定 义

如下：

q1：商店运来 640 千克的苹果，上午卖出 240
千克，下午卖出 160 千克，还剩多少？

q2：小明看一本 140 页的书，已经看了 80
页，剩下的要 5 天看完，平均每天看多少页？

q3：超市运来 100 袋大米和 60 袋面粉，共重

6 800 千克，大米每袋重 50 千克，面粉每袋重多

少千克？

194



林英茹等：多分知识结构析取模型及其应用

考虑响应值集合 V = { v0，v1，v2，v3 }，v0 ≼ v1

≼ v3，v0 ≼ v2 ≼ v3。其中根据布鲁姆认知层次

理论，定义如下：

v0：无应答水平；

v1：以理解为基础的初步的应用水平；

v2：以记忆为基础的初步的应用水平；

v3：分析水平。

同 时 ，属 性 集 A = { a1，a2，a3，a4 } 的 定 义

如下：

a1：综合法；a2：逆推法；a3：分析法；a4：数形

结合法（画线段图分析）。

映射 ( P，A，τ ) 如表 1 所示。

下面验证该映射 ( P，A，τ ) 满足定义 6 中的

公理。

首先，存在 v0 ∈ V，使得 Q ×{ v0 } ⊆ P，且对

于任意 q ∈ Q，τ ( q，v0 ) = ∅，v0 ≼ v。因此，定义

6 中的（1）显然成立。

其次，qPv，qPw 且 τ ( q，v ) ⊆ τ ( q，w ) 成立的

情况有：

τ ( q2，v3 )⊆ τ ( q2，v1 )，τ ( q2，v3 )⊆ τ ( q2，v2 )，
τ ( q3，v3 )⊆ τ ( q3，v1 )。

根据规定有 v1 ≼ v3，v2 ≼ v3。所以定义 6 中

的（2）成立。

下面说明该映射 ( P，A，τ ) 满足定 义 6 中 的

（3）。在本例中，对任意F ⊆ P ( q )，任意v，w ∈ F，当

v = w时，定义 6 中的（3）显然成立。当 v ≠ w时，

满足有 τ ( q，v )∩ τ ( q，w )≠ ∅ 且 Fu ∩ P ( q )≠ ∅ 的

情况有：

F = { v1，v2，v3 } ⊆ P ( q2 )，
F = { v1，v3 } ⊆ P ( q3 )。

当 F = { v1，v2，v3 } ⊆ P ( q2 ) 时 ，有 τ ( q2，Fu ) =
τ ( q2，v3 ) = τ ( q2，v1 )∩ τ ( q2，v2 )∩ τ ( q2，v3 )，定 义 6
中的（3）显然成立。当 F = { v1，v3 } ⊆ P ( q3 ) 时，

有 τ ( q3，Fu ) = τ ( q3，v3 ) = τ ( q3，v1 )∩ τ ( q3，v3 )，定

义 6 中的（3）显然成立。

因此，该映射为析取属性映射。

定义 7 设析取属性映射 ( P，A，τ ) 和子集

C ⊆ A，对 任 意 q ∈ Q，F ⊆ P ( q )，x ∈ F，若

τ ( q，x )∩ C ≠ ∅，有 Fu ∩ P ( q ) ≠ ∅ 且 存 在

r ∈ Q，v ∈ F，使得 C\τ ( q，Fu ) ⊆ τ ( r，v )，则称子

集 C 与析取属性映射 ( P，A，τ ) 析取相容。

定义 8 若任意子集 C ∈ C 都与析取属性映

射 ( P，A，τ ) 析取相容，则析取属性映射 ( P，A，τ )
析 取 相 容 于 属 性 结 构 ( A，C )。 若 不 存 在 与

( P，A，τ ) 析取相容的其他属性结构 ( A，C′ )，使得

C ⊂ C′，则称与 ( P，A，τ ) 析取相容的属性结构

( A，C ) 是最大的。

定义 9 对任意 q ∈ Q，v ∈ P ( q )，存在属性

集 C ∈ C，满足下列两个条件：

（1）τ ( q，v )∩ C ≠ ∅；

（2）对 任 意 w ∈ P ( q )，若 τ ( q，w )∩ C ≠ ∅
且 v ≼ w，则 v = w。

则称析取属性映射 ( P，A，τ ) 析取完备于属

性结构 ( A，C )。
从某种意义上，析取完备性意味着一个项

目可容许的每个响应值 v 必须是可观察的。首

先，（1）保证了项目响应对 ( q，v ) 满足析取规

则。其次，（2）保证在满足（1）的条件下，响应

值 v 必须是最大的。

下面将通过例子说明以上定义。

例 2 考虑例 1 中析取属性映射生成的结

构 ( A，C )，如图 1 所示。

因为 ∅ ∈ C 且 ∪C = A，因此 ( A，C ) 是属性

结构。

（1）( A，C ) 是析取相容的。

当 C = { a1，a3 } 时 ，对 于 项 目 q1，有

τ ( q1，v2 )∩ C ≠ ∅，τ ( q1，v3 )∩ C ≠ ∅ 和

表1　例1中的映射( P，A，τ )
Table 1　The mapping ( P,A,τ ) in example 1

项目响应对集合P

( q1,v0 )
( q1,v1 )
( q1,v2 )
( q1,v3 )
( q2,v0 )
( q2,v1 )
( q2,v2 )
( q2,v3 )
( q3,v0 )
( q3,v1 )
( q3,v2 )
( q3,v3 )

a1

√

√

√

a2

√

a3

√

√
√
√

√

√

a4

√

√

√

注：表中的√表示列中的属性是分配给项目相对应集合中的子集

的元素，下同。
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{ v2，v3 }u ∩ P ( q1 )={ v3 }≠ ∅
且 C\τ ( q1，v3 ) ⊆ τ ( q1，v2 )。

对于项目 q2，有 τ ( q2，v1 )∩ C ≠ ∅，τ ( q2，v2 )∩
C ≠ ∅，τ ( q2，v3 )∩ C ≠ ∅，同时

{ v1，v2，v3 }u ∩ P ( q2 )={ v3 }≠ ∅
且 C\τ ( q2，v3 ) ⊆ τ ( q2，v2 )。

对于项目 q3，有 τ ( q3，v1 )∩ C ≠ ∅，τ ( q3，v2 )∩
C ≠ ∅，τ ( q3，v3 )∩ C ≠ ∅ 与

{ v1，v2，v3 }u ∩ P ( q3 )={ v3 }≠ ∅
且 C\τ ( q3，v3 ) ⊆ τ ( q3，v2 )。 因 此 ，{ a1，a3 } 与

( P，A，τ ) 析取相容。同理，任意子集 C ∈ C 都与

( P，A，τ ) 析取相容。因此，( P，A，τ ) 析取相容于

( A，C )。
（2）( A，C ) 是与 ( P，A，τ ) 析取相容的最大属

性结构。若将 2A 中缺失的六个属性状态的任

何一个添加到 C，则所得到的结构将不再与

( P，A，τ ) 析取相容。例如，若将 C = { a1，a2 } 加
入 C 中，得到 C′，对于 q3，有

τ ( q3，v1 )∩ { a1，a2 } ≠ ∅，

τ ( q3，v2 )∩ { a1，a2 } ≠ ∅，

同 时 { v1，v2 }u ∩ P ( q3 ) = { v3 } ≠ ∅，但 对 于 任 意

( q，v ) ∈ P，有 { a1，a2 } \τ ( q3，v3 ) ⊈ τ ( q，v )，因 此

{ a1，a2 } 与 ( P，A，τ ) 不析取相容。所以，( A，C ) 是
与 ( P，A，τ ) 析取相容的最大属性结构。

（3）( P，A，τ ) 析取完备于 ( A，C )。
对于项目响应对 ( q1，v1 )，当 C = { a4 } 时，有

τ ( q1，v1 )∩ { a4 } ≠ ∅ 且 对 任 意 w ∈ P ( q )，当

τ ( q1，w )∩ { a4 } ≠ ∅ 且 v ≼ w 时 ，有 w = v1，满

足析取完备性。同理，对于项目响应对 ( q2，v1 )，
( q3，v1 )，当 C = { a4 } 时，满足析取完备性；对于

项目响应对 ( q1，v2 )，( q2，v2 )，( q3，v2 )，当 C = { a1 }
时，满足析取完备性；对于项目响应对 ( q1，v3 )，

( q2，v3 )，( q3，v3 )，当 C = { a3 } 时，满足析取完备

性。因此，( P，A，τ ) 析取完备于 ( A，C )。
（4）属性结构 ( A，C ) 是一致空间。对任意

a ∈ A，有 { a } ∈ C，因 此 定 义 3（1）显 然 成 立 。

{ a1 } ⊆ { a1，a3 }，{ a3 } ⊆ { a1，a3 }，且 { a1 }，{ a3 }，
{ a1，a3 } ∈ C。同理，对于任意 C′ ⊆ C，若 C ∈ C，
有 C′ ∈ C。因此定义 3（2）显然成立。

项目响应对集合 P 上的偏序关系 ≼ P 是由

响应值集合 V 上的偏序关系≼推导出来的：对

于 ( q，v )，( r，w ) ∈ P，( q，v )≼ P ( r，w ) ⇔ q = r 且

v ≼ w。

定义 10 设析取属性映射 ( P，A，τ ) 与属性

结 构 ( A，C )，析 取 项 目 响 应 函 数 是 映 射

p：C → 2P，对于 C ∈ C，有 p( C ) = max {( q，v ) ∈ P：
τ ( q，v )∩ C ≠ ∅ }。特别地，规定 p( ∅ ) =⊥。

若非空子集 C ⊆ A，有 τ ( q，v )∩ C ≠ ∅，即

个体具有 C 中的部分属性，则对项目 q 可观察

到“至少”响应值 v。此外，将 ⊥= Q ×{ z } 称为

将底元赋予所有项目的常值映射。

定理 1 对 于 析 取 项 目 响 应 函 数 p，若

C1，C2 ∈ C，C1 ⊆ C2，则 p( C1 ) ⊑ p( C2 )。
证明 设 ( q，v ) ∈ p( C1 )，( q，w ) ∈ p( C2 )，则

τ ( q，v ) ∩C1 ≠ ∅，τ ( q，w ) ∩C2 ≠ ∅。 因 为

C1 ⊆ C2，所 以 τ ( q，v ) ∩C2 ≠ ∅。 由 定 义 10 可

得 ，v ≼ w，即 p( C1 )( q )≼ p( C2 )( q )。 因 此 ，

p( C1 )⊑ p( C2 )。
定理2 设 ( P，A，τ ) 是析取属性映射，( A，C )

是属性结构，析取属性映射 ( P，A，τ ) 析取完备

于属性结构 ( A，C ) 当且仅当 ∪
C ∈ C

p( C ) = P。

证明 必要性。设析取属性映射 ( P，A，τ )
析 取 完 备 于 属 性 结 构 ( A，C )，下 证

∪
C ∈ C

p( C ) = P。 设 ( q，v ) ∈ p( C )，由 定 义 10 得 ，

( q，v ) ∈ P，有 ∪
C ∈ C

p( C ) ⊆ P。 另 一 方 面 ，设

( q，x ) ∈ P。根据析取完备性可得，存在 C ∈ C，
使 得 τ ( q，x )∩ C ≠ ∅。 若 任 意 w ∈ P ( q )，
τ ( q，w )∩ C ≠ ∅ 且 x ≼ w，有 x = w。 由 定 义

10 得 ，( q，x ) ∈ p( C )。 因 此 ，P ⊆ ∪
C ∈ C

p( C )。 所

以，∪
C ∈ C

p( C ) = P。

充分性。设 ( A，C ) 相对于 ( P，A，τ ) 不是析

图 1　例2中的结构( A，C )
Fig. 1　The structure ( A,C ) in example 2
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取完备的。当定义 9（1）不成立时，存在 q ∈ Q，

v ∈ P ( q )，对任意 C ∈ C，有 τ ( q，v )∩ C = ∅，则

p( C )( q ) ≠ v。当定义 9（2）不成立时，存在 C′
∈ C，τ ( q，x )∩ C′ ≠ ∅ 且 对 任 意 w ∈ P ( q )，
τ ( q，w )∩ C′ ≠ ∅，有 x ≺ w ≼ p( C′ )( q )，因此对

于任意 C′ ∈ C ，p( C′ )( q )≠ x。所以 ∪
C ∈ C

p( C )⊆ P。

这与 ∪
C ∈ C

p( C ) = P 矛盾。因此，证明成立。

定理3 与析取属性映射 ( P，A，τ ) 析取相容

的最大属性结构是唯一的，且是一致空间。

证明 设 ( A，C ) 是与析取属性映射 ( P，A，τ )
析取相容的最大属性结构，则它必须包含且只

包含所有与 τ 相容的子集。由此，唯一性可证。

下证该最大属性结构是一致空间。设 C，C′
∈ 2A，C′ ⊆ C，C ∈ C。 设 任 意 q ∈ Q，x ∈ F，

F ⊆ P ( q )，τ ( q，x )∩ C′ ≠ ∅。 由 于 C′ ⊆ C，有

τ ( q，x )∩ C ≠ ∅。因为 C ∈ C，所以由析取相容

性可得 Fu ∩ P ( q ) ≠ ∅，且存在 r ∈ Q，v ∈ F 使

得 C\τ ( q，Fu ) ⊆ τ ( r，v )。 所 以 ，对 任 意 x ∈ F，

τ ( q，x )∩ C′ ≠ ∅ 有

Fu ∩ P ( q )≠ ∅，

且 C′\τ ( q，Fu ) ⊆ C\τ ( q，Fu ) ⊆ τ ( r，v )。 因 此 C′
∈ C，即定义 3（2）成立。由定义 6（3）和定义 3
（2）得，对于任意 a ∈ A，有 { a } ⊆ C，则 { a } ∈ C，
即定义 3（1）成立。

定理4 设 ( P，A，τ ) 是析取属性映射，( A，C )
是属性结构。对于 C ∈ C，集合 K = p( C ) 是多

分知识状态当且仅当 ( A，C ) 相对于 ( P，A，τ ) 是
析取相容的。

证明 设 ( P，A，τ ) 析取相容于 ( A，C )。若 K
不 是 多 分 知 识 状 态 ，则 有 q ∈ Q，v，w ∈ V 且

v ≠ w，于是 ( q，v )，( q，w )∈ p( C )，即存在 C ∈ C 使

得 τ ( q，v )∩ C ≠ ∅ 且 τ ( q，w )∩ C ≠ ∅。 令 C =
τ ( q，v )， v，w ∈ F 且 F ⊆ P ( q )，有 τ ( q，v )∩ τ
( q，w )≠ ∅。 由 定 义 6（3）和 定 义 10 得 ，有

x ∈ Fu ∩ P ( q ) 且 τ ( q，x ) ⊇ τ ( q，v )∩ τ ( q，w )。 因

此，τ ( q，x )∩ C ≠ ∅，则 ( q，x )∈ p( C )，这与 ( q，v )，
( q，w )∈ p( C )矛盾。故当 ( A，C ) 相对于 ( P，A，τ )
析取相容时，K 是多分知识状态。反之，设 C 不

析取相容于 τ，则存在 q ∈ Q，F ⊆ P ( q )，a，b ∈ F
且 a，b 在 P ( q ) 中 都 是 最 大 的 ，使 得

τ ( q，a )∩ C ≠ ∅，τ ( q，b )∩ C ≠ ∅，则 p( C )( q ) 不
唯一，即 p( C ) 不是映射。

推论 1 设 P 是集合 Q 和 V 的可容许关系。

给定析取属性映射 ( P，A，τ ) 和属性结构 ( A，C )，
K = p(C ) = { p( C )：C ∈ C }。四元组 ( Q，V，P，K )
是多分知识结构当且仅当 ( P，A，τ ) 析取相容于

( A，C )，且 ( P，A，τ ) 析取完备于 ( A，C )。
证明 根 据 定 理 1，定 理 2，定 理 4，证 明

成立。

下面将通过例子对上述的定义 10 进行说

明，并解释上述几个定理。

例 3 考 虑 例 1 中 定 义 的 析 取 属 性 映 射

( P，A，τ ) 以及例 2 中与之析取相容的属性结构

( A，C )。 根 据 定 义 10，可 得 到 多 分 知 识 状 态

K = p( C )，如表 2 所示。

由此构成的多分知识结构如图 2 所示。

例如，对于属性状态 { a1，a3 }，满足 ( q，v ) ∈ P

且 τ ( q，v )∩ { a1，a3 } ≠ ∅ 的项目响应对有：

( q1，v2 )，( q1，v3 )，( q2，v1 )，( q2，v2 )，( q2，v3 )，( q3，v1 )，
( q3，v2 )，( q3，v3 )，

表2　例3中的多分知识状态K = p( C )
Table 2　The polytomous knowledge state K = p( C ) in 

example 3

属性集C ∈ C
∅

{ a1 }
{ a2 }
{ a3 }
{ a4 }

{ a1,a3 }
{ a2,a3 }
{ a2,a4 }
{ a3,a4 }

{ a2,a3,a4 }

多分知识状态p( C )
{( q1,v0 ),( q2,v0 ),( q3,v0 ) }
{( q1,v2 ),( q2,v2 ),( q3,v2 ) }
{( q1,v0 ),( q2,v0 ),( q3,v1 ) }
{( q1,v3 ),( q2,v3 ),( q3,v3 ) }
{( q1,v1 ),( q2,v1 ),( q3,v1 ) }
{( q1,v3 ),( q2,v3 ),( q3,v3 ) }
{( q1,v3 ),( q2,v3 ),( q3,v3 ) }
{( q1,v1 ),( q2,v1 ),( q3,v1 ) }
{( q1,v3 ),( q2,v3 ),( q3,v3 ) }
{( q1,v3 ),( q2,v3 ),( q3,v3 ) }

图2　例3中的多分知识结构

Fig. 2　The polytomous knowledge structure in example 3
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则 p( { a1，a3 } ) = {( q1，v3 )，( q2，v3 )，( q3，v3 ) }。同时，

有 p( ∅ ) = {( q1，v0 )，( q2，v0 )，( q3，v0 ) } =⊥。对于

{ a2，a3 }，{ a2，a3，a4 } ∈ C，有

p( { a2，a3 } ) ⊑ p( { a2，a3，a4 } )。
根据上面的论述，设计一种构建多分知识

结构的算法，如算法 1 所示。

算法 1 是启发式搜索算法，求解效率比盲

目搜索算法更高，其时间复杂度为 Ο( 2 || A · | P | )。

3 应用例子 

在本节中，通过举例说明析取属性映射诱

导的多分知识结构理论能运用于多分项目情

况，如：除 v0 外的响应值无序的教学模式的对

比研究，响应值部分偏序的教师成长过程分

析，响应值线性序关系的部分冗思反应量表分

析。此外，根据知识结构的网格化［10］的特征，

可将小规模的信息表集成为大规模的信息表，

因此论文所提出的方法对大规模的信息表仍有

效，具有广泛适用性。

例 4 本例运用基于析取属性映射诱导的

多分知识结构理论，以数学课堂评价中较受关

注的几个要素［26］为维度，结合《义务教育数学

课程标准（2022 年版）》，对分课堂和翻转课堂

两种教学模式［27］进行对比研究。

考虑项目集 Q = { q1，q2 }，定义如下：

q1：对分课堂；q2：翻转课堂。

考 虑 响 应 值 集 V ={v0，v1，v2，v3}，定 义

如下：

v0：较不受关注的评价要素；v1：教学目标；

v2：教学效果及教师素质；v3：教学内容过程与

方法。其中，v0 ≺ vi，i ∈{1，2，3}。
属性集为 A ={a1，a2，a3，a4，a5}，定义如下：

a1：促进学生自主学习，加强综合实践；

a2：关注教学评价；

a3：整体把握并注重教学内容的结构化，注

重教学内容与核心素养的关联；

a4；注重信息技术与数学教学的融合，教学

方法丰富；

a5：明确教学目标，体现整体和阶段性。

析取属性映射 ( P，A，τ ) 如表 3 所示。

属性结构 ( A，C ) 和多分知识结构 K 分别如

图 3 和图 4 所示。

从教学模式的多分知识结构可以对对分课

堂和翻转课堂两种教学模式进行对比研究。例

如 ，从 多 分 知 识 状 态 {( q1，v2 )，( q2，v0 ) } 到

算法 1 多分知识结构的构建算法

Data：输入析取属性映射( P,A,τ )
1.用C表示属性集族，并令C = ∅，K = ∅。

2. 遍历 2A 中的每一个子集 C，对任意 ( q,x )∈ P，规定 P ( q )=
{ x ∈ V:qPx }，遍 历 2^P ( q ) 中 的 每 一 个 子 集 F，找 出

τ ( q,x )∩ C ≠ ∅ ⇒ Fu ∩ P ( q )≠ ∅ 且存在 v ∈ F，r ∈ Q，使得 C\
τ ( q,Fu )⊆ τ ( r,v )，并将C加入C。
3.∪C = A且满足析取完备性，则( A,C )是一个属性结构。

4.对C ∈ C，计算K = max {( q,x )∈ P:τ ( q,x )∩ C ≠ ∅ }，并将K加

入K。

5.建立多分知识结构( Q,V,P,K )。
Result：输出多分知识结构( Q,V,P,K )

表3　两种教学模式的析取属性映射

Table 3　The disjunctive attribute mapping of two teaching 

models

项目响应对集合P

( q1,v0 )
( q1,v1 )
( q1,v2 )
( q1,v3 )
( q2,v0 )
( q2,v1 )
( q2,v2 )
( q2,v3 )

a1

√

√

a2

√

a3

√

√

a4

√

a5

√

√

图 3　教学模式的属性结构

Fig. 3　The attribute structure of teaching mode

图 4　教学模式的多分知识结构

Fig. 4　The polytomous knowledge structure of teaching mode
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{( q1，v2 )，( q2，v2 ) } 这一变化可以看出，对分课堂

在教学效果及教师素质这一方面是优于翻转课

堂 的 ；从 多 分 知 识 状 态 {( q1，v0 )，( q2，v3 ) } 到

{( q1，v3 )，( q2，v3 ) } 这一变化可以看出，对分课堂

在教学内容过程与方法这一方面是劣于翻转课

堂的；而在教学目标这一方面两者无明显优劣

之分。该结果可以用来指导实践。例如，在运

用的过程中，针对一定难度的项目可以录制视

频以供学生在授课前后进行观看，并布置适当

的课后作业，了解学生的知识掌握程度，便于

进行教学评价。

另外，令 K1 = {( q1，v2 )，( q2，v0 ) }，则
K ′1 = Q\K1 ={( q1，v0 )，( q1，v1 )，( q1，v3 )，

( q2，v1 )，( q2，v2 )，( q2，v3 ) }。
这 里 v1，v2，v3 没 有 偏 序 关 系 ，根 据 文 献

［23］， K ′1 不是合取情况下的多分知识状态。因

此，我们这里所讨论的析取属性映射诱导的多

分知识结构和文献［23］中的合取情形下的多

分知识结构不是对偶的。这不是偶然，孙文在

文 献［28］中 有 以 下 结 论 ：如 果 能 力 结 构

C ≠ 2A，则技能映射 ( Q，A，τ ) 在析取模型与合

取模型下生成的知识结构不一定是对偶的。

例 4 讨论了除 v0 外的响应值无序的情况，

但现实生活中不乏部分水平有高低之分的情

况。下面将通过例 5 说明析取属性映射诱导的

多分知识结构理论在这种情况下也是适用的。

例 5 设 项 目 集 合 Q = { q1，q2，q3 }，定 义

如下：

q1：幼 儿 园 老 师 ；q2：小 学 老 师 ；q3：中 学

老师。

响应值集合 V ={v0，v1，v2，v3}，定义如下：

v0：与教育教学无关的水平；v1：学科知识

水平；v2：教育理论素养；v3：教学能力。

其中，v0 ≼ v1，v0 ≼ v2 ≼ v3。

属性集合 A ={a1，a2，a3，a4}。定义如下：

a1：能够深入浅出地讲解知识点；

a2：设计合理的教学方案；

a3：不断反思和改进自己的教育实践；

a4：能够进行个性化教学并科学评价。

教师专业发展水平的析取属性映射如表 4
所示。

可得到相对于该析取属性映射析取相容的

最大属性结构 ( A，C )，如图 5 所示。

由每个属性状态 C ∈ C 通过析取属性映射

所描绘的多分知识状态 K = p( C ) 所构成的多

分知识结构，如图 6 所示。

首先，学科知识水平与教学水平反映的是

不同方面的水平，因此教师专业发展水平的多

分知识结构缺少顶层元素。其次，从多分知识

状态 {( q1，v0 )，( q2，v0 )，( q3，v0 ) } 到多分知识状态

{( q1，v3 )，( q2，v0 )，( q3，v3 ) }，再 到 多 分 知 识 状 态

{( q1，v3 )，( q2，v2 )，( q3，v3 ) }，最后到多分知识状态

{( q1，v3 )，( q2，v3 )，( q3，v3 ) }，反映了教师成长的复

杂性和阶段性的特征。

除了例 4 和例 5 的情况，在以往研究中更多

考虑的是响应值具有线性序的情况。下面将通

过例 6 说明析取属性映射诱导的多分知识结构

理论也适用于响应值具有线性序的情况。

例 6 以“ 冗 思 反 应 量 表（Ruminative Re⁃

表4　教师专业发展水平的析取属性映射

Table 4　The disjunctive attribute mapping of teachers' 

professional development level

项目响应对集合P

( q1,v0 )
( q1,v1 )
( q1,v2 )
( q1,v3 )
( q2,v0 )
( q2,v1 )
( q2,v2 )
( q2,v3 )
( q3,v0 )
( q3,v1 )
( q3,v2 )
( q3,v3 )

a1

√

√

√

a2

√

√
√

a3

√

√

√

a4

√
√

√
√

图 5　教师专业发展水平的属性结构

Fig. 5　The attribute structure of teachers' professional 

development level
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sponse Scale，RRS）”［29］为例。我们选取其中的

两个项目作为项目集 Q = { q1，q2 }，定义如下：

q1：想到“我刚刚为什么不能把事情做得更

好一点”；

q2：会想自己什么事情都做不好。

同时，我们将四个评分等级的集合记为线

性 序 集 V = { v0，v1，v2，v3 } 且 v0 ≼ v1 ≼ v2 ≼ v3，

即从 1 到 4 级评分，得分越高表示使用相应的

思考方式就越多。

根据量表，设属性集 A = { a1，a2，a3，a4 }，定

义如下：

a1：很忧伤；a2：有些忧伤；a3：有一点忧伤；

a4：没有忧伤。

由此产生的析取属性映射 ( P，A，τ ) 如表 5
所示。

可得到最大属性结构 ( A，C ) 及多分知识结

构，分别如图 7 和图 8 所示。

对比项目 q1 和项目 q2，可以得出低冗思个

体往往会将个体的注意力集中于当下的状态或

感受。此时，如果能采取积极的应对策略，不

仅有利于个体适时有效地处理生活中可能带来

消极影响的事件，而且会降低此类事件对个体

心理产生消极影响的可能性。另外，可以注意

到，当响应值呈现线性序关系时，C 和 K 都具有

顶层元素。

4 结论 

本文从析取规则的角度，提出了析取属性

映射的公理化定义，并考虑析取相容性和析取

完备性，从而建立了由析取属性映射诱导的多

分知识结构理论，扩展了文献［23］的属性映射

的概念，并且通过应用例子说明所提出的构建

方法具有广泛适用性。结合文献［10］中知识

结构网格化的有关知识可以发现，本文所提出

的方法对大规模的信息表依然有效。在本文框

图 6　教师专业发展水平的多分知识结构

Fig. 6　The polytomous knowledge structure of teachers' professional development level

表5　例6中的析取属性映射

Table 5　The disjunctive attribute mapping in example 6

项目响应对集合P

( q1,v0 )
( q1,v1 )
( q1,v2 )
( q1,v3 )
( q2,v0 )
( q2,v1 )
( q2,v2 )
( q2,v3 )

a1

√
√
√

√
√
√

a2

√
√
√

√
√

a3

√
√

√

a4

√

图 7　例6中的属性结构

Fig. 7　The attribute structure in example 6

图 8　例6中的多分知识结构

Fig.  8　The polytomous knowledge structure in example 6
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架中，仅考虑析取属性映射诱导的多分知识结

构 ，对于更一般化的能力模型 ，将结合文献

［24］在后续的研究中进行考虑。此外，智慧来

等［18］借助模糊形式概念分析对知识结构作增

量学习，因此今后也将进一步考虑多分知识结

构的动态学习过程。
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