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自适应个性化巩固学习模型

王功勋，李进金*

（闽南师范大学 数学与统计学院，福建 漳州 363000）

摘 要：“巩固学习推荐”是指向学生推荐需要复习巩固的学习内容的过程。本文研究了基于能力的知识空间理论

的个性化巩固学习推荐问题，针对能力状态与知识状态之间缺乏一一对应关系的挑战，提出了一种有效的推荐方

法。该方法首先通过学生的知识状态计算内掌握边缘，并据此推导出退步前后的知识状态，然后通过这些知识状

态确定相应能力状态的顶或底，最终根据顶和底推荐需要巩固学习的技能集，以防止学生因遗忘等因素导致知识

退步。本文提出了两个刻画定理：一是用技能函数刻画能力状态的顶或底，二是用问题函数刻画知识状态的内掌

握边缘。利用这些定理，可在不建立知识结构的前提下直接获取能力状态的顶或底及知识状态的内掌握边缘。最

后本文分别给出了根据定义和刻画定理获取内掌握边缘的算法，并通过对比实践说明后者耗时平均减少了 77%，

内存占用平均降低了67%。
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Adaptive Personalized Consolidated Learning Model
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Abstract: "Consolidated Learning Recommendations" refers to the process of recommending learning content that students need to 

review and consolidate. This paper investigates the issue of personalized consolidated learning recommendations based on compe‐

tence-based knowledge space theory, and proposes an effective recommendation method to address the challenge of the lack of one-

to-one correspondence between competence states and knowledge states. The method firstly calculates the inner master fringe based 

on the student's knowledge state. It uses this to deduce the knowledge states before and after potential regression. Based on these 

knowledge states, it identifies the tops or bottoms of the corresponding competence states. Finally, according to these tops or bot‐

toms, it recommends the skill set that needs to be consolidated. This approach helps prevent knowledge regression due to factors like 

forgetting. This paper presents two characterization theorems: the first uses a skill function to characterize the tops or bottoms of 

competence states, and the second uses a problem function to characterize the inner master fringe of knowledge states. By applying 

these theorems, the tops or bottoms of competence states and the inner master fringe of knowledge states can be directly obtained 

without constructing a knowledge structure. Finally, this paper presents algorithms to obtain the inner master fringe based on defini‐

tions and characterization theorems, and demonstrates through comparative practice that the latter reduces time consumption by an 

average of 77% and memory usage by an average of 67%.
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0 引言 

近年来，个性化教学已成为教育发展的重

要方向，传统的“一刀切”的教育模式已经无法

满足学生的个性化需求。 2021 年“双减”政策

提出，通过作业设计提升作业的诊断与巩固功

能，鼓励布置个性化作业［1］。因此，如何布置

分层和个性化作业，完成巩固学习推荐成为当

前亟待解决的问题。在当前的相关研究中，就

上述问题而言，大多数研究者主要采用认知诊

断模型、知识追踪、项目反应理论、最近发展区

等理论［2］，而利用知识空间理论对该问题进行

的研究相对较少。然而，值得强调的是，知识

空间理论作为一个成熟、系统、科学且具备强

大可解释性的理论框架，在解决该问题上具有

天然的适用性。目前，知识空间理论已被广泛

应用于智能辅导系统如知识空间中的评估与学

习（Assessment and Learning in Knowledge Spac⁃
es，ALEKS）［3］、Stat-Knowlab［4］等。此外，Hell⁃
er 等［5-6］的研究探讨了知识空间理论与认知诊

断模型之间的密切关系。因此，在本文中，将

深入探讨知识空间理论在解决这一问题上的潜

力和价值。

Falmagne 和 Doignon［7］在知识空间理论中

提出了内边缘和外边缘的定义。并且老师可以

利用外边缘进行学习指导或学习路径推荐，利

用内边缘进行巩固学习推荐（包括布置作业）。

针对理论的不足，Falmagne 等［8-14］提出了基于

能力的知识空间理论。接着，Heller 等［5-6 ，15-18］

提出了在基于能力的知识空间理论中获取能力

状态并以此寻找学习路径的方法，但是该方法

在获取能力状态中需要引入额外的信息或者需

要变更问题集。 Stefanutti 等［19］在基于能力的

知识空间理论中针对合取模型提出了不必知道

具体能力状态也能寻找学习路径的方法，但是

该方法仅考虑有效外边缘非空的特殊情况。周

银凤等［20-21］利用形式概念分析方法，针对析

取、合取和能力模型分别提出了不必知道具体

能力状态也能寻找学习路径的方法，但是该方

法也仅考虑有效外边缘非空的特殊情况。综

上，我们会发现在知识空间理论的后续研究

中，大部分研究者只关注外边缘，而忽视内边

缘。这是因为内外边缘的大部分性质有着简单

的对应关系，但内边缘的应用不应被忽视。所

以本文旨在基于能力的知识空间理论中针对析

取、合取和能力模型分别提出一种基于同一类

能力的顶或底直接计算知识状态内掌握边缘，

进行个性化巩固学习推荐的一般方法。

在知识空间理论中，教师通过学生对测试

题的回答情况判断其当前的知识状态及其内边

缘。教师可基于此边缘提出学生现在要巩固的

问题，并给出学生要完成的作业。然而，知识

状态的内边缘可能是空的，这意味着处于该知

识状态的学生没有办法通过只复习一个问题来

巩固知识状态。因此，许多学者将自己的研究

局限在良级知识空间中，即一种每个知识状态

都有一个非空内边缘的特殊知识结构。此外，

Noventa 等在文献［22］中将外边缘的概念进行

拓展，不再局限于一次只能学习一个问题，这

也更符合实际情况，我们将其称为掌握边缘，

对应的我们可以给出内掌握边缘。

根据以上叙述，我们可以发现知识空间理

论的一个局限性，那就是学生学的应该是解决

问题所必需的技能和知识，而不是问题本身。

因此，Falmagne 等［8-14］提出了基于能力的知识

空间理论，并在文献［14］中进行详尽阐述，该

理论将技能引入知识空间理论。类似的，该理

论通过能力状态的内边缘提出学生现在要巩固

的技能，不过由于技能不能被直接观察到，所

以确定一项技能是否被成功巩固的唯一方法就

是观察知识状态的变化。然而，在实际生活中

拥有不同能力的学生可能表现为相同的知识状

态。所以，有时即使实际巩固失败（遗忘）了一

项技能，知识状态也不会产生任何改变。所以

在基于能力的知识空间理论中，我们更关注的

是能力状态的有效（内）边缘，即所有能使知识

状态产生变化的技能构成的集合。而知识状态

的变化离不开知识状态的边缘，并且在很多时

候，掌握一项技能，可能同时会解决多个问题，

因此不管是否引入技能，获取知识状态的内掌

握边缘都是一项重要的工作。但是文献［22］
仅给出了掌握边缘的定义，并没有进一步的研

究，也没有给出内掌握边缘的定义，更没有与

能力结合，特别是没给出获取内掌握边缘的算

法。所以本文旨在基于能力的知识空间理论中
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针对析取、合取和能力模型分别提出一种获取

内掌握边缘的算法。相比根据定义获取，该算

法耗时更短、占用内存更小。

本文的组织结构如下：第 1 节概述了知识

空间理论、基于能力的知识空间理论中的一些

基本概念。第 2 节分别在析取、合取和能力模

型中给出了两个刻画定理（一是用技能函数刻

画能力状态的顶或底；二是用问题函数刻画知

识状态的内掌握边缘）和对应的巩固学习推荐

方案。第 3 节分别在析取、合取和能力模型中

给出了根据定义和刻画定理获取内掌握边缘的

两种算法并通过实践对比算法的耗时长短和占

用内存大小。第 4 节总结全文。

1 基础知识 

在 1985 年，数学心理学家 Falmagne 和 Doi⁃
gnon 率先提出了知识空间理论，这一理论为教

育评估及巩固学习推荐提供了一个科学且有效

的理论框架。本节将结合文献［7，10，14，19，
23］介绍知识空间理论的基本概念。

知识状态与知识结构是知识空间理论的核

心概念：一个知识结构是一个二元组 ( Q，K )，其
中 Q 是非空有限集合，K 是 Q 的一个子集族，至

少包含 Q 和空集 ∅。集合 Q 称为知识结构的

问题域。它的元素称为问题或者项目。族 K 里

的子集 K 称为知识状态。当我们称 K 是集合 Q
上的知识结构时，就是指 ( Q，K ) 是一个知识结

构。域的具体内容可以在不发生歧义的前提下

省略，因为我们有∪K = Q。本文中符号∪K
表示集族的并，即∪K =∪K ∈ K K。此外，对并

运算封闭的知识结构称为知识空间；对交运算

封闭的知识结构称为简单闭包空间。

随着知识空间理论的发展，许多研究者意

识到学生学的应该是解决问题所必需的技能和

知识，而不是问题本身。为此，Falmagne 等提出

了基于能力的知识空间理论，该理论将技能引

入知识空间理论，并区分出两个平行且相互依

赖的水平：表现水平和能力水平。知识结构

( Q，K ) 位于表现水平。在能力水平上，一个能

力结构是一个二元组 ( S，C )，其中 S 是与 Q 相对

应的（与解决 Q 中的问题相关的）非空有限技

能集，C 是 S 的一个子集族，至少包含 S 和空集

∅。集合 S 的元素称为技能。族 C 里的子集称

为能力状态。这两个层次由两个映射连接起

来，分别称为技能函数（技能映射、技能多映

射）和问题函数。为了简化问题，若无特别说

明，后文所讨论的所有能力结构 C 都是 2S。

一个技能多映射是一个三元组 ( Q，S，μ )，其
中 Q 是一个非空有限问题域，S 是与 Q 相对应

的非空有限技能集，μ 是从 Q 到 (22S\{ }∅ ) \{∅}的
映射。对于 Q 中的任意一个 q，任意一个属于

μ( q ) 的集合 C 都将被称作解决问题 q 的能力。

此外，如果每个 μ( q ) 中的能力是成对不可比的

（关于集合包含），则称 ( Q，S，μ ) 为技能函数。

当集合 Q 和 S 由具体的内容定义时，我们有时

直接把 μ 本身称作一个技能多映射或技能函

数。每个技能多映射 ( Q，S，μ ) 可以诱导一个映

射 p：2S → 2Q，对 任 意 技 能 子 集 T ⊆ S，p(T ) =
{ q ∈ Q|∃C ∈ μ( q )，C ⊆ T }。 我 们 称 ( Q，S，p ) 为

由技能多映射 μ 诱导的问题函数。当集合 Q 和

S 由具体的内容定义时，我们有时直接把 p 本身

称作一个问题函数。对任意技能子集 T ⊆ S，

称 K = p(T ) 为能力状态 T 在能力模型下生成

的知识状态。称 K = { p(T )|T ⊆ S } 为技能多映

射 μ 在能力模型下生成的知识结构。

例子 1 给 定 技 能 多 映 射 ( Q，S，μ )，其 中

Q = { a，b，c，d }，S = { s，t，u }，μ 的定义如下：

μ (a)={{s，t}，{s，u}}，μ (b)={{u}，{s，u}}，
μ (c)={{s}，{t}，{s，u}}，μ (d )={{t}}。

技能多映射 μ 在能力模型下生成的知识

结构

K={ ∅，{ b }，{ c }，{ c，d }，{ a，b，c }，
{ a，c，d }，{ b，c，d }，Q }，

注意到 K 既不满足并封闭也不满足交封闭。

对于问题函数，明显有以下结论成立：

定理1［14］ 由任意技能函数 ( Q，S，μ ) 诱导的

问题函数 p 在集合包含方面是单调的（即对

∀T1，T2 ⊆ S，如 果 T1 ⊆ T2，则 p(T1 ) ⊆ p(T2 )），

并且满足 p( ∅ ) = ∅ 且 p( S ) = Q。

Heller 等［14］研究了两种特殊的技能函数，

即析取技能函数和合取技能函数。设 ( Q，S，μ )
是 一 个 技 能 函 数 。 如 果 对 ∀q ∈ Q，存 在
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C ⊆ S，C ≠ ∅，使得 μ( q ) = { { s } |s ∈ C } 成立，则

称技能函数 ( Q，S，μ ) 是一个析取技能函数，称

由析取技能函数 μ 诱导的问题函数 ( Q，S，pd ) 是
一 个 析 取 问 题 函 数 。 如 果 对 ∀q ∈ Q，存 在

C ⊆ S，C ≠ ∅，使得 μ( q ) = { C } 成立，则称技能

函数 ( Q，S，μ ) 是一个合取技能函数，称由合取

技能函数 μ 诱导的问题函数 ( Q，S，pc ) 是一个合

取问题函数。

析取和合取技能函数的表示可以通过引入

技能映射的符号进行简化［14 ，19］。一个技能映

射是一个三元组 ( Q，S，τ )，其中 Q 是一个非空有

限问题域，S 是与 Q 相对应的非空有限技能集，

τ 是从 Q 到 2S\ { ∅ } 的映射。对于 Q 中的任意

一个 q，S 的子集 τ( q ) 将被称作赋予 q 的技能集

合（根据技能映射 τ）。当集合 Q 和 S 由具体的

内容定义时，我们有时直接把 τ 本身称作一个

技能映射。那么，析取技能函数 ( Q，S，μ ) 可以

用技能映射 ( Q，S，τ ) 等价表示，其中对 ∀q ∈ Q，

满 足 μ( q ) = { { s } |s ∈ τ( q ) }；合 取 技 能 函 数

( Q，S，μ ) 可以用技能映射 ( Q，S，τ ) 等价表示，其

中对 ∀q ∈ Q，满足 μ( q ) = { τ( q ) }。进而得到析

取和合取问题函数的等价表示。对任意技能子

集 T ⊆ S，由析取技能函数 ( Q，S，τ ) 诱导的析取

问 题 函 数 pd (T ) = { q ∈ Q|τ( q )∩ T ≠ ∅ }；由 合

取 技 能 函 数 ( Q，S，τ ) 诱 导 的 合 取 问 题 函 数

pc (T ) = { q ∈ Q|τ( q ) ⊆ T }。 对 任 意 技 能 子 集

T ⊆ S，称 K = pd (T ) 为能力状态 T 在析取模型

下生成的知识状态，称 K = { pd (T )|T ⊆ S } 为技

能映射 τ 在析取模型下生成的知识空间；称

K = pc (T ) 为能力状态 T 在合取模型下生成的

知识状态，称 K = { pc (T )|T ⊆ S } 为技能映射 τ
在合取模型下生成的简单闭包空间。

例子 2 给定技能映射 ( Q，S，τ )，其中 Q =
{ a，b，c，d，e }，S = { s，t，u，v }，τ 的定义如下：

τ (a)={t，u}，τ (b)={s，u，v}，τ (c)={t}，
τ (d )={t，u}，τ (e)={u}。

设 T = { s，u，v }，则 T 在析取模型下生成的

知识状态为 { a，b，d，e }，合取模型下生成的知识

状态为 { b，e }。技能映射 τ 在析取模型下生成

的知识空间

K = { ∅，{ b }，{ a，c，d }，{ a，b，c，d }，

{ a，b，d，e }，Q } 。
技能映射 τ 在合取模型下生成的简单闭包空间

K = { ∅，{ c }，{ e }，{ b，e }，{ a，c，d，e }，Q } 。
对于析取和合取问题函数，明显有以下结

论成立：

定理 2［14］ 设 ( Q，S，pd ) 是一个析取问题函

数 ，( Q，S，pc ) 是 一 个 合 取 问 题 函 数 ，对

∀T1，T2 ⊆ S，

（1）如 果 T1 ⊆ T2，则 pd (T1 ) ⊆ pd (T2 ) 和

pc (T1 ) ⊆ pc (T2 )。
（2） pd (T1 ∪ T2 ) = pd (T1 )∪ pd (T2 )，

pc (T1 ∩ T2 ) = pc (T1 )∩ pc (T2 )。
在知识结构 ( Q，K ) 中，Kq 是 K 中所有包含

元 素 q 的 知 识 状 态 构 成 的 集 族 ，即 Kq =
{ K ∈ K|q ∈ K }。q* 是 Q 中所有与元素 q 总是一

起出现在相同状态中的元素构成的集合，即

q* = { r ∈ Q|Kq = Kr }，并称为知识结构的一个

概念。如果知识结构中的所有概念都只包含一

个元素，那么该知识结构称为可辨识的。在可

辨识的知识结构 ( Q，K ) 中，状态 K ( ∈ K ) 的内边

缘是问题集合 K I = { q ∈ K|K\ { q } ∈ K }。从教

育学的观点来讲，K 的内边缘表示知识状态为

K 的学生状态的高点。这是学生最近才掌握的

问题集合，这种掌握可能是不牢固的，需要复

习 巩 固 。 但 是 对 于 给 定 的 可 辨 识 知 识 结 构

( Q，K )，其 中 Q = { a，b，c，d }，K = { ∅，{ c }，
{ d }，{ b，d }，{ a，c，d }，Q }，注 意 到 { a，c，d }I =
∅，所以知识状态的内边缘可能是空的，这意

味着处于该知识状态的学生没有办法通过只复

习一个问题来巩固知识状态。因此，为了更有

效地指导学生复习巩固，我们类比 Noventa 等在

文献［22］中提出的（外）掌握边缘，将 K I 推广

到 K IM，定义如下。

定义 1［22］ 在 知 识 结 构 ( Q，K ) 中 ，状 态

K ( ∈ K ) 的内掌握边缘是问题集族

K IM={B ⊆ K|K\B ∈ K，B 非空极小}，
其中极小性表示对任意 B ∈ K IM，都不存在非

空集 B′ ⊂ B，满足 K\B′ ∈ K。

2 主要结果 

一般地，在基于能力的知识空间理论中，我

4
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们会通过询问专家等方式获得目标领域的问题

集和解决这些问题所需的技能集，以及问题和

技能间的对应关系，即技能函数（技能映射、技

能多映射）。由此诱导出对应的问题函数和知

识结构，再利用知识结构进行测试得到学生的

知识状态，最后根据知识状态、技能函数和问

题函数进行巩固学习推荐。这最后一步就是本

节的研究重点。

在基于能力的知识空间理论中进行巩固学

习推荐，本质上就是提出学生现在要巩固的技

能，不过由于技能不能被直接观察到，所以确

定一项技能是否被成功巩固的唯一方法就是观

察知识状态的变化。而知识状态的变化离不开

知识状态的边缘，并且在很多时候，掌握一项

技能，可能同时会解决多个问题，因此不管是

否引入技能，获取知识状态的内掌握边缘都是

一项重要的工作。

直观地，我们可以利用问题函数得到知识

结构，再进一步通过定义得到内掌握边缘。然

而，这样做有些繁琐：需要先利用问题函数构

建中间产物——知识结构，并且我们知道知识

结构的构建比较耗时，构建成功的知识结构又

比较占内存。所以我们想能否利用问题函数直

接得到内掌握边缘。

2.1　合取模型下的巩固学习推荐　

定义 2［19］ 设 (Q，S，p) 是一个问题函数，对

T ⊆ S，称

[T ]={T′ ⊆ S|p (T )= p (T′) }
为能力状态 T 的等价类。设 p 是一个合取问题

函数，称

ë ûT =∩[ ]T

为等价类 [T ]的底或能力状态 T 的底。

定理 3 设 (Q，S，pc) 是一个合取问题函数，

有以下结论成立：

（1）ë ûT ∈ [T ]，即 pc (ë ûT ) = pc (T )。
（2）∀T′ ∈ [T ]，ë ûT ⊆ T′。
证明 （1）因为 pc 是合取问题函数，所以函

数 pc 保 持 交 封 闭 ，所 以 对 ∀T1，T2 ∈ [T ]，有

pc (T1 ∩ T2 ) = pc (T1 ) ∩ pc (T2 ) = pc (T ) ∩ pc (T ) =
pc (T ) 成立，所以 T1 ∩ T2 ∈ [T ]，所以由数学归

纳法可得 ë ûT =∩[ ]T ∈ [T ]，即问题函数合取

时能力状态的等价类保持交封闭。

（2）由定义易知。

定理 4 设 (Q，S，τ) 是一个技能映射，pc 是

由 技 能 映 射 τ 诱 导 的 合 取 问 题 函 数 ，K =
{ pc (T )|T ⊆ S } 是技能映射 τ 在合取模型下生成

的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，都

存在 T ⊆ S，使得 K = pc (T )。此时，知识状态

K 的内掌握边缘可以刻画为：

K IM={ B|B = pc (T )\pc (T\T0 )，
T0 ⊆ T，B 非空极小 }，

其中极小性表示对任意 B ∈ K IM，都不存在非空

集 B′ ⊂ B，满足 B′ = pc (T )\pc (T\T0 )，T0 ⊆ T。

证明 （1）先证 { B ⊆ K|K\B ∈ K } = { B|B =
pc (T )\pc (T\T0 )，T0 ⊆ T }。 记 X = { B ⊆ K|K\
B ∈ K }，Y ={ B|B = pc (T )\pc (T\T0 )，T0 ⊆ T }。

对 ∀B ∈ X，有 K\B ∈ K，B ⊆ K。记 K1 = K\
B，那么存在 T1 ⊆ S，使得 K1 = pc (T1 )，并且有

K1 ⊆ K 成立，需要注意此时 T1 ⊆ T 未必成立。

又 因 为 B ⊆ K，所 以 B = K\K1。 又 因 为

K1 ⊆ K，所 以 由 定 理 2 可 得 K1 = K ∩ K1 =
pc (T )∩ pc (T1 ) = pc (T ∩ T1 )，所 以 存 在 T0 = T\
T1 ⊆ T，有 T\T0 = T\(T\T1 ) = T ∩ T1，pc (T\
T0 ) = pc (T ∩ T1 ) = K1， 使 得 B = K\K1 = pc

(T )\pc (T\T0 )，所以 B ∈ Y，所以 X ⊆ Y。

另 一 方 面 ，对 ∀B ∈ Y，存 在 T0 ⊆ T，使 得

B = pc (T )\pc (T\T0 )，其 中 pc (T ) = K，pc(T\
T0 ) ∈ K，令 K1 = pc (T \T0 )，则 B = K\K1 ⊆ K。

又因为 T\T0 ⊆ T，所以由定理 2 可得 K1 = pc (T\
T0 ) ⊆ pc (T ) = K， 所 以 K\B = K\( K\K1 ) =
K ∩ K1 = K1 ∈ K，所以 B ∈ X，所以 Y ⊆ X。

综上：X = Y。

（2）对（1）中结果等式两边同时要求 B 非空

极小，再由定义 1 即可证明。

推论 1 设 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，pc 是

由 技 能 映 射 τ 诱 导 的 合 取 问 题 函 数 ，K =
{ pc (T )|T ⊆ S } 是技能映射 τ 在合取模型下生成

的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，都

存在 T ⊆ S，使得 K = pc (T )。此时，知识状态 K
的内掌握边缘可以刻画为：

K IM ={ B|B = pc (ë ûT ) \pc (ë ûT \T0)，
T0 ⊆ ë ûT ，B非空极小 }，

5
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其中极小性表示对任意B ∈ K IM，都不存在非空集

B′ ⊂ B，满足B′ = pc (ë ûT ) \pc (ë ûT \T0)，T0 ⊆ ë ûT 。

证明 因为 pc (ë ûT ) = pc (T ) = K，所以定理

4 中的能力状态 T 可以直接取其底 ë ûT 。

然而，仅根据定理 4、推论 1 的刻画求解内

掌握边缘并不是一件容易的事情，因为使用定

理 4 需要先知道一个表现为 K 的能力状态 T，

使用推论 1 需要先知道所有表现为 K 能力状态

[T ]的底 ë ûT 。而根据定义我们很难通过技能

映射直接获得表现为 K 的能力状态，只能在根

据问题函数建立知识结构 ( )K = { pc (T )|T ⊆ S }
的过程中记录下有哪些能力状态表现为 K，这

明显是低效的。为了简化这个过程，下面给出

通过技能映射直接获得所有表现为 K 能力状态

[T ]的底 ë ûT 的方法。

引理 1 设 (Q，S，pc)是一个合取问题函数，对

∀T，T1 ⊆ S，有pc (ë ûT )⊆ pc (T1)⇔ ë ûT ⊆ T1 成立。

证明 充分性由定理 2 可证。下证必要性，

因 为 pc (ë ûT ) ⊆ pc (T1)，所 以 pc (ë ûT ∩ T1) = 
pc (ë ûT ) ∩ pc (T1) = pc (ë ûT ) = pc (T )，所 以 ë ûT ∩
T1 ∈ [T ]，所以 ë ûT ⊆ ë ûT ∩ T1，所以 ë ûT ⊆ T1。

定理 5 设 (Q，S，τ) 是一个技能映射，pc 是

由 技 能 映 射 τ 诱 导 的 合 取 问 题 函 数 ，K =
{ pc (T )|T ⊆ S } 是技能映射 τ 在合取模型下生成

的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，都

存在 T ⊆ S，使得 K = pc (T )。此时，能力状态

T 的底可以刻画为：ë ûT =∪q ∈ K τ ( )q 。

证 明 一 方 面 ，因 为 pc (ë ûT )={ q∈Q|τ

(q)⊆ë ûT }=K，所以对 ∀q∈K，τ (q)⊆ë ûT ， 所 以

∪q ∈ K τ ( )q ⊆ ë ûT 。 另 一 方 面 ，对 ∀q′ ∈ K，τ (q′)
⊆∪q ∈ K τ ( )q ，所 以 q′ ∈ pc (∪q ∈ K τ ( )q )，所 以

pc (ë ûT ) = K ⊆ pc (∪q ∈ K τ ( )q )，所 以 由 引 理 1 可

得 ë ûT ⊆∪q ∈ K τ ( )q 。

综上：ë ûT =∪q ∈ K τ ( )q 。

例子 3（续例子 2） 根据推论 1，定理 5 求

解知识状态 K ={b，e}的内掌握边缘 K IM：

（1）求 解 ë ûT ，（其 中 T ⊆ S，K = pc (T )）：

ë ûT =∪q ∈ K τ ( )q =∪q ∈{ }b，e
τ ( )q ={s，u，v}。

（2）获 取 T0 的 取 值 范 围 ：T0 ⊆ ë ûT =
{s，u，v}，所以

T0∈{ ∅，{ s }，{ u }，{ v }，{ s，u }，
{ u，v }，{ s，v }，{ s，u，v } } 。

（3）遍历 T0，求解 B = pc (ë ûT ) \pc ( ë ûT \T0 )：
当 T0 ∈{ ∅ } 时 B = ∅，当 T0 ∈{ { s }，{ v }，{ s，v } }
时 B ={ b }，当 T0 ∈{ { u }，{ s，u }，{ u，v }，{ s，u，v } }
时B ={ b，e }。

（4）要求 B 非空极小，得 K IM = { { b } }。
至此，我们已经可以在合取模型中用技能

函数刻画能力状态的底，用问题函数刻画知识

状态的内掌握边缘。当然在基于能力的知识空

间理论中，只获取知识状态的内掌握边缘是不

够的，还需要推荐对应的技能集进行学习巩

固，如定理 6 所示。

定理 6 设 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，pc 是

由 技 能 映 射 τ 诱 导 的 合 取 问 题 函 数 ，K =
{ pc (T )|T ⊆ S } 是技能映射 τ 在合取模型下生成

的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，都

存在 T ⊆ S，使得 K = pc (T )。此时，知识状态

K 的内掌握边缘为 K IM，那么对于任意问题集

B ∈ K IM，存在 TB ⊆ S，使得 K\B = pc (TB )。而

处于知识状态 K 的学生，要想巩固知识状态 K，

只需要巩固学习技能集 T0 即可，其中 T0 ∈ T =
{∪B ∈ K IM ë ûT \ ë ûTB }。

证明 对于任意 B ∈ K IM，K\B ∈ K，那么存

在 TB ⊆ S，使得 K\B = pc (TB )。又因为 B ≠ ∅，

所 以 pc (ë ûTB ) = K\B ⊂ K = pc (ë ûT )，所 以 由 引

理 1 可 得 ë ûTB ⊆ ë ûT 。 假 设 ë ûTB = ë ûT ，那 么

pc (ë ûTB ) = pc (ë ûT ) 即 K\B = K，矛 盾 ，所 以

ë ûTB ⊂ ë ûT ，所以 ë ûT \ ë ûTB ≠ ∅，T ≠ ∅。

处于知识状态 K 的学生如果发生退步，知识

状态最可能退步至 K\B，其中 B ∈ K IM。对任意

B ∈ K IM，存在 TB ⊆ S，使得 K\B = pc (TB)。对于

任意 TB ′ ∈ [TB ]，任意 T0 ∈ T，有 T0 =∪B ∈ K IMë ûT \

ë ûTB ≠ ∅，又 因 为 ë ûTB ⊆ ë ûT ，所 以 ë ûTB ∪ T0 ⊇
ë ûTB ∪ (ë ûT \ ë ûTB )= ë ûTB ∪ ë ûT = ë ûT ，又 因 为 TB ′
∈ [TB ]，所以 TB ′ ⊇ ë ûTB ，所以 TB ′ ∪ T0 ⊇ ë ûT ，所

以由定理 2 可得 pc (TB ′ ∪ T0) ⊇ pc (ë ûT ) = K。

注 1 内掌握边缘 K IM 中的所有问题集 B 都有可
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能遗忘，都需要巩固。

注 2 对于学生是否巩固了知识状态 K，可以使用

问题集∪K IM 进行检验。

例子 4（续例子 3） 根据定理 6 给出巩固知

识状态 K 的方案，其中 K = { b，e }，B ∈ K IM =
{ { b } }：

（1）遍 历 B，求 解 ë ûTB ，（其 中 TB ⊆ S，K\
B = pc (TB )）：当B={ b }时ë ûTB =∪q∈{ }e

τ ( )q ={ u }。
（2）求解 T：因为 ë ûT ={s，u，v}，所以当 B =

{b} 时 ë ûT \ ë ûTB ={s，v}，所 以 T ={∪B ∈ K IMë ûT \

ë ûTB }={{s，v}}。
（3）给出推荐方案 T0 ( ∈ T )：推荐学生巩固

学习技能集 { s，v }。
这就是合取模型中基于能力的个性化巩固

学习推荐过程，在这个过程中，我们不需要知

道学生的具体能力状态，也不需要建立整个知

识结构。

2.2　析取模型下的巩固学习推荐　

定义 3［19］ 设 ( Q，S，p ) 是一个问题函数，对

T ⊆ S，称

[T ]={T′ ⊆ S|p (T )= p (T′) }
为能力状态 T 的等价类。设 p 是一个析取问题

函数，称

é ùT =∪[T ]
为等价类 [T ]的顶或能力状态 T 的顶。

定理 7 设 ( Q，S，pd ) 是一个析取问题函数，

有以下结论成立：

（1）é ùT ∈ [T ]，即 pd(é ùT ) = pd(T )。
（2）∀T′ ∈ [T ]，T′ ⊆ é ùT 。

证明 （1）因为 pd 是析取问题函数，所以函

数 pd 保持并封闭，所以对 ∀T1，T2 ∈ [T ]，有
pd (T1 ∪ T2 )= pd (T1 )∪ pd (T2 )=

pd (T )∪ pd (T )= pd (T )
成立，所以 T1 ∪ T2 ∈ [T ]，所以由数学归纳法可

得 é ùT =∪[T ]∈ [T ]，即问题函数析取时能力状

态的等价类保持并封闭。

（2）由定义易知。

引理 2 设 ( Q，S，pd ) 是一个析取问题函数，

对 ∀T，T1 ⊆ S，有 pd(T1) ⊆ pd(é ùT ) ⇔ T1 ⊆ é ùT

成立。

证明 充分性由定理 2 可证。下证必要性，

因为 pd(T1) ⊆ pd(é ùT )，所以

pd(T1∪é ùT )=pd( )T1 ∪pd( )é ùT =pd( )é ùT =pd( )T ，

所以T1 ∪ é ùT ∈ [T ]，所以T1 ∪ é ùT ⊆ é ùT ，T1 ⊆ é ùT 。

定理 8 设 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，pd 是

由 技 能 映 射 τ 诱 导 的 析 取 问 题 函 数 ，K =
{ pd (T )|T ⊆ S } 是技能映射 τ 在析取模型下生成

的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，都

存在 T ⊆ S，使得 K = pd (T )。此时，知识状态

K 的内掌握边缘可以刻画为：

K IM={ B|B =
pd(é ùT ) \pd(é ùT \T0)，T0 ⊆ é ùT ，B非空极小 }，

其中极小性表示对任意 B ∈ K IM，都不存在非

空集B′⊂B，满足B′=pd(é ùT ) \pd(é ùT \T0)，T0⊆é ùT 。

证 明 （1）先 证 { B ⊆ K|K\B ∈ K }={ B|B =
pd(é ùT ) \pd(é ùT \T0)，T0 ⊆ é ùT }。记

X ={ B ⊆ K|K\B ∈ K }，Y ={ B|B = pd(é ùT ) \
pd ( é ùT \T0 )，T0 ⊆ é ùT } 。

对 ∀B ∈ X，有 K\B ∈ K，B ⊆ K。记 K1 = K\
B，那么存在 T1 ⊆ S，使得 K1 = pd(T1)，并且有

K1 ⊆ K 成立，即 pd(T1) ⊆ pd(é ùT )，所以由引理 2
可得 T1 ⊆ é ùT 。又因为 B ⊆ K，所以 B = K\K1。

又因为 T1 ⊆ é ùT ，所以存在 T0 = é ùT \T1 ⊆ é ùT ，

有 T1 = é ùT \T0，K1 = pd(T1) =pd(é ùT \T0)，使得

B = K\K1 = pd(é ùT ) \pd(é ùT \T0)，所 以 B ∈ Y，

所以 X ⊆ Y。

另一方面，对 ∀B∈Y，存在 T0⊆é ùT ，使得 B=
pd(é ùT ) \pd(é ùT \T0)，其 中 pd(é ùT )=K，pd(é ùT \
T0)∈K，令K1=pd(é ùT \T0)，则B=K\K1⊆K。又因

为 é ùT \T0⊆é ùT ，所以由定理 2 可得 K1=pd(é ùT \
T0)⊆pd(é ùT )=K，所 以 K\B = K\ (K\K1) = K ∩
K1 = K1 ∈ K，所以 B ∈ X，所以 Y ⊆ X。

综上：X = Y。

（2）对（1）中结果等式两边同时要求 B 非空

极小，再由定义 1 即可证明。

注 3 如果将以上定理中的 é ùT 替换为能使 K =
pd (T ) 成立的任意集合 T，结论未必成立，如下例子

所示。

例子 5（续 例 子 2） 对 于 知 识 状 态 K =

7
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{ a，b，d，e }，取 T = { u }，显然 pd (T ) = K，由定义

1 可知 B = { a，d，e } ∈ K IM，且 K\B = { b } ∈ K，但

是对于 ∀T0 ⊆ T = { u }，pd (T )\pd (T\T0 ) ≠ B。

同样地，下面给出通过技能映射直接获得

所有表现为 K 能力状态 [T ]的顶 é ùT 的方法。

定理 9 设 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，pd 是

由 技 能 映 射 τ 诱 导 的 析 取 问 题 函 数 ，K =
{ pd (T )|T ⊆ S } 是通过析取模型被映射 τ 描绘的

知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，都存

在 T ⊆ S，使得 K = pd (T )。此时，能力状态 T

的顶可以刻画为：é ùT = S\∪q ∈ Q\K
τ ( )q 。

证明 一方面，因为 pd(é ùT )={ q ∈ Q|τ (q)∩
é ùT ≠ ∅ } =K，所以对∀q∉K，q∈Q\K，τ (q)∩é ùT =
∅，因 此 ∪q∈Q\K

τ ( )q ∩é ùT =∅，进 一 步 得 S\

∪q∈Q\K
τ ( )q ⊇é ùT 。另一方面，对 ∀q′∉K，q′∈Q\K，

τ (q′)⊆∪q∈Q\K
τ ( )q ，因 此 τ (q′)∩(S\∪q∈Q\K

τ ( )q )=
∅，由 此 得 q′∉pd(S\∪q∈Q\K

τ ( )q )，所 以 pd(S\

∪q∈Q\K
τ ( )q )⊆K=pd(é ùT )，再 由 引 理 2 可 得 S\

∪q∈Q\K
τ ( )q ⊆é ùT 。

综上：é ùT = S\∪q ∈ Q\K
τ ( )q 。

例子 6（续例子 2） 根据定理 8，定理 9 求

解知识状态 K = { a，b，c，d } 的内掌握边缘 K IM：

（1）求解 é ùT ，（其中 T ⊆ S，K = pd (T )）：

é ùT = S\∪q ∈ Q\K
τ ( )q = S\∪q ∈{ }e

τ ( )q =
S\ { u } = { s，t，v } 。

（2）获取 T0 的取值范围：

T0 ⊆ é ùT = { s，t，v }，
所以

T0 ∈{ ∅，{ s }，{ t }，{ v }，{ s，t }，{ t，v }，
{ s，v }，{ s，t，v } } 。

（3）遍历 T0，求解 B = pd(é ùT ) \pd ( é ùT \T0 )：
当 T0 ∈{ ∅，{ s }，{ v } } 时 B = ∅，当 T0 ∈{ { s，v } }
时 B ={ b }，当 T0 ∈{ { t }，{ s，t }，{ t，v } } 时 B =
{ a，c，d }，当T0 ∈{ { s，t，v } }时B ={ a，b，c，d }。

（4）要 求 B 非 空 极 小 ，得 K IM = { { b }，
{ a，c，d } }。

至此，我们已经可以在析取模型中用技能

函数刻画能力状态的顶，用问题函数刻画知识

状态的内掌握边缘。当然，在基于能力的知识

空间理论中，只获取知识状态的内掌握边缘是

不够的，还需要推荐对应的技能集进行学习巩

固，如下定理所示。

定理 10 设 ( Q，S，τ ) 是一个技能映射，pd 是

由 技 能 映 射 τ 诱 导 的 析 取 问 题 函 数 ，K =
{ pd (T )|T ⊆ S } 是技能映射 τ 在析取模型下生成

的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，都

存在 T ⊆ S，使得 K = pd (T )。此时，知识状态

K 的内掌握边缘为 K IM，那么对于任意问题集

B ∈ K IM，存在 TB ⊆ S，使得 K\B = pd (TB )。而

处于知识状态 K 的学生，要想巩固知识状态 K，

只需要巩固学习技能集 T0 即可，其中 T0 ∈ T =
{T0|T0 =∪B ∈ K IM{ }s ，s ∈ é ùT \ é ùTB }。

证明 对于任意 B ∈ K IM，K\B ∈ K，那么存

在 TB ⊆ S，使得 K\B = pd(TB)。又因为 B ≠ ∅，

所以 pd(é ùTB ) = K\B ⊂ K = pd(é ùT )，所以由引

理 2 可 得 é ùTB ⊆ é ùT 。 假 设 é ùTB = é ùT ，那 么

pd(é ùTB ) = pd(é ùT ) 即 K\B = K，矛 盾 ，所 以

é ùTB ⊂ é ùT ，所以 é ùT \ é ùTB ≠ ∅，T ≠ ∅。

处于知识状态K的学生如果发生退步，知识状

态 最 可 能 退 步 至 K\B，其 中 B ∈ K IM。 对 任 意

B ∈ K IM，存在 TB ⊆ S，使得 K\B = pd(TB)。对于任

意 TB ′ ∈ [TB ]，任意 T0 ∈ T，存在 s ∈ é ùT \ é ùTB ≠ ∅，

使得 T0 ⊇{ s }，令 T0B ={ s }≠ ∅。所以 T0B ⊈ é ùTB

但 T0B ⊆ é ùT 。 又 因 为 TB ′ ∈ [TB ] 且

TB ′ ⊆ é ùTB ⊆ é ùT ，所以TB ′ ⊂ TB ′ ∪ T0B ⊆ é ùT 。由定

理2可得

K\B = pd (TB ′ )⊆ pd (TB ′ ∪ T0B )⊆ pd(é ùT )= K。
假设 pd(TB ′ ∪ T0B)= K\B，那么 TB ′ ∪ T0B ∈ [TB ]，所
以 TB ′ ∪ T0B ⊆ é ùTB ，与 T0B ⊈ é ùTB 矛盾，所以 pd (TB ′
∪T0B )⊃ K\B，又因为 pd (TB ′ ∪ T0B )⊆ K，所以存在

B′ = K\pd (TB ′ ∪ T0B )⊆ K，并 且 有 K\B′ = pd (TB ′
∪T0B )∈ K，所以K\B′ = pd (TB ′ ∪ T0B )⊃ K\B。又因

为B′，B ⊆ K，所以B′ ⊂ B，假设B′ ≠ ∅，与B的极小

性矛盾，所以 B′ = ∅，所以 pd (TB ′ ∪ T0 )⊇ pd (TB ′
∪T0B )= K。

注 4 内掌握边缘 K IM 中的所有问题集 B 都有可

能遗忘，都需要巩固。

注 5 对于学生是否巩固了知识状态 K，可以使用
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问题集∪K IM 进行检验。

例子 7（续例子 6） 根据定理 10 给出巩固

知 识 状 态 K 的 方 案 ，其 中 K = { a，b，c，d }，
B ∈ K IM = { { b }，{ a，c，d } }：

（1）遍 历 B，求 解 é ùTB ，（其 中 TB ⊆ S，K\
B = pd (TB )）：当 B = { b } 时

é ùTB = S\∪q ∈{ }b，e
τ ( )q = S\ { s，u，v }={ t }，

当 B ={ a，c，d } 时 é ùTB = S\∪q ∈{ }a，c，d，e
τ ( )q = S\

{ t，u }={ s，v }。
（2）求解 T：因为 é ùT = { s，t，v }，所以当 B =

{ b } 时 é ùT \ é ùTB = { s，v }，当 B = { a，c，d } 时 é ùT \
é ùTB = { t }，所以

T = { T0|T0 =∪B ∈ K IM{ s }，s ∈ é ùT \ é ùTB } =
{ { s，t }，{ v，t } } 。

（3）给出推荐方案 T0 ( ∈ T )：推荐学生巩固

学习技能集 { s，t } 或 { v，t }。
这就是析取模型中基于能力的个性化巩固

学习推荐过程，在这个过程中，我们不需要知

道学生的具体能力状态，也不需要建立整个知

识结构。

2.3　能力模型下的巩固学习推荐　

因为能力模型的问题函数 p 既不满足并封

闭也不满足交封闭，所以能力模型的能力状态

的等价类不像析取模型和合取模型那样存在唯

一的顶或底，所以对于能力模型我们只能退而

求其次，研究顶空间，定义如下。

定义 4 设 ( Q，S，p ) 是 一 个 问 题 函 数 ，对

T ⊆ S，[T ]是能力状态 T 的等价类，称

é ùT * ={T′|T′ ∈ [T ]，T ′极大}
为能力状态 T 的顶空间。其中极大性表示对任

意 T′ ∈ é ùT *
，都不存在 T′′ ⊃ T′，满足 T′′ ∈ [T ]。

定理11 设 ( Q，S，p ) 是一个问题函数，有以

下结论成立：

（1）∀T′ ∈ é ùT *
，T′ ∈ [T ]，即 p(T′ ) = p(T )。

（2）∀T′ ∈ [T ]，∃T′′ ∈ é ùT *
，使得 T′′ ⊇ T′。

（3）∀T′ ∈ é ùT *
，不 存 在 T′′ ∈ [T ]，使 得 T′′

⊃ T′。
类比引理 2 和定理 9 我们可以得到以下引

理和定理：

引理 3 设 ( Q，S，p ) 是 一 个 问 题 函 数 ，对

∀T，T1 ⊆ S，有p (T1)⊆ p (T )⇔ ∃T′ ∈ é ùT **
， s.t.T1 ⊆

T′ 成 立 。 其 中 é ùT ** ={ T′|T′ ∈ 2S\∪q ∈ Q\K

∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q ，T ′极大 }。

其中极大性表示对任意 T′ ∈ é ùT **
，都不存

在 T′′ ⊃ T′，满足

T′′ ∈ 2S\∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q 。

证明 先证充分性，因为 T′ ∈ é ùT **
，所以由问

题函数 p 的定义得 p(T′ ) ⊆ K = p(T )。又因为

T1 ⊆ T′，所以由定理 1 可得 p(T1 ) ⊆ p(T′ )。所以

p(T1 ) ⊆ p(T )。再证必要性，因为 p(T1 ) ⊆ p(T )=
K，所以由问题函数 p 的定义得，对任意 q ∈ Q\K，

任 意 τ (q)∈ μ (q)，都 有 τ (q)⊈ T1，所 以 T1 ∈ 2S\

∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q ，所 以 存 在 T′

∈ é ùT **
，使得T1 ⊆ T′成立。

注 6 é ùT **
未必等于 é ùT *

，并且如果将以上引理中

的 é ùT **
替换为 é ùT *

结论未必成立，如例子 8 所示。

例子 8 给 定 技 能 多 映 射 ( Q，S，μ )，其 中

Q = { a，b，c }，S = { s，t，u }，μ 的定义如下：

μ (a)={{t}}，μ (b)={{s}，{t，u}}，μ (c)={{s，t}}。
通过能力模型被给定技能多映射描绘的知

识结构 K ={∅，{a}，{b}，{a，b}，Q}，其中 ∅ =
p( ∅ ) = p( { u } )；{ a } = p( { t } )；{ b } = p( { s } ) =
p( { s，u } )； { a，b } = p( { t，u } )； Q = p( { s，t } ) =
p( S )。

对 于 能 力 状 态 T = { t，u }，可 得 p(T ) =
{ a，b }，é ùT ** = { { s，u }，{ t，u } }，é ùT * = { { t，u } }，

é ùT ** ≠ é ùT *
。 再 取 能 力 状 态 T1 = { s }，可 得

p(T1 ) = { b } ⊆ { a，b } = p(T )，但 是 对 于 ∀T′
∈ é ùT *

，T1 ⊈ T′。
同样的，我们可以使用技能函数刻画能力

状态的顶空间。

定理 12 设 ( Q，S，μ ) 是一个技能多映射，p

是 由 技 能 多 映 射 μ 诱 导 的 问 题 函 数 ，K =
{ p(T )|T ⊆ S } 是技能多映射 μ 在能力模型下生

成的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，

都存在 T ⊆ S，使得 K = p(T )。此时，能力状态

T 的顶空间可以刻画为：

9
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é ùT * ={T′|T′ ∈ é ùT **
，p (T′)= p (T ) }，

其中

é ùT ** ={ T′|T′ ∈ 2S\

∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q ，T ′极大 }。

其中极大性表示对任意 T′ ∈ é ùT **
，都不存在

T′′ ⊃ T′，满足

T′′ ∈ 2S\∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q 。

证明 记 X ={T′|T′ ∈ [T ]，T ′极大}，Y = { T′

|T′ ∈ é ùT **
，p (T′) = p (T ) }。

（1）对 ∀T′ ∈ X，因为 T′ 极大，所以不存在

T′′ ⊃ T′，满足 T′′ ∈ [T ]。又因为 T′ ∈ [T ]，所以

p(T′ ) = p(T ) = K，所 以 由 问 题 函 数 p 的 定 义

得 ，对 任 意 q ∈ Q\K，任 意 τ( q ) ∈ μ( q )，都 有

τ (q) ⊈ T′，所以

T′ ∈ 2S\∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q ，

所以

[T ]⊆ 2S\∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q 。

假设 T′ ∉ Y，又因为 p(T′ ) = p(T )，所以 T′
∉ é ùT **

，又因为

T′ ∈ [T ]⊆
2S\∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q ，

所以存在 T′′ ⊃ T′，满足 T′′ ∈ é ùT **
，所以 p(T′′ )

⊆ p(T ) = K。 又 因 为 T′′ ⊃ T′，所 以 p(T′′ )
⊇ p(T′ ) = K，所 以 p(T′′ ) = K = p(T )，所 以 T′′
∈ [T ]，矛盾，所以 T′ ∈ Y，所以 X ⊆ Y。

（2）另 一 方 面 ，对 ∀T′ ∈ Y，有 p(T′ ) =
p(T ) = K，所以 T′ ∈ [T ]。又因为 T′ ∈ é ùT **

，所

以 T′ 极大，所以不存在 T′′ ⊃ T′，满足 T′′ ∈ 2S\

∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q 。 又 因 为

[T ]⊆ 2S\∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q ，所

以不存在 T′′ ⊃ T′，满足 T′′ ∈ [T ]，所以 T′ ∈ X，

所以 Y ⊆ X。

综上：X = Y，即 é ùT * ={ T′|T′ ∈ é ùT **
，p(T′ )=

p(T ) }，定理得证。

定理 13 设 ( Q，S，μ ) 是一个技能多映射，p

是 由 技 能 多 映 射 μ 诱 导 的 问 题 函 数 ，K =

{ p(T )|T ⊆ S } 是技能多映射 μ 在能力模型下生

成的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，

都存在 T ⊆ S，使得 K = p(T )。此时，知识状态

K 的内掌握边缘可以刻画为：

K IM={ B|B = K\p (T′\T0)，T0 ⊆ T′，
p (T′\T0)⊆ K，B非空极小 }，

其中

T′ =∪é ùT **
，

é ùT ** = { T′|T′ ∈ 2S\

∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q ，T′极大 }。

其中极大性表示对任意 T′ ∈ é ùT **
，都不存在

T′′ ⊃ T′，满足

T′′ ∈ 2S\∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q { }T ″∈ 2S|T ″⊇ τ ( )q 。

其中极小性表示对任意 B ∈ K IM，都不存在非

空 集 B′ ⊂ B，满 足 B′ = K\p(T′\T0 )，T0 ⊆ T′，
p(T′\T0 ) ⊆ K。

证明 （1）先证 { B ⊆ K|K\B ∈ K } = { B|B =
K\p(T′\T0 )，T0 ⊆ T′，p(T′\T0 ) ⊆ K }。记

X ={ B ⊆ K|K\B ∈ K }，Y ={ B|B = K\p(T′\
T0 )，T0 ⊆ T′，p(T′\T0 )⊆ K }。

对 ∀B ∈ X，有 K\B ∈ K。 记 K1 = K\B，那 么 存

在 T1 ⊆ S，使 得 K1 = p(T1 )，并 且 有 K1 ⊆K 成

立，即 p(T1 ) ⊆ p( T ) = K，所以由引理 3 可得存

在 T′′ ∈ é ùT **
，使得 T1 ⊆ T′′，所以 T1 ⊆ T′。又因

为 B ⊆ K，所以 B = K\K1。又因为 T1 ⊆ T′，所

以 存 在 T0 = T′\T1 ⊆ T′，有 T′\T0 = T′\(T′\
T1 ) = T′ ∩ T1 = T1，p(T′\T0 ) = p(T1 ) = K1，使

得 B = K\K1 = K\p(T′\T0 )，所 以 B ∈ Y，所

以 X ⊆ Y。

另一方面 ，对 ∀B ∈ Y，存在 T0 ⊆ T′，使得

B = K\p(T′\T0 )，其 中 p(T′\T0 ) ∈ K，令 K1 =
p(T′\T0 )，则 B = K\K1 ⊆ K。又因为 K1 = p(T′\
T0 ) ⊆ K， 所 以 K\B = K\( K\K1 ) = K ∩ K1 =
K1 ∈ K，所以 B ∈ X，所以 Y ⊆ X。

综上：X = Y。

（2）对（1）中结果等式两边同时要求 B 非空

极小，再由定义 1 即可证明。

注 7 如果将以上定理中的 é ùT **
替换为 é ùT *

结论

未必成立，如下例子所示。
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例子 9（续 例 子 8） 对 于 知 识 状 态 K =
{ a，b }，取 T = { t，u }，显 然 p(T ) = K，由 定 义 1
可知 B = { a } ∈ K IM，且 K\B = { b } ∈ K，但是对

于 T′ =∪é ùT * = { t，u }，再 对 ∀T0 ⊆ T′ = { t，u }，
K\p(T′\T0 ) ≠ B。

并且我们可以发现当学生的知识状态 K =
{ a，b } 时，他的能力状态只能是 { t，u }。在知识

空间理论中，他可以通过遗忘问题 { a } 达到知

识状态 { b }，但在基于能力的知识空间理论中，

因为他的能力状态是 { t，u }，所以无法通过遗忘

技能达到知识状态 { b }，而是略过 { b } 直接达到

∅ 或 { a }。
所以在能力模型中，我们可以把知识状态

K 的内掌握边缘 K IM 中那些一定无法通过遗忘

技能而达到 K\B 的 B 剔除掉，得到知识状态 K
的基于能力的内掌握边缘 K IM*，使后面的技能

推荐方案更严谨。并且我们知道知识状态为 K

的学生，他的能力状态只能是 T′ =∪é ùT *
的子

集，其中 K = p(T )，那他可以通过遗忘技能而

达到的知识状态 K\B 对应的能力状态也只能是

T′ 的子集，所以对于任意 B ∈ K IM*，一定存在

T0 ⊆ T′，使得 p(T′\T0 ) = K\B。进而可以得到

以下定理。

定理 14 设 ( Q，S，μ ) 是一个技能多映射，p

是 由 技 能 多 映 射 μ 诱 导 的 问 题 函 数 ，K =
{ p(T )|T ⊆ S } 是技能多映射 μ 在能力模型下生

成的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，

都存在 T ⊆ S，使得 K = p(T )。此时，知识状态

K 的基于能力的内掌握边缘可以刻画为：

K IM* ={ B|B = K\p (T′\T0)，T0 ⊆ T′，
p (T′\T0)⊆ K，B非空极小 }

其 中 T′ =∪é ùT *
，其 中 极 小 性 表 示 对 任 意

B ∈ K IM*，都不存在非空集 B′ ⊂ B，满足 B′ = K\
p(T′\T0 )，T0 ⊆ T′，p(T′\T0 ) ⊆ K。

例子 10（续例子 1） 根据定理 13 求解知识

状态 K = { a，b，c } 的内掌握边缘 K IM：

（1）求 解 T′ =∪é ùT **
，（其 中 T ⊆ S，K =

p(T )）：因为 é ùT **={ { s，u } }，所以 T′ =∪é ùT ** = 
{ s，u }。

（2）获取 T0 的取值范围：T0 ⊆ T′ = { s，u }，

所以 T0 ∈ { ∅，{ s }，{ u }，{ s，u } }。
（3）遍 历 T0，求 解 B，（当 p(T′\T0 ) ⊆ K 时

B = K\p(T′\T0 )，否则 B 不存在）：当 T0 ∈ { ∅ }
时 B = ∅，当 T0 ∈ { { s } } 时 B = { a，c }，当

T0 ∈ { { u } } 时 B = { a，b }，当 T0 ∈ { { s，u } } 时 B =
{ a，b，c }。

（4）要 求 B 非 空 极 小 ，得 K IM = { { a，c }，
{ a，b } }。

例子 11（续例子 1） 根据定理 12，定理 14
求解知识状态 K = { a，b，c } 的基于能力的内掌

握边缘 K IM*：

（1）求解T′=∪é ùT *
，（其中T⊆S，K=p(T )）：因为

é ùT **={ { s，u } }，所 以 é ùT *={ { s，u } }，所 以 T′=

∪é ùT *={ s，u }。
（2）获取 T0 的取值范围：T0 ⊆ T′ = { s，u }，

所以 T0 ∈ { ∅，{ s }，{ u }，{ s，u } }。
（3）遍 历 T0，求 解 B，（当 p(T′\T0 ) ⊆ K 时

B = K\p(T′\T0 )，否则 B 不存在）：当 T0 ∈ { ∅ }
时 B = ∅，当 T0 ∈ { { s } } 时 B = { a，c }，当

T0 ∈ { { u } } 时 B = { a，b }，当 T0 ∈ { { s，u } } 时 B =
{ a，b，c }。

（4） 要 求 B 非 空 极 小 ，得 K IM* =
{ { a，c }，{ a，b } }。

至此，我们已经可以在能力模型中用技能

函数刻画能力状态的顶空间，用问题函数（和

顶空间）刻画知识状态的（基于能力的）内掌握

边缘。当然在基于能力的知识空间理论中，只

获取知识状态的内掌握边缘是不够的，还需要

推荐对应的技能集进行学习巩固，但是我们发

现使用顶空间推荐并不容易，所以下文将利用

底空间进行推荐。

并且由下文第 3.3 节的实验可知，通过定理

13 的刻画获取知识状态的内掌握边缘耗时长、

占用内存大，并且可以明显看出其中的关键是

获取顶空间的过程比较耗时，所以下文将同时

给出利用底空间获取内掌握边缘的方法，该方

法耗时短、占用内存小。

定义 5 设 ( Q，S，p ) 是 一 个 问 题 函 数 ，对

T ⊆ S，[T ]是能力状态 T 的等价类，称

ë ûT * ={T′|T′ ∈ [T ]，T′极小}
为能力状态 T 的底空间。其中极小性表示对任

11



48（1） 2025山西大学学报（自然科学版）

意 T′ ∈ ë ûT *
，都不存在 T′′ ⊂ T′，满足 T′′ ∈ [T ]。

定理 15 设 (Q，S，p)是一个问题函数，有以

下结论成立：

（1）∀T′ ∈ ë ûT *
，T′ ∈ [T ]，即 p(T′ ) = p(T )。

（2）∀T′ ∈ [T ]，∃T′′ ∈ ë ûT *
，使得 T′′ ⊆ T′。

（3）∀T′ ∈ ë ûT *
，不存在T′′ ∈[T ]，使得T′′ ⊂ T′。

类比定理 5，我们同样可以使用技能函数刻

画能力状态的底空间。

定理 16 设 ( Q，S，μ ) 是一个技能多映射，p
是 由 技 能 多 映 射 μ 诱 导 的 问 题 函 数 ，K =
{ p(T )|T ⊆ S } 是技能多映射 μ 在能力模型下生

成的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，

都存在 T ⊆ S，使得 K = p(T )。此时，能力状态

T 的底空间可以刻画为：

ë ûT * ={ T′|T′ ∈ ë ûT **
，p(T′ )= p(T )，T′极小 }，

其中 ë ûT ** ={ T′|T′ =∪q ∈ K τ( q )，τ( q )∈ μ( q )， K =

p(T ) }。其中极小性表示对任意 T′ ∈ ë ûT *
，都不

存在 T′′ ⊂ T′，满足 T′′ ∈ ë ûT **
，p(T′′ ) = p(T )。

证明 记 X = { T′|T′ ∈ [T ]，T′极小 }，Y = { T′
|T′ ∈ ë ûT **

，p(T′ ) = p(T )，T′极小 }。
（1）对 ∀T′ ∈ X，因为 T′ 极小，所以不存在

T′′ ⊂ T′，满足 T′′ ∈ [T ]。又因为 T′ ∈ [T ]，所以

p(T′ ) = p(T ) = K，所 以 由 问 题 函 数 p 的 定 义

得 ，对 任 意 q ∈ K，都 存 在 τ( q ) ∈ μ( q )，使 得

τ( q ) ⊆ T′，所以∪q ∈ K τ( q ) ⊆ T′，所以由定理 1 可

得 p (∪q ∈ K τ( q ))⊆ p(T′ )= K。又由问题函数 p 的

定义得 p (∪q ∈ K τ( q ))⊇ K，所以 p (∪q ∈ K τ( q ))= K，

所 以 ∪q ∈ K τ( q ) ∈ [T ]。 假 设 ∪q ∈ K τ( q ) ⊂ T′，所

以 存 在 T′′ =∪q ∈ K τ( q ) ⊂ T′，满 足 T′′ ∈ [T ]，矛

盾，所以 T′ =∪q ∈ K τ( q )，所以 T′ ∈ ë ûT **
。假设

T′ ∉ Y，又因为 T′ ∈ ë ûT **
，p(T′ ) = p(T )，所以存

在 T′′ ⊂ T′， 满 足 T′′ ∈ Y， 所 以

p(T′′ ) = p(T ) = K，所以 T′′ ∈ [T ]，矛盾，所以 T′
∈ Y，所以 X ⊆ Y。

（2）另一方面，对 ∀T′ ∈ Y，因为 T′ 极小，所

以 不 存 在 T′′ ⊂ T′，满 足 T′′ ∈ ë ûT **
，p(T′′ ) =

p(T )。 又 因 为 p(T′ ) = p(T ) = K， 所 以

T′ ∈ [T ]。假设 T′ ∉ X，又因为 T′ ∈ [T ]，所以存

在 T′′ ⊂ T′，满 足 T′′ ∈ X，所 以 由（1）可 得

X ⊆ Y，所 以 T′′ ∈ Y，所 以 T′′ ∈ ë ûT **
，p(T′′ ) =

p(T )，矛盾，所以 T′ ∈ X，所以 Y ⊆ X。

综上：X = Y，即 ë ûT * = Y，定理得证。

注 8 ë ûT **
的构造和将能力模型分解为多个合取

模型的思想［20］一致。

引理 4 设 ( Q，S，p ) 是 一 个 问 题 函 数 ，对

∀T，T1 ⊆ S，有 p (T1) ⊆ p (T ) ⇒ ∃T1′ ∈ [T1 ]，T′
∈ ë ûT **

，s.t.T1′ ⊆ T′ 成立。其中 ë ûT ** = { T′|T′ =
∪q ∈ K τ( q )，τ( q ) ∈ μ( q )，K = p(T ) }。

证明 因为 T1 ∈ [T1 ]，所以 [T1 ]≠ ∅，所以

ë ûT1
* ≠ ∅，所以存在 T1′ ∈ ë ûT1

* ⊆ [T1 ]。由定理

16 得，对任意 q ∈ p(T1 )，都存在 τ( q ) ∈ μ( q )，使
得 T1′ =∪q ∈ p(T1 ) τ( q )。又因为 p(T1 ) ⊆ p(T )，所

以对任意 q ∈ p(T )\p(T1 )，任取 τ( q ) ∈ μ( q )，那

么存在

T′ = (∪q ∈ p(T1 ) τ( q )) ∪ (∪q ∈ p(T )\p(T1 ) τ( q )) =

∪q ∈ p(T ) τ( q ) ∈ ë ûT **
，

使得 T1′ ⊆ T′ 成立。

注 9 以 上 引 理 反 之 未 必 成 立 ，如 例 子 12（1）
所示。

注 10 ë ûT **
未必等于 ë ûT *

，并且如果将以上引理

中的 ë ûT **
替换为 ë ûT *

结论未必成立，如例子 12（2）
所示。

例子 12（续 例 子 8） （1）对 于 能 力 状 态

T1 = { s，t }， [T1 ]= { { s，t }，S }， T = { t，u }，

ë ûT ** = { { s，t }，{ t，u } }，存 在 T ′1 = { s，t } ∈ [T1 ]，
T ′ = { s，t } ∈ ë ûT **

，使 得 T1′ ⊆ T′ 成 立 ，但 是

p(T1 ) = Q ⊃ { a，b }= p(T )。
（2）对于能力状态 T1 = { s }，T = { t，u }，可

得 p(T1 ) = { b } ⊆ { a，b } = p(T )， [T1 ]= { { s }，
{ s，u } }，ë ûT ** = { { s，t }，{ t，u } }，ë ûT * = { { t，u } }，

ë ûT ** ≠ ë ûT *
，但是对于 ∀T1′ ∈ [T1 ]，T′ ∈ ë ûT *

，都

有 T1′ ⊈ T′。
定理 17 设 ( Q，S，μ ) 是一个技能多映射，p

是 由 技 能 多 映 射 μ 诱 导 的 问 题 函 数 ，K =
{ p(T )|T ⊆ S } 是技能多映射 μ 在能力模型下生

成的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，

都存在 T ⊆ S，使得 K = p(T )。此时，知识状态

12
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K 的内掌握边缘可以刻画为：

K IM ={ B|B = K\p(T′\T0 )，T0 ⊆ T′，
p(T′\T0 )⊆ K，B非空极小 }，

其中T′ =∪ë ûT **
，ë ûT ** ={ T′′|T′′ =∪q ∈ K τ( q )， τ( q )

∈ μ( q )，K = p(T ) }。其 中 极 小 性 表 示 对 任 意

B ∈ K IM，都不存在非空集 B′ ⊂ B，满足 B′ = K\
p(T′\T0 )，T0 ⊆ T′，p(T′\T0 ) ⊆ K。

证明 （1）先证 { B ⊆ K|K\B ∈ K } = { B|B =
K\p(T′\T0 )，T0 ⊆ T′，p(T′\T0 ) ⊆ K }。记

X ={ B ⊆ K|K\B ∈ K }，
Y ={ B|B = K\p(T′\T0 )，T0 ⊆ T′，p(T′\T0 )⊆ K }。

对∀B∈X，有K\B∈K，B⊆K。记K1=K\B，那么

存在T1⊆S，使得K1=p(T1 )，并且有K1⊆K成立，即

p(T1 )⊆p( T )=K，所以由引理4可得存在T1′∈[T1 ]，T′′
∈ë ûT **

，使得T1′⊆T′′，所以T1′⊆T′。又因为B⊆K，所

以B=K\K1。又因为T1′⊆T′，所以存在T0=T′\T1′
⊆T′，有 T′\T0=T′\(T′\T1′ )=T′∩T1′=T1′，p(T′\
T0 )=p(T1′ )=p(T1 )=K1，使得B=K\K1=K\p(T′\
T0 )，所以B∈Y，所以X⊆Y。

另一方面 ，对 ∀B ∈ Y，存在 T0 ⊆ T′，使得

B = K\p(T′\T0 )，其 中 p(T′\T0 ) ∈ K，令 K1 =
p(T′\T0 )，则 B = K\K1 ⊆ K。又因为 K1 = p(T′\
T0 ) ⊆ K，所以

K\B = K\( K\K1 ) = K ∩ K1 = K1 ∈ K，m
所以 B ∈ X，所以 Y ⊆ X。

综上：X = Y。

（2）对（1）中结果等式两边同时要求 B 非空

极小，再由定义 1 即可证明。

注 11 如果将以上定理中的 ë ûT **
替换为 ë ûT *

结论

未必成立，如例子 13 所示。

例子 13（续例子 12） 对于知识状态 K =
{ a，b }，取 T = { t，u }，显 然 p(T ) = K，由 定 义 1
可知 B = { a } ∈ K IM，且 K\B = { b } ∈ K，但是对

于 T′ =∪ë ûT * = { t，u }，再 对 ∀T0 ⊆ T′ = { t，u }，
K\p(T′\T0 ) ≠ B。

例子 14（续例子 1） 根据定理 17 求解知识

状态 K = { a，b，c } 的内掌握边缘 K IM：

（1）求 解 T′ =∪ë ûT **
，（其 中 T ⊆ S，K =

p(T )）：因 为 ë ûT ** = { { s，u }，{ s，t，u } } ，所 以

T′ =∪ë ûT ** = { s，t，u }。

（2）获取 T0 的取值范围：T0 ⊆ T′ = { s，t，u }，
所以

T0 ∈ { ∅，{ s }，{ t }，{ u }，{ s，t }，{ t，u }，
{ s，u }，{ s，t，u } } 。

（3）遍 历 T0，求 解 B（当 p(T′\T0 ) ⊆ K 时

B = K\p(T′\T0 )，否则 B 不存在）：

当 T0 ∈ { ∅，{ s }，{ u }，{ s，u } } 时 B 不存在，

当 T0 ∈ { { t } } 时 B = ∅，当 T0 ∈ { { s，t } } 时 B =
{ a，c }， 当 T0 ∈ { { t，u } } 时 B = { a，b }， 当

T0 ∈ { { s，t，u } } 时 B = { a，b，c }。
（4） 要 求 B 非 空 极 小 ，得 K IM =

{ { a，c }，{ a，b } }。
至此，我们已经可以在能力模型中用技能

函数刻画能力状态的底空间，用问题函数（和

底空间）刻画知识状态的内掌握边缘，最后我

们讨论如何根据知识状态的基于能力的内掌握

边缘推荐需要学习巩固的技能集。

定理 18 设 ( Q，S，μ ) 是一个技能多映射，p

是 由 技 能 多 映 射 μ 诱 导 的 问 题 函 数 ，K =
{ p(T )|T ⊆ S } 是技能多映射 μ 在能力模型下生

成的知识结构，那么对于任意知识状态 K ∈ K，

都存在 T ⊆ S，使得 K = p(T )。此时，知识状态

K 的基于能力的内掌握边缘为 K IM*，那么对于

任意问题集 B ∈ K IM*，存在 TB ⊆ S，使得 K\B =
p(TB )。而处于知识状态 K 的学生，要想巩固知

识状态 K，只需要巩固学习技能集 T0 即可，其中

T0 ∈ T ={ T0|T0 =∪B ∈ K IM*T′\∩ë ûTB
*
，T′ ∈ ë ûT * } 。

证明 易 知 ë ûT * ≠ ∅，那 么 对 任 意 T′ ∈

ë ûT *
，任意 B ∈ K IM* ，K\B ∈ K，存在 TB ⊆ S，使

得 K\B = p(TB )。 取 TB ′ =∩ë ûTB
*
，假 设 T′

⊆ TB ′，那 么 由 定 理 1 可 得 K = p(T′ ) ⊆ p(TB ′ )
⊆ p(TB ) = K\B， 与 B ≠ ∅ 矛 盾 ， 所 以

T′ ⊈ TB ′，所以 T′\TB ′ ≠ ∅，T ≠ ∅。

处于知识状态 K 的学生如果发生退步，知识

状态最可能退步至 K\B，其中 B ∈ K IM*。对任意

B ∈ K IM*，存在TB ⊆ S，使得K\B = p(TB )。对于任

意 TB ′′ ∈ [TB ]，任意 T0 ∈ T，取 TB ′ =∩ë ûTB
*
，存在 T′

∈ ë ûT *
，使得 T0 ⊇ T′\TB ′，又因为 TB ′′ ⊇ TB ′，所以

TB ′′ ∪ T0 ⊇ TB ′′ ∪(T′\TB ′ ) =TB ′′ ∪ T′ ⊇ T′，所 以

由定理 1 可得 p(TB ′′ ∪ T0 ) ⊇ p(T′ ) = K。

13



48（1） 2025山西大学学报（自然科学版）

注 12 内掌握边缘 K IM 中的所有问题集 B 都有可

能遗忘，都需要巩固。

注 13 对于学生是否巩固了知识状态 K，可以使

用问题集∪K IM 进行检验。

例子 15（续例子 11） 根据定理 18 给出巩固

知 识 状 态 K 的 方 案 ，其 中 K = { a，b，c }，
B ∈ K IM* = { { a，c }，{ a，b } }：

（1）遍历 B，求解∩ë ûTB
*
，（其中TB⊆S，K\B=

p(TB )）：当B={ a，c }时ë ûTB
*={ { u } }，∩ë ûTB

*={ u }，
当B={ a，b }时ë ûTB

*={ { s }，{ t } }，∩ë ûTB
*=∅。

（2）求解 T：因为 T′ ∈ ë ûT * = { { s，u } }，所以

当 T′ = { s，u } 时
T0 =∪B ∈ K IM*T′\∩ë ûTB

* ={ s }∪{ s，u }={ s，u }，
所以

T ={ T0|T0 =∪B ∈ K IM*T′\∩ë ûTB
*
，T′ ∈ ë ûT * }=

{ { s，u } }。
（3）给出推荐方案 T0 ( ∈ T )：推荐学生巩固

学习技能集 { s，u }。
这就是能力模型中基于能力的个性化巩固

学习推荐过程，在这个过程中，我们不需要知

道学生的具体能力状态，也不需要建立整个知

识结构。

3 实验分析 

本文在知识空间理论的框架下对原有的推

荐方案进行了改进，推荐的准确性和有效性由

理论框架保障。因此，本文的实验主要考察算

法的耗时和内存占用。在本小节中，针对三种

不同的模型，分别给出了根据定义和根据刻画

定理获取内掌握边缘的算法，接着使用 Python
运行并对比这两种算法的耗时长短与占用内存

大小（读取技能映射或技能多映射的过程不计

入其中。本文中涉及的内存单位采用二进制标

准进行定义，即 1 KB=1024 Bytes）。下面先根

据定义 1 给出求解内掌握边缘的算法 1。
算法 1 的 5 至 17 行保证了 B 的极小性。

3.1　合取模型下获取内掌握边缘　

（1）实验算法

①根据内掌握边缘和合取模型的定义给出

求解内掌握边缘的算法 2。
②根据合取模型中的两个刻画定理（推论

1、定理 5、例子 3）给出求解内掌握边缘算法 3。

算法3 在合取模型中已知知识状态和技能映射，根据刻画定理

求解内掌握边缘

输入：K,S,τ
输出：K IM

1 Initialization: K IM ← ∅
2 ë ûT =∪q ∈ K τ ( )q

3 for T0 ⊆ ë ûT  do
4  L = pc(ë ûT \T0)，其中pc(T )={q ∈ Q|τ (q)⊆ T }
5  if K ≠ L then
6 同算法1的4至20行

（2）实验数据，见表 1。
（3）实验步骤与结果

①利用算法 2 和 3 求解同一个知识状态的

内掌握边缘，并对比这两种算法的耗时长短与

占用内存大小，实验结果见表 2。

算法1 已知知识状态和知识结构，根据定义求解内掌握边缘

输入：K,K
输出：K IM

1 Initialization: K IM ← ∅
2 for L in K do
3  if L ⊂ K then
4   B = K ∖ L

5   isMin = true
6   for B1 in K IM do
7    if B1 ⊆ B then
8     isMin = false
9     break
10    end if
11    if B1 ⊃ B then
12     K IM ← K IM ∖{B1}
13    end if
14   end for
15   if isMin then
16    K IM ← K IM ∪{B}

17   end if
18  end if
19 end for
20 Return: K IM

算法2 在合取模型中已知知识状态和技能映射，根据定义求解

内掌握边缘

输入：K,S,τ
输出：K IM

1 K ={ pc(T ) |T ⊆ S}，其中pc(T )={q ∈ Q|τ (q)⊆ T }
2 同算法1的1至20行

14
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②探究算法 2 和 3 的耗时长短与占用内存

大小随知识状态元素个数变化的规律，实验结

果见图 1。算法 3 相较算法 2 耗时平均减少了

72%，内存占用平均降低了 49%。

（4）实验结果分析见 3.4 节。

3.2　析取模型下获取内掌握边缘　

（1）实验算法

①根据内掌握边缘和析取模型的定义给出

求解内掌握边缘的算法 2′。

算法2′　在析取模型中已知知识状态和技能映射，根据定义求解

内掌握边缘

输入：K,S,τ
输出：K IM

1 K ={ pd(T ) |T ⊆ S}，其中pd(T )={q ∈ Q|τ (q)∩ T ≠ ∅}
2 同算法1的1至20行

②根据析取模型中的两个刻画定理（定理

8、定理 9、例子 6）给出求解内掌握边缘算法 3′。

算法3′　在析取模型中已知知识状态和技能映射，根据刻画定理

求解内掌握边缘

输入：K,S,τ
输出：K IM

1 Initialization: K IM ← ∅
2 é ùT = S\∪q ∈ Q\K

τ ( )q

3 for T0 ⊆ é ùT  do
4  L = pd(é ùT \T0)，其中pd(T )={q ∈ Q|τ (q)∩ T ≠ ∅}
5  if K ≠ L then
6 同算法1的4至20行

（2）实验数据，见表 3。
（3）实验步骤与结果

①利用算法 2′ 和 3′ 求解同一个知识状态的

内掌握边缘，并对比这两种算法的耗时长短与

占用内存大小，实验结果见表 4。
②探究算法 2′ 和 3′ 的耗时长短与占用内存

大小随知识状态元素个数变化的规律，实验结

果见图 2。算法 3′ 相较算法 2′ 耗时平均减少了

86%，内存占用平均降低了 85%。

（4）实验结果分析见 3.4 节。

表1　合取技能映射τ (q)的问题-技能表

Table 1　Question and skill for conjunctive skill mapping τ (q)

问题

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

技能

a
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
1
0

b
0
0
0
1
1
0
1
0
1
1
1
0
1
1
0
1
1
1
1
1

c
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1

d
1
1
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0

e
0
0
0
1
0
0
0
0
0
1
1
0
1
0
0
0
1
1
1
1

f
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0

g
1
1
1
1
1
1
1
1
0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

h
0
0
0
0
1
0
0
0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0

注：实验数据来自文献［24］。其中关于问题和技能的描述如

下：（1）5
3 - 3

4 ，（2）3
4 - 3

8 ，（3）5
6 - 1

9，（4）3 1
2 - 2 3

2 ，

（5）4 3
5 -3 4

10，（6）6
7 - 4

7，（7）3-2 1
5，（8）2

3 - 2
3，（9）3 7

8 -2，

（10）4 4
12 -2 7

12，（11）4 1
3 -2 4

3，（12）1 1
8 - 1

8，（13）3 3
8 -

2 5
6，（14）3 4

5 - 3 2
5，（15）2 - 1

3，（16）4 5
7 - 1 4

7，（17）7 3
5 -

4
5，（18）4 1

10 - 2 8
10，（19）4 - 1 4

3，（20）4 1
3 - 1 5

3；（a）将整数

转换为分数，（b）将整数与分数分离，（c）在减法前进行简化，

（d）找到一个公分母，（e）从整数部分借用，（f）列借用从第一

个分子中减去第二个分子，（g）减去分子，（h）将答案简化为

最简单的形式。

表2　举4个知识状态为例进行算法2和3的对比

Table 2　Comparison between algorithm 2 and algorithm 3 

using four knowledge states as examples

输入K
输出K IM

{6,8,15}{{15}}
{2,3,6,7,8,9,14,15,16}

{{2,3},{7,15},{7,9,14,16}}
{2,3,4,6,8,9,11,13,14,

}16,17,20 {{4,20},{2,3,13}}
{1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,

12,13,14,16,17,18,20}
{{1,18},{4,20},{5,10,12},

{1,2,3,5,13}}

耗时/ms
算法2
4.986

5.981

4.986

4.987

算法3
0.993

0.997

0.997

2.992

内存/KB
算法2
12.0

12.0

12.0

12.0

算法3
4.0

4.0

8.0

8.0
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3.3　能力模型下获取内掌握边缘　

（1）实验算法

①根据内掌握边缘和能力模型的定义给出

求解内掌握边缘的算法 2′′。

算法2′′　在能力模型中已知知识状态和技能多映射，根据定义求

解内掌握边缘

输入：K,S,μ

输出：K IM

1 K ={ p (T ) |T ⊆ S}，其中p (T )={q ∈ Q|∃C ∈ μ (q),C ⊆ T }
2 同算法1的1至20行

②根据能力模型中的两个刻画定理（定理

13、例子 10）给出求解内掌握边缘算法 3′′。

③根据能力模型中的两个刻画定理（定理

17、例子 14）给出求解内掌握边缘算法 4′′。

图1　不同元素个数的知识状态各举一例进行算法2和3的对比

Fig.  1　Comparison between algorithm 2 and algorithm 3 using examples of knowledge states with different element counts

表3　析取技能映射τ (q)的问题-技能表

Table 3　Question and skill for disjunctive skill mapping τ (q)

问题

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15

技能

a
0
0
0
0
0
0
1
0
1
1
1
1
0
1
0

b
0
1
1
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
1
0

c
0
1
1
1
1
1
1
0
1
1
1
1
0
1
0

d
1
0
1
1
0
1
0
1
0
0
0
0
1
0
0

e
1
1
1
1
1
1
0
1
0
0
0
0
1
1
1

f
0
0
1
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0

g
1
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

h
0
1
0
0
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0

i
0
1
0
0
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0

j
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
0
1
1

注：实验数据来自文献［20］。1—15表示 15个不同的问题，

a—j表示10个不同的技能。

表4　举4个知识状态为例进行算法2′和3′的对比

Table 4　Comparison between algorithm 2′ and algorithm 3′ 
using four knowledge states as examples

输入K
输出K IM

{1,3,4}
{{1,3,4}}

{2,3,4,5,6,14}
{{2,4,5,14}}

{7,9,10,11,12,14,15}
{{7},{15}}

{1,3,4,6,7,9,10,11,12,
14,15}{{6},{7},{15},{1,4}}

耗时/ms
算法2′

17.949

17.951

19.944

18.949

算法3′

0.997

0.997

0.997

0.997

内存/KB
算法2′

68.0

68.0

68.0

68.0

算法3′

4.0

4.0

4.0

8.0

图2　不同元素个数的知识状态各举一例进行算法2′和3′的对比

Fig.  2　Comparison between algorithm 2′ and algorithm 3′ using examples of knowledge states with different element counts
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算法3′′　在能力模型中已知知识状态和技能多映射，根据刻画定

理求解内掌握边缘

输入：K,S,μ

输出：K IM

1 Initialization: K IM ← ∅
2 T′ =∪é ùT **

，其中

é ùT ** ={ T′|T′ ∈ 2S\∪q ∈ Q\K∪τ ( )q ∈ μ ( )q
{ }T″∈ 2S|T″⊇ τ ( )q ,T′极大 }

3 for T0 ⊆ T′ do
4  L = p (T′\T0)，其中p (T )={q ∈ Q|∃C ∈ μ (q),C ⊆ T }
5  if L ⊂ K then
6 同算法1的4至20行

算法4′′　在能力模型中已知知识状态和技能多映射，根据刻画定

理求解内掌握边缘

输入：K,S,μ

输出：K IM

1 Initialization: K IM ← ∅

2 T′ =∪ë ûT **
，其中 ë ûT ** ={T′′|T′′ =∪q ∈ K τ ( )q ,τ (q)∈ μ (q) }

3 for T0 ⊆ T′ do
4  L = p (T′\T0)，其中p (T )={q ∈ Q|∃C ∈ μ (q),C ⊆ T }
5  if L ⊂ K then
6 同算法1的4至20行

（2）实验数据，见表 5。
（3）实验步骤与结果

①利用算法 2′′、3′′ 和 4′′ 求解同一个知识状

态的内掌握边缘，并对比这三种算法的耗时长

短与占用内存大小，实验结果见表 6。
②探究算法 2′′、3′′ 和 4′′ 的耗时长短与占用

内存大小随知识状态元素个数变化的规律，实

验结果见图 3。算法 4′′ 相较算法 2′′ 耗时平均减

少了 73%，内存占用平均降低了 68%。

（4）实验结果分析见 3.4 节。

3.4　三种模型的实验结果分析　

由 3.1 至 3.3 节的实验步骤（3.1）及其结果

可知原算法 2（2′，2′′）和新算法 3（3′，4′′）解同一

个知识状态的内掌握边缘的结果是一致的，说

明了算法的准确性。当然，通过第 2 节中严格

的证明也能得出该结论。虽然算法的运行时间

表5　技能多映射μ (q)的问题-技能表

Table 5　Question and skill for skill multimap μ (q)

问题

1
2
3
3
3
3
4
4
4
4
4
5
6
7
8
8
8

技能

a
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0

b
1
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
1
0
1

c
1
0
0
1
0
0
0
1
0
0
0
1
0
1
0
0
0

d
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
1
0
0
0
0
0

e
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
1
0
1
1
0

f
1
1
0
0
0
1
0
0
0
1
0
0
0
1
0
0
0

g
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0

h
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
1
1

i
0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
1
0
0
0
0
0
0

j
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

k
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0

l
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

注：实验数据来自文献［25］。其中关于问题和技能的描述如

下：（1）如果我碰到一只动物，我就会觉得自己被污染了；（2）
我用了太多的肥皂来洗自己；（3）我并不太关心清洁度；（4）
我并不太担心细菌和疾病；（5）碰到钱后，我的手感觉很脏；

（6）我花了很长时间在早上完成我的洗涤；（7）我使用了大量

的洗涤剂和防腐剂；（8）晚上挂衣服和叠衣服要花很长时间。

（a）在一个或多种情况下，人们认为他的想法被夸大了；（b）
反复思考；（c）思考会引起强烈的焦虑和不安；（d）不仅仅是

正确的体验；（e）耗时；（f）思想是由病人自己的思想所产生

的；（g）洗涤；（h）病人试图通过其他的想法或行动来抵消这

些强迫症；（i）细菌和疾病；（j）动物；（k）防腐剂的使用；（l）肥

皂的使用。

图3　不同元素个数的知识状态各举一例进行算法2′′、3′′和4′′的对比

Fig.  3　Comparison among algorithms 2′′, 3′′ and 4′′ using examples of knowledge states with different element counts
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和占用内存会受到各种不可控因素的影响，但

是我们从实验步骤（3.2）及其结果还是可以很明

显地看出算法 3（3′，4′′）的运行时间和占用内存

比算法 2（2′，2′′）的低，并且算法 3（3′，4′′）的运行

时间和占用内存大致上会随着知识状态元素个

数的减少而降低，而算法 2（2′，2′′）的不受影响。

从数据上看，新算法相较原算法耗时平均减少

了 77%，内存占用平均降低了 67%。当然，这

些结论也可以从算法中分析出来，本文算法涉

及大量的集合运算，很难精确地表示出算法整

体的时间和空间复杂度，但我们会发现需要对

比的算法实际上只有部分行是不同的，而其他

相同行的代码即使有不同的实现方式也可以保

持一致，所以我们只考虑对比算法中的不同行。

观察算法 2（2′，2′′）的第 1 行、算法 3（3′，4′′）的第

3 和第 4 行，我们会发现算法 2（2′，2′′）因为要先

根据模型的定义构建出整个知识结构，所以能

力 状 态 要 遍 历 S 幂 集 的 全 部 子 集 ，即 算 法 2
（2′，2′′）的第 1 行的时间空间复杂度分别均为

O (2 || S )( )O (2 || S )；O ( )2 || S ，而算法 3（3′，4′′）不需要

构建整个知识结构，所以可以只遍历 S 幂集的

部分子集，即算法 3（3′，4′′）的 1—5行的时间空间

复杂度分别均为O (2 || ë ûT ) ( )O (2 || é ùT )；O ( )2
|
|

|
|∪ë ûT **

，所

以算法 3（3′，4′′）的运行时间和占用内存比算法

2（2′，2′′）的低，并且这部分子集是包含于学生

已掌握技能集的子集。一般，学生的知识状态

的元素个数越少，已经掌握的技能就越少，S 幂

集中包含于已掌握技能集的子集就越少，所以

算法 3（3′，4′′）的运行时间和占用内存大致上会

随着知识状态元素个数的减少而降低。

4 结论 

本 文 提 出 一 种 基 于 同 一 类 能 力 的 顶 或

底 直 接 计 算 知 识 状 态 内 掌 握 边 缘 ，进 行 个

性 化 巩 固 学 习 推 荐 的 一 般 方 法 ，给 出 并 利

用 两 个 刻 画 定 理 提 高 算 法 效 率 ，使 其 耗 时

更短、占用内存更小。方法步骤如下 ：先通

过 测 试 获 得 当 前 知 识 状 态 ，再 通 过 算 法 3
（3′，4′′）获取当前知识状态的（基于能力的）

内 掌 握 边 缘 ，而 内 掌 握 边 缘 中 的 所 有 问 题

集 都 是 需 要 巩 固 的 ，再 通 过 定 理 6（10 ，18）
获取技能集族 T ，接着让学生从中选择一个

技 能 集 进 行 巩 固 学 习 即 可 保 持 当 前 知 识 状

态 并 且 可 以 使 用 内 掌 握 边 缘 中 的 问 题 集 进

行检验，这就是巩固学习推荐的过程。
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