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不完备决策背景下对象导出三支概念格的规则提取

王田燕 1，万仁霞 1，2*，苗夺谦 2，3，赵杰 1

（1.北方民族大学 数学与信息科学学院，宁夏 银川 750021；
2.宁夏智能信息与大数据处理重点实验室，宁夏 银川 750021；

3.同济大学 计算机科学与技术系，上海 201804）

摘 要：规则提取是形式概念分析研究的一个重要内容，而三支形式概念分析又是形式概念理论分析发展的一个

重要成果。针对当前的三支形式概念分析研究并没有充分考虑形式背景不完备的情况，本文探讨在不完备决策背

景下对象导出三支概念格的决策规则的提取问题。首先刻画了乐观型的不完备决策背景和悲观型的不完备决策

背景，在这两种背景下给出三支概念格之间的细于关系；然后分别给出了在乐观型和悲观型的决策背景下对象导

出三支概念格及决策规则的提取；最后讨论了对象导出三支概念格、乐观型对象导出三支概念格和悲观型对象导

出三支概念格之间的规则提取关系，得出了不完备决策背景下，对象导出三支正规则集合与悲观型对象导出三支

正规则集合相同以及决策近似概念格细于悲观型背景下的决策概念格等结论。研究结果可为不完备形式背景下

的三支概念格及规则提取等相关研究提供有益的理论支持。
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Abstract: Rule extraction plays an important role in formal concept research, while three-way formal concept analysis represents a 

significant advancement in the development of formal concept analysis theory. Considering that current research on three-way for‐

mal concept analysis does not adequately address incomplete formal contexts, this paper delves into the issue of extracting decision 

rules from object-induced three-way concept lattices under incomplete decision contexts. Firstly, the optimistic and pessimistic deci‐

sion contexts of incomplete decision contexts are characterized and the detailed relations between three-way concepts in these two 

contexts are then provided. The extraction of the three-way concept lattice and decision rules for both optimistic and pessimistic deci‐

sion objects are subsequently presented. Finally, the relationships in rule acquisition among object-induced three-way concept lattic‐

es, optimistic object-induced three-way concept lattices and pessimistic object-induced three-way concept lattices are discussed. The 

study concluded that in an incomplete decision context, the set of object-induced three-way positive rules is identical to the set of 

pessimistic object-induced three-way positive rules, and that the decision approximate concept lattice is finer than the decision con‐
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cept lattice in a pessimistic context.These findings provide valuable theoretical support for the study of three-way concept lattices 

and rule extraction in contexts involving incomplete information.

Key words: incomplete formal decision context; rule acquisition; object-induced three-way concept lattice; optimistic; pessimistic

0 引言 

在二十世纪八十年代初，德国数学家 Wille
为了重构格理论提出了形式概念分析（Formal 
Concept Analysis， FCA）［1-2］，是一种基于形式背

景进行数据分析的理论。形式背景是 FCA 的

基础数据结构，由对象集、属性集以及它们之

间的二元关系组成，同时以外延和内涵构成形

式概念。FCA 已广泛应用于机器学习、数据挖

掘 、模 式 识 别 、医 学 诊 断 等 领 域［3-7］。 概 念

格［1 ，8-10］作为形式概念分析的关键工具，在数据

分析处理中发挥着重要作用，也是一种发掘数

据间关联性的有效方法。三支决策［11］（Three-
way Decision， 3WD）是 Yao Yiyu 教授提出的一

种决策理论，用以刻画决策者面对不确定事物

时的决策行为，即，在决策过程中，对于具有充

分把握做出判断的事物采取接受或拒绝决策，

而对于那些不能立即做出判断的事物采取延迟

决策的做法。Qi 等［12-13］将 FCA 与三支决策相

结合，提出了三支概念分析（Three-way Concept 
Analysis，3WCA），从“共同具有”和“共同不具

有”的角度，从而实现了对对象（属性）集三划

分处理，并提出了由对象导出的三支概念格和

由属性导出的三支概念格。三支概念分析一经

提出，便得到了学界的广泛关注，许多学者对

三支概念分析的理论和应用方面开展了研究。

例如：Singh［14］根据病人所表现出的病症，运用

模糊三支概念来诊断病人的疾病。钱婷等［15-16］

通过研究形式背景的特征，讨论了三支概念格

与传统概念格之间的同构性，证明了在属性对

偶背景及属性对偶补背景下，对象导出的三支

概念格与概念格是相互同构的，并给出了相应

的判定方法。Mao 等［17］将半概念理论与三支

决策相结合，提出了三支半概念，并分析了三

支概念、三支半概念和半概念之间的关系，同

时提出了构建 OE-半概念和 AE-半概念的算

法。Qu 等［18］首次在决策形式背景中引入了决

策蕴涵概念，并将模糊集合理论纳入三支概念

分析中，在模糊形式背景下研究了属性导出的

模糊三支概念与对象导出的模糊三支概念，从

而将三支概念研究扩展到模糊三支概念范畴。

在形式概念分析的研究中，规则提取是一

个重要的方向。Li 等［19］构建了一种知识约简

的理论，该理论不仅适用于通用的决策形式背

景，而且有利于揭示其中的蕴含规则。基于该

理论，他们提出了从决策形式背景中导出所有

非冗余决策规则的方法［20］。刘琳等［21］给出了

属性导出三支概念格的协调形式背景和规则获

取的方法，并探讨了所获规则与形式背景下获

得规则的内在联系。刘美玉等［22］针对基于形

式概念分析的关联规则提取方法侧重于属性之

间的正关联而忽略了负关联的问题，提出了一

种结合三支概念格的泛化和实例化结构的关联

规则提取算法，可以有效地提取正负关联规

则。Zhao 等［23］则从广义的角度对三支半概念

进行规则提取研究，进一步充实了三支概念格

的规则提取方法。

形式背景（Formal Context， FC）为形式概

念分析提供了对象和属性之间关系的框架，是

进行概念分析的基础。完备决策背景下概念格

的规则提取问题已得到了广泛研究。然而，由

于现实世界中普遍存在的数据不完整性，使得

不完备决策形式背景已成为概念格的规则提

取、属性约简等问题研究的重要挑战。Li 等［24］

依托粗糙集理论，给出了不完备决策背景的近

似概念格，并从肯定共同具有和可能共同具有

的角度，探讨了近似决策规则的近似提取方

法。刘琳等［2］对于非协调决策背景下提取的决

策规则赋予置信度，从而使得在任意 0-1 型决

策背景下都能够获得具有一定置信水平的决策

规则。Li 等［25］将三支概念应用在不完备形式

背景中，通过两种模型构建了三支近似概念

格，并分析了所构造格的属性特征及其约简问

题。本文研究在不完备决策背景下，如何从对

象导出三支概念格中提取规则的问题，得到了

在乐观和悲观形式背景下的三支概念格及对应
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的规则提取方法，并分析了提取到的规则之间

的关系。

1 预备知识 

在这一节中，我们将回顾一些相关知识，包

括形式概念分析、三支概念分析以及概念格中

规则提取的基本概念和性质。

1.1　形式概念分析　

定义 1［8 ，10］ 称三元组 (G，M，I )为一个形式

背景，其中 G ={x1，x2，⋯，xn}为所有对象的集

合，M ={a1，a2，⋯，am}为所有属性的集合，I 是
G 和 M 之间的二元关系。对于任意的 x ∈ G 和

任意的 a ∈ M，若 xIa，表示对象 x 具有属性 a，
或者属性 a 被对象 x 拥有，记为 ( x，a ) ∈ I。

定义 2［8 ，26］ 设 (G，M，I ) 为一个形式背景，

对象子集 X ⊆ G，属性子集 A ⊆ M。一对正算

子被定义为：

*：P ( G )→ P ( M )，X * ={a ∈ M|∀x ∈ X，( x，a )∈ I }；
*：P ( M )→ P ( G )，A* ={x ∈ G|∀a ∈ A，( x，a )∈ I }。
其中 P ( G ) 和 P ( M ) 分别表示为 G 和 M 的幂集。

定义 3［8］ 对于形式背景 (G，M，I )，如果二

元 组 ( X，A )，满 足 X * = A 并 且 A* = X，则 称

( X，A ) 是一个概念。其中 X、A 分别称为 ( X，A )
的外延和内涵。

形式背景 (G，M，I ) 由正算子生成的全部概

念 由 L (G，M，I ) 表 示 ， 对 于 任 意

( X1，A1 )，( X2，A2 ) ∈ L( G，M，I )，其 偏 序 关 系 定

义为：

( X1，A1 )≼( X2，A2 )⇔ X1 ⊆ X2 ⇔ A1 ⊇ A2。
其下确界与上确界定义为：

( X1，A1 )∧( X2，A2 )=
( X1 ∩ X2，( A1 ∪ A2 )** )，  ( X1，A1 )∨( X2，A2 )=

(( X1 ∪ X2 )**，A1 ∩ A2 )。
可 以 验 证 ，L( G，M，I ) 为 完 备 格 ，称 为 概

念格。

性质 1［25-27］ 设 (G，M，I ) 为一个形式背景，

对 于 任 意 的 X， X1， X2 ⊆ G，A， A1， A2 ⊆ M，可

以得到以下结论：

（1） X1 ⊆X2 ⇒X2
* ⊆X1

*，A1 ⊆A2 ⇒A2
* ⊆A1

*；

（2） X ⊆ X **，A* ⊆ A**；

（3） X = X ***，A* = A***；

（4） X ⊆ A* ⇔ A ⊆ X *；

（5） ( X1 ∪ X2 )* = X1
* ∩ X2

*，( A1 ∪ A2 )* =
A1

* ∩ A2
*；

（6） ( X1 ∩ X2 )* = X1
* ∪ X2

*，( A1 ∩ A2 )* =
A1

* ∪ A2
*。

1.2　三支概念分析　

定义 4［11］ 设 (G，M，I ) 是一个形式背景，对

于 X ⊆ G，A ⊆ M，定义一对负算子：
-*：P ( G )→ P ( M )，X -* ={a ∈ M|∀x ∈ X，¬( xIa )}=

{a ∈ M|∀x ∈ X，xI ca}；
-*：P ( M )→ P ( G )，A-* ={x ∈ G|∀a ∈ A，¬( xIa )}=

{x ∈ G|∀a ∈ A，xI ca}。
其中 I c = ( G × M )- I。

我 们 用 NL( G，M，I ) 表 示 在 形 式 背 景

(G，M，I ) 下由负算子生成的所有概念的集合。

同样，NL( G，M，I ) 在上述定义的偏序关系 " ≼ "
下也是一个完备格。

定义 5［28］ 设 (G，M，I ) 是 一 个 形 式 背 景 ，

X，Y ⊆ G，A，B ⊆ M，定义三支算子如下：

⊲ ：P ( G )→ DP ( M )，X⊲ =( X *，X -* ) ；
⊲ ：P ( M )→ DP ( G )，A⊲ =( A*，A-* )。

三支算子的逆运算被定义为：

⊳ ：DP ( M )→ P ( G )， ( A，B )⊳ =
{x ∈ G|x ∈ A*，x ∈ B-*}= A* ∩ B-*；

⊳ ：DP ( G )→ P ( M )， ( X，Y )⊳ =
{a ∈ M|a ∈ X *，a ∈ Y -*}= X * ∩ Y -*。

其中 P ( G ) 和 P ( M ) 分别表示 G 和 M 的幂集，

DP ( G ) 和 DP ( M ) 分 别 表 示 P ( G )× P ( G ) 和

P ( M )× P ( M )。
定 义 6［28］ 形 式 背 景 (G，M，I ) 下 ，

X ⊆ G，A，B ⊆ M，若 满 足 X⊲ = ( A，B ) 并 且

( A，B )⊳ = X，则称 ( X，( A，B ) ) 为由对象导出的

三支概念（简称 OE-概念）。X 称为 OE-概念

的外延，( A，B ) 称为 OE-概念的内涵。

对 于 任 意 的 OE- 概 念 ( X，( A，B ) )，
(Y，( C，D ) )，其偏序关系被定义为：

( X，( A，B ) )≼(Y，( C，D ) )⇔ X ⊆ Y ⇔
( A，B )⊇( C，D )。

所有 OE-概念的集合记为 OEL( G，M，I )。
OEL( G，M，I ) 在偏序关系 " ≼ " 下是一个完备

格，称之为由对象导出的三支概念格。

其下、上确界为：
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( X，( A，B ) )∧(Y，( C，D ) )=
( X ∩ Y，(( A，B )∪( C，D ) )⊳ ⊲ )，

( X，( A，B ) )∨(Y，( C，D ) )=
(( X ∪ Y )⊲ ⊳，(( A，B )∩( C，D ) ) )。

1.3　概念格的规则提取　

定义 7［29］ 设 L( G，M，I ) 和 L( G，N，J ) 是两

个概念格，若对于任意 ( X，A ) ∈ L( G，N，J )，存

在 (Y，B ) ∈L( G，M，I )，使 得 X = Y，则 称

L( G，M，I ) 细 于 L( G，N，J )。 记 作 L( G，M，I ) ≤
L( G，N，J )。

定义8［29］ 设 (G，M，I )和 (G，N，J )是两个形

式背景，则称 ( G，M，I，N，J ) 是一个决策形式背

景。若 L( G，M，I ) ≤ L( G，N，J )，称该决策形式

背景是协调的。

定义 9［29］ 设 L( G，M，I ) ≤ L( G，N，J )，若对

于 X，Y ⊆ G， ( X，A ) ∈ L( G，M，I )，(Y，B ) ∈ 
L( G，N，J )(Y ≠ ∅，U，且B ≠ ∅ )，满 足 X ⊆ Y，

则称 A → B 是一个决策规则，记作 if A， then B，

其中 X、Y 分别为概念 ( X，A ) 和 (Y，B ) 的外延。

2 不完备决策背景下的规则提取 

本节我们将探讨不完备形式背景下的规则

提取问题。在给出不完备形式背景的乐观型和

悲观型刻画的基础上，提取不完备形式背景下

的决策规则。

2.1　不完备形式背景　

定义10［30-31］ 称 ( G，M，{ +，？，- }，I ) 为一

个不完备形式背景，其中 G ={g1，g2，⋯，gp}是
所有对象的集合，M ={m1，m2，⋯，mq}是所有属性

的 集 合 ， I 是 一 个 三 元 关 系 ：

I ⊆ G × M ×{ +，？，-}。如果 ( g，m，+) ∈ I，则

表示对象 g 具有属性 m；如果 ( g，m，-) ∈ I，则表

示对象 g 不具有属性 m；如果 ( g，m，？) ∈ I，则表

示未知对象 g 是否具有属性 m。

定义 11［24］ 称六元组 ( G，C，I，{ +，？，- }， 
D，J )为一个不完备决策背景，( G，C，{+，？，-}，I )
和 ( G，D，{ +，？，- }，J ) 至少有一个是不完备

形式背景，且 C ∩ D = ∅，其中 C 为条件属性

集，D 为决策属性集。 ( G，C，{ +，？，- }，I ) 和
( G，D，{ +，？，- }，J ) 分别称为不完备决策背

景 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 的条件子背景和

决策子背景，它们的 OE-概念格分别称为 OE-条

件 概 念 格 和 OE- 决 策 概 念 格 ，记 作

OEL( G，C，{ +，？，-}，I ) 和 OEL( G，D，{+， 
}？，- ，J )， 简记为 OELC 和 OELD。进一步，如果

OELC ≤ OELD，则称 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J )
为 OE-协调的不完备决策背景。

定 义 12［32］ 设 不 完 备 决 策 背 景

( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 是 OE-协 调 的 。 若

对 于 ( X，( A，B ) ) ∈ OELC ( A，B ≠ ∅ )， 存 在

(Y，( E，F ) ) ∈ OELD (Y ≠ ∅，G且E，F ≠ ∅ )， 使

得 X ⊆ Y，则称 A → E 为对象导出三支正规则

（简称 OE-P 规则），记作 if A， then E。所有 OE-

P 规 则 的 集 合 表 示 为 OE-PR。 同 时 ，称

not B → not F 为 对 象 导 出 三 支 负 规 则（简 称

OE-N 规 则），记 作 if not B， then not F。 所 有

OE-N 规则的集合表示为 OE-NR。

定义 13［32-33］ 设 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J )
是一个不完备决策背景，( G，C，{ +，+，- }，I ) ≤
( G，D，{ +，+，- }，J )，A → B 与 A′ → B′是两个

OE-P 规 则 ，若 A ⊆ A′ 且 B′ ⊆ B，则 称 规 则

A → B 蕴含 A′ → B′，并称 A′ → B′是冗余的。对

于 OE-N 规则 not C → not D 与 not C′ → not D′，若
C ⊆ C′ 且 D ⊆ D′，则 称 not C → not D 蕴 含

not C′ → not D′，并称 not C′ →not D′是冗余的。

下面我们用例 1 来展示在不完备的决策背景

下如何利用对象导出三支概念格来提取决策规则。

例 1 表 1 给 出 了 一 不 完 备 决 策 背 景

( G，C，I，{ +，？，- }，D，J )［32］ ，其 中 ，对 象 集

G ={1，2，3，4}，条件属性集 C ={a，b，c，d，e，f }，
决 策 属 性 集 D ={g，h，i，j}。 由 表 1 可 知

( G，C，{+，？，-}，I ) 和 ( G，D，{ +，？，- }，J ) 均
为 不 完 备 形 式 背 景 。 图 1 和 图 2 分 别 表 示

( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 的 OE-条 件 概 念 格

OELC 和 OE- 决 策 概 念 格 OELD，容 易 判 断

OELC ≤ OELD，所以 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J )
是 OE-协调的。根据上述定义，可得对象导出

的三支规则集（表 2 所示），非冗余的对象导出

三支规则集（表 3 所示）。

2.2　乐观型形式背景　

定义 14 设 ( G，M，{ +，？，- }，I ) 为 一 个

不完备形式背景。X ⊆ G，A ⊆ M，定义 ∗′ 算子

92



王田燕等：不完备决策背景下对象导出三支概念格的规则提取

（正算子）为：

X ∗ ′={ }m ∈ M|∀g ∈ X，( g，m，+)∈ I ∨( g，m，？)∈ I ，

 A* ′={g ∈ G|∀m ∈ A，( g，m，+)∈ I ∨( g，m，？)∈ I }。
-∗ ′ 算子（负算子）为：

X -* ′={m ∈ M|∀g ∈ X，( g，m，-)∈ I }，
A-* ′={g ∈ G|∀m ∈ A，( g，m，-)∈ I }。

定义15 称 ( G，M，{ +，+，-}，I ) 为一个乐

观型形式背景，其中 G ={g1，g2，⋯，gp}是所有对

象的集合，M ={m1，m2，⋯，mq}是所有属性的集

合，I 是一个三元关系，I ⊆ G × M ×{ }+，+，- 。

若 ( g，m，+) ∈ I，则 代 表 对 象 g 拥 有 属 性 m；

( g，m，-) ∈ I，则代表对象 g 不拥有属性 m。

定义16 设 ( G，M，{ +，+，-}，I ) 为乐观型

形 式 背 景 。 对 于 任 意 的 X，Y ∈ P ( G )，
A，B ∈ P ( M )，其中 P (U ) 表示 U 的幂集，DP (U )
表示 P (U )× P (U )，乐观型的三支算子定义为：

⊲ ′ ：P ( G )→ DP ( M )，X⊲ ′=( X * ′，X -* ′)， 
⊲ ′ ：P ( M )→ DP ( G )，A⊲ ′=( A* ′，A-* ′)。
其逆算子定义如下：

⊳ ′ ：DP ( G )→ P ( M )，( X，Y )⊳ ′= X * ′∩ Y -* ′，
  ⊳ ′ ：DP ( M )→ P ( G )，( A，B )⊳ ′= A* ′∩ B-* ′。

与性质 1 类似，我们可得乐观型的三支算

子的如下性质。

性质 2 设 ( G，M，{ +，+，- }，I ) 为乐观型

形 式 背 景 。 对 于 任 意 的 X，X1，X2 ∈ P ( G )，
A，A1，A2 ∈ P ( M )，有：

（1） X1⊆X2⇒X1
⊲ ′⊇X2

⊲ ′，A1⊆A2⇒A1
⊳ ′⊇A2

⊳ ′；
（2） X ⊆ X⊲ ′⊳ ′，A ⊆ A⊳ ′⊲ ′；
（3） X⊲ ′ = X⊲ ′⊳ ′⊲ ′，A⊳ ′ = A⊳ ′⊲ ′⊳ ′；
（4） X ⊆ A⊳ ′⇔ A ⊆ X⊲ ′，X ⊆ A⊳ ′⇔ A ⊆ X⊲ ′；
（5） ( X1 ∪ X2 )⊲ ′ = X1

⊲ ′ ∩ X2
⊲ ′，

( A1 ∪ A2 )⊳ ′ =A1
⊳ ′ ∩ A2

⊳ ′ ；

（6） ( X1 ∩ X2 )⊲ ′ = X1
⊲ ′ ∪ X2

⊲ ′，
( A1 ∩ A2 )⊳ ′ = A1

⊳ ′ ∪ A2
⊳ ′。

2.3　乐观型决策背景下的规则提取　

定义 17 设 ( G，M，{ +，+，- }，I ) 是 一 个

乐观型形式背景。X ⊆ G，A，B ⊆ M，若 X⊲ ′ =
( A，B ) 和 ( A，B )⊳ ′= X 同 时 满 足 ，则 称

( X，( A，B ) ) 为乐观型对象导出的三支概念（简

称乐观型 OE-概念），X、( A，B ) 分别称为乐观

图1　OE-条件概念格OELC ( G，C，I )
Fig. 1　OE conditional concept lattice OELC ( G,C,I )

表1　不完备决策背景( G，C，I，{+，？，-}，D，J )
Table 1　An incomplete formal decision context 

( G,C,I,{+ ,?,-},D,J )

对象

1
2
3
4

a

+
-
+
-

b

-
?

-

c

+
-
+
?

d

-
+
-
+

e

-
+
+
+

f

+
+
+
-

g

-
-
-
+

h

+
?

-

i

+
+
+
-

j

-
+
?

表3　对象导出的非冗余三支规则集

Table 3　The irredundant object-induced three-way rules

正规则

f → i

de → j

de → gj

acf → hi

def → ij

负规则

not d → not g
not ac → not g

not bde → not gj

not abf → not hi

表2　对象导出的三支规则集

Table 2　The object-induced three-way rules

正规则

f → i

ef → i

def → i

acf → i

abcef → i

de → j

def → j

acf → hi

abcef → hi

def → ij

de → gj

负规则

not d → not g
not bde → not g
not ac → not g

not bde → not gj

not abf → not hi

图2　OE-决策概念格OELD ( G，D，J )
Fig. 2　OE decision concept lattice OELD ( G,D,J )
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型 OE-概念的外延和内涵。

对于任意的乐观型 OE-概念 ( X，( A，B ) )，
(Y，( C，D ) )，定义其偏序关系如下：

( X，( A，B ) )≼(Y，( C，D ) )⇔ X ⊆ Y ⇔
( A，B )⊇( C，D )。

乐观型形式背景 ( G，M，{ +，+，- }，I ) 下
的所有乐观型 OE-概念在该偏序关系下是完

备格，称之为乐观型对象导出的三支概念格，

记为 OOEL( G，M，I )。
其下确界和上确界为：

( X，( A，B ) )∧(Y，( C，D ) )=
( X ∩ Y，(( A，B )∪( C，D ) )⊳ ′⊲ ′)，

( X，( A，B ) )∨(Y，( C，D ) )=
(( X ∪ Y )⊲ ′⊳ ′，(( A，B )∩( C，D ) ) )。

定 义 18 设 ( G，M，{ +，+，- }，I ) 和

( G，N，{ +，+，- }，J ) 是两个乐观型的形式背

景，如果对于任意

( X，( A，B ) ) ∈ OOEL( G，N，{ +，+，- }，J )，
存在 (Y，( C，D ) )∈ OOEL( G，M，{ +，+，-}，I )，
使 得 X = Y，则 称 OOEL( G，M，{ +，+，-}，I )
细于OOEL( G，N，{ +，+，-}，J )，记作

OOEL( G，M，{ +，+，- }，I ) ≤
OOEL( G，N，{ +，+，- }，J )。

定义19 设( G，C，I，{+，+，-}，D，J )是一个

乐观型决策背景，若OOEL( G，C，{+，+，-}，I )≤
OOEL( G，D，{+，+，-}，J )，则 称 决 策 背 景

( G，C，I，{ +，+，- }，D，J ) 是协调的。

基于乐观型决策形式背景的协调性，我们

就可以给出该背景下的决策规则，并讨论所得

规则的冗余性。

定义20 设 ( G，C，I，{ +，+，- }，D，J ) 是一

个乐观型决策背景，

OOEL( G，C，{ +，+，- }，I ) ≤
OOEL( G，D，{+，+，-}，J )。

对于 ( X，( A，B ) ) ∈ OOEL( G，C，{ +，+，-}，I )，
(Y，( E，F ) ) ∈ OOEL( G，D，{ +，+，- }，J )

(Y ≠ ∅， U且E，F ≠ ∅ )，
满足 X ⊆ Y，则称 A → E 为决策背景 OE-协调

下的乐观型对象导出三支正规则（简称 OOE-P
规则），记作 if A， then E。所有 OOE-P 规则的

集合表示为 OOE-PR。同时，称 not B → not F
是决策背景 OE-协调下的乐观型对象导出三

支 负 规 则（ 简 称 OOE-N 规 则 ），记 作

if not B， then not F，所有 OOE-N 规则的集合表

示为 OOE-NR。

定义21 设 ( G，C，I，{ +，+，- }，D，J ) 是一

个乐观型决策背景，OOEL( G，C，{ +，+，- }，
I ) ≤ OOEL( G，D，{+，+，-}，J )， A → B 和

A′ → B′ 是 两 个 OOE - P 规 则 ，若 A ⊆ A′ 且
B′ ⊆ B，则 称 规 则 A → B 蕴 含 A′ → B′，并 称

A′ → B′ 是 冗 余 的 。 对 于 OOE-N 规 则 的

not C → not D 与 not C′ → not D′，若 满 足 C ⊆ C′
且 D ⊆ D′，则 称 not C → not D 蕴 含 not C′ →
not D′，并称 not C′ → not D′是冗余的。

例 2 展示了在乐观型的决策背景下对象导

出三支概念格的决策规则提取。

例2（续例 1） 不完备形式背景 ( G，C，I，{ +，

？，- }，D，J ) 所对应的乐观型决策背景如表 4 所

示，相应的对象导出的条件概念格和决策概念格

分别如图 3—4 所示。易得 OOEL( G，C，{ +，+，

-}，I ) ≤ OOEL( G，D，{+，+，-}，J )，故 背 景 是

OE-协调的。根据上述定义，可得乐观型对象导

出的三支规则集（表 5 所示）和乐观型非冗余的

对象导出三支规则集（表 6 所示）。

和 2.2 节类似，接下来讨论在悲观型决策背

景下对象导出三支概念格及其规则提取。

2.4　悲观型形式背景　

定义 22 设 ( G，M，{ +，？，- }，I ) 为 一 个

不完备形式背景。X ⊆ G，A ⊆ M，定义 ∗′′ 算子

（正算子）为：

X * ′′ ={m ∈ M|∀g ∈ X，( g，m，+)∈ I }，
A* ′′ ={g ∈ G|∀m ∈ A，( g，m，+)∈ I }。

-∗ ′′ 算子（负算子）为：

X -* ′′ ={m ∈ M|∀g ∈ X，( g，m，-)∈ I ∨( g，m，？)∈ I }，
A-* ′′ ={g ∈ G|∀m ∈ A，( g，m，-)∈ I ∨( g，m，？)∈ I }。

表4　乐观型决策背景( G，M，{+，+，-}，I )
Table 4　Optimism formal decision context

( G,M,{+ ,+,-},I )
对象

1
2
3
4

a

+
-
+
-

b

-
+
+
-

c

+
-
+
+

d

-
+
-
+

e

-
+
+
+

f

+
+
+
-

g

-
-
-
+

h

+
+
+
-

i

+
+
+
-

j

-
+
+
+
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定义 23 悲观型形式背景 ( G，M，{+，-， 
}- ，I )， 其中 G ={g1，g2，⋯，gp}是所有对象的集

合， M ={m1，m2，⋯，mq}是所有属性的集合，I

是 一 个 三 元 关 系 ，I ⊆ G × M ×{ +，-，- }。

如果 ( g，m，+) ∈ I，则代表对象 g 被赋予属性 m；

如果 ( g，m，-) ∈ I，则代表对象 g 不具备属性 m。

定义 24 设 ( G，M，{ +，-，- }，I ) 为 悲 观

型 形 式 背 景 。 对 于 任 意 的 X， Y ∈ P ( G )，
A， B ∈ P ( M )，其 中 P (U ) 表 示 U 的 幂 集 ，

DP (U ) 表示 P (U )× P (U )，悲观型的三支算子

定义为：

⊲ ′′ ：P ( G )→ DP ( M )， X⊲ ′′ =( X * ′′，X -* ′′ )， 
⊲ ″ ：P ( M )→ DP ( G )， A⊲ ′′ =( A* ′′，A-* ′′ )。
其逆算子定义如下：

⊳ ″ ：DP ( G )→ P ( M )， ( X，Y )⊳ ′′ = X * ′′ ∩ Y -* ′′，

⊳ ″ ：DP ( M )→ P ( G )， ( A，B )∇ ′′ = A* ′′ ∩ B-* ′′。
与性质 1 类似，我们可得悲观型的三支算

子的如下性质。

性质 3 设 ( G，M，{ +，-，- }，I ) 为悲观型

形 式 背 景 。 对 于 任 意 的 X， X1， X2 ∈ P ( G )，
A， A1， A2 ∈ P ( M )，有：

（1） X1⊆X2⇒X1
⊲ ′′⊇X2

⊲ ′′，A1⊆A2⇒A1
⊳ ′′⊇A2

⊳ ′′；

（2） X ⊆ X⊲ ′′ ⊳ ′′，A ⊆ A⊳ ′′ ⊲ ′′；

（3） X⊲ ′′ = X⊲ ′′ ⊳ ′′ ⊲ ′′，A⊳ ′′ = A⊳ ′′ ⊲ ′′ ⊳ ′′；

（4） X ⊆ A⊳ ′′ ⇔ A ⊆ X⊲ ′′；

（5） ( X1 ∪ X2 )⊲ ′′ = X1
⊲ ′′ ∩ X2

⊲ ′′，

( A1 ∪ A2 )⊳ ′′ = A1
⊳ ′′ ∩ A2

⊳ ′′；

（6） ( X1 ∩ X2 )⊲ ′′ = X1
⊲ ′′ ∪ X2

⊲ ′′，

( A1 ∩ A2 )⊳ ′′ = A1
⊳ ′′ ∪ A2

⊳ ′′。
2.5　悲观型决策背景下的规则提取　

定义25 给定悲观型形式背景( G，M，{+，-， 
}- ，I )，( X，( A，B ) ) 称为悲观型对象导出的三支

概 念（简 称 悲 观 型 OE- 概 念），满 足 X⊲ ′′ =
( A，B )，( A，B )⊳ ′′ = X，其 中 X ⊆ G，A，B ⊆ M。

X 称为悲观型 OE-概念的外延，( A，B ) 称为悲

观型 OE-概念的内涵。

对于任意的悲观型 OE-概念 ( X，( A，B ) )，
(Y，( C，，D ) )，定义其偏序关系“≼”如下：

图4　乐观型OE-决策概念格OOELD ( G，D，J )
Fig. 4　Optimistic OE-decision concept lattice 

OOELD ( G,D,J )

图3　乐观型OE-条件概念格OOELC ( G，C，I )
Fig. 3　Optimistic OE-conditional concept lattice OOELC ( G,C,I )

表6　乐观型对象导出的非冗余三支规则集

Table 6　The irredundant optimism object-induced three-way 

rules

正规则

e → j

cde → gj

f → hi

bef → hij

负规则

not d → not g
not ac → not g

not bde → not gj

not abf → not hi

表5　乐观型对象导出的三支规则集

Table 5　The optimism object-induced three-way rules

正规则

f → hi

acf → hi

bef → hi

bdef → hi

abcef → hi

abcef → j

e → j

ce → j

de → j

bef → j

cde → j

bdef → j

bef → hij

bdef → hij

abcef → hij

cde → gj

负规则

not d → not g
not bde → not g
not ac → not g

not bde → not gj

not abf → not hi
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( X，( A，B ) )≼(Y，( C，D ) )⇔ X ⊆ Y ⇔
( A，B )⊇( C，D )。

悲观型形式背景 ( G，M，{ +，-，- }，I ) 下
生 成 的 所 有 悲 观 型 OE- 概 念 的 集 合 记 为

POEL( G，M，I )，其在上述定义的 " ≼ " 下是一个

完 备 格 ，称 之 为 悲 观 型 对 象 导 出 的 三 支 概

念格。

其下确界、上确界分别为：

( X，( A，B ) )∧(Y，( C，D ) )=
( X ∩ Y，(( A，B )∪( C，D ) )⊲ ′′ ⊳ ′′ )， 

( X，( A，B ) )∨(Y，( C，D ) )=
(( X ∪ Y )⊳ ′′ ⊲ ′′，(( A，B )∩( C，D ) ) )。

定义 26 设 POEL( G，M，{ +，-，- }，I ) 和
POEL( G，N，{ +，-，- }，J ) 是 两 个 悲 观 型 的

OE-概念格，如果对于任意

( X，( A，B ) )∈POEL( G，N，{+，-，-}，J )，
总存在(Y，( C，D ) )∈POEL( G，M，{+，-，-}，I )，
使得X=Y，则称POEL( G，M，{+，-，-}，I )细于

POEL( G，N，{+，-，-}，J )，记作

POEL( G，M，{+，-，-}，I )≤
POEL( G，N，{+，-，-}，J )。

定义27 设 ( G，C，I，{ +，-，- }，D，J ) 是一

个悲观型决策背景，若

POEL( G，C，{ +，-，- }，I ) ≤
POEL( G，D，{+，-，-}，J )，

则称决策背景 ( G，C，I，{ +，-，- }，D，J ) 是协

调的。

与乐观型决策背景类似，下面我们基于悲

观型决策背景的协调性，讨论悲观型对象导出

的决策规则及其冗余性问题。

定义 28 设 ( G，C，I，{+，-，-}，D，J ) 是一

个悲观型决策背景，POEL( G，C，{+，-，-}，I )≤
POEL( G，D，{+，-，-}，J )。对于

( X，( A，B ) ) ∈ POEL( G，C，{ +，-，- }，I )，
(Y，( E，F ) ) ∈ POEL( G，D，{ +，-，- }，J )

(Y ≠ ∅， U且E，F ≠ ∅ )，
满足 X⊆ Y，则称 A → E，为决策背景 OE-协调

下的悲观型对象导出三支正规则（简称 POE-P
规则），记作 if A，then E，所有 POE-P 规则的集

合表示为 POE-PR。同时，称 not B → not F 是决

策背景 OE-协调下的悲观型对象导出三支负

规 则 （ 简 称 POE-N 规 则 ） ， 记 作

if not B， then not F，所有 POE-N 规则的集合表

示为 POE-NR。

定义29 设( G，C，I，{ +，-，- }，D，J )是一个

悲观型决策背景，POEL( G，C，{ +，-，- }，I ) ≤
POEL( G，D，{+，-，-}，J )，A → B和A′ → B′是两

个 POE-P 规则，若 A ⊆ A′ 且 B′ ⊆ B，则称规则

A → B 蕴含 A′ → B′，并称 A′ → B′是冗余的。对于

POE-N 规则的not C→ not D与not C′ → not D′，若满

足 C ⊆ C′ 且 D ⊆ D′，则 称 not C → not D 蕴 含

not C′ → not D′，并称not C′ → not D′是冗余的。

下面我们通过例 3 来展示在悲观型的决策

背景下对象导出三支概念格及其决策规则的

提取。

例 3（续例 1） 不完备形式背景 ( G，C，I，{+
，？，-}，D，J )所对应的悲观型决策背景如表 7
所示，相应的对象导出的条件概念格由图 5 所

示，图 6 为决策概念格。易得

POEL( G，C，{ +，-，- }，I ) ≤
POEL( G，D，{ +，-，- }，J )，

故背景是 OE-协调的。根据上述定义，可得悲

观型对象导出的三支规则集（表 8 所示），悲观

型非冗余的对象导出三支规则集（表 9 所示）。

表7　悲观型决策背景( G，M，{+，-，-}，I )
Table 7　Pessimistic formal decision context

( G,M,{+ ,-,-},I )
对象

1
2
3
4

a

+
-
+
-

b

-
-
+
-

c

+
-
+
-

d

-
+
-
+

e

-
+
+
+

f

+
+
+
-

g

-
-
-
+

h

+
-
+
-

i

+
+
+
-

j

-
+
-
+

图5　悲观型OE-条件概念格POELC ( G，C，I )
Fig 5　Pessimistic OE-conditional concept lattice 

POELC ( G,C,I )
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3 不完备决策背景下的对象导出三支概念

格规则提取之间的关系 

在相同的不完备决策背景下，我们分别构

建了基于对象导出的三支概念格、乐观型对象

导出的三支概念格及悲观型对象导出的三支概

念格，并对应地提取了各自的规则集。这些不

同背景下提取的规则集之间存在一定的内在

联系。

命题 1 设 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 为 一

个不完备决策背景，则下列结论成立：

（1） X ∗ ⊆ X ∗ ′，
（2） X ∗̄ ⊆ X ∗̄ ′′。

证明 根据定义 4、定义 13、定义 20，易证。

定理 1 设 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 为 一

个不完备决策背景，则下列结论成立：

（1） OELDE
⊇ POELDE

，

（2） OELCE
⊇ OOELCE

。

其 中 OELDE
，POELDE

，OELCE
，OOELCE

分 别 是

OELD， POELD，OELC，OOELC 的外延。

证明 （1）对于 OELDE
⊇ POELDE

，本文使用

反 证 法 ，假 设 OELDE
⊂ POELDE

，对 于 ∀( X，
( B，C ) ) ∈ OELD，则 有 ( B，C )⊳ = B∗ ∩ C ∗̄ = X，

X ∗ = B， X ∗̄ = C。 根 据 定 义 21 和

OELDE
⊂ POELDE

，我 们 有 X⊲ ′′ = ( B，E )，而

( B，E )⊳ ′′ =B∗ ∩ E ∗̄ ′′，根据命题 1（2），( B，E )⊳ ′′ =
B∗ ∩ E ∗̄ ′′ ⊇ X，所以 OELDE

⊂ POELDE
不成立，故

OELDE
⊇ POELDE

。

（2）对于 OELCE
⊇ OOELCE

，本文使用反证

法 ，假 设 OELCE
⊂ OOELCE

。 对 于 ∀( X，( B，C ) )
∈ OELC，则 有 ( B，C )⊳ = B∗ ∩ C ∗̄ = X，X ∗ = B，

X ∗̄ = C。 根 据 定 义 15 和 OELCE
⊂ OOELCE

，有

X⊳ ′ = ( E，C )，( E，C )⊲ ′ = E∗ ′ ∩ C ∗̄，根 据 命 题 1
（1），( E，C )⊲ ′ = E∗ ′ ∩ C ∗̄ ⊇ X，所 以 OELCE

⊂
OOELCE

不成立，故 OELCE
⊇ OOELCE

。

定理 2 设 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 为一

个不完备决策背景，OELD 是不完备形式背景

上的 OE-决策近似概念格，POELD 是悲观型形

式 背 景 上 的 OE- 决 策 概 念 格 ，则 OELD ≤
POELD。

证明 根据定义 7 和定理 1，易证。

定理 3 设 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 为 一

个不完备决策背景，OELC 是不完备形式背景

上的 OE-条件近似概念格，OOELC 是乐观型形

式背景上的 OE-条件概念格，则

OELC ≤ OOELC。

  证明 根据定义 7 和定理 1，易证。

定理 4 设不完备决策背景 ( G，C，I，{ +，

？，- }，D，J ) 是 OE-协调的，则规则集 OE-PR

=POE-PR，OE-NR=OOE-NR。

证 明 先 证 OE-PR ⊆ POE-PR，对 于

∀A → B ∈ OE-PR，则 存 在 ( X，( A*，A-* ) ) ∈ OEL
( G，C，{ +，？，- }，I )，(Y，( B*，B-* ) ) ∈ OEL( G，D，

{ +，？，- }，J )，满足 X ⊆ Y。 根据定义 14 和定

义 15，( X，( A* ′，A-* ) ) ∈ OOEL( G，C，{ +，+，-}，
I )，(Y，( B* ′，B-* ) ) ∈ OOEL( G，D，{ +，+，- }，J )，

图6　悲观型OE-决策概念格 POELD ( G，C，I )
Fig 6　Pessimistic OE-decision concept lattice 

POELD ( G,C,I )

表8　悲观型对象导出的三支规则集

Table 8　The pessimistic object-induced three-way rules

正规则

f → i

ef → i

def → i

acf → i

abcef → i

de → j

def → j

acf → hi

abcef → hi

def → ij

de → gj

负规则

not d → not g
not b → not g

not abc → not g
not bde → not g
not abc → not h

not abcf → not h
not d → not gj

not bde → not gj

not abc → not gh

not abcf → not hi

表9　悲观型对象导出的非冗余三支规则集

Table 9　The irredundant pessimistic object-induced 

three-way rules

正规则

f → i

de → j

de → gj

acf → hi

def → ij

负规则

not b → not g
not d → not g
not d → not gj

not abc → not h
not abc → not gh

not abcf → not hi
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则 A → B ∈ POE-PR。 再 证 OE-PR ⊇POE-

PR，∀A → B ∈ POE-PR，则存在 ( X，( A* ′，A-* ) ) ∈
OOEL( G，C，{ +，+，-}，I )，(Y，( B* ′，B-* ) ) ∈ OO
EL( G，D，{ +，+，-}，J )，满足 X ⊆ Y。根据定

义 15，( X，( A*，A-* ) ) ∈ OOEL( G，C，{ +，？，- }，
I )，(Y，( B*，B-* ) )∈ OEL( G，D，{+，？，-}，J )， 则 
A → B ∈ OE-PR。所以 OE-PR= POE-PR。对

于 OE-NR = OOE-NR，证明过程同上。

定理 5 设 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 是 一

个不完备决策背景，OOEL( G，C，{ +，+，- }，
I ) ≤ OOEL( G，D，{ +，+，- } J )， 则 任 意

A → B ∈ OE-PR， 存 在 C → B ∈ OOE-PR，

则 A ⊆ C。

证明 对于 ∀A → B ∈ OE-PR，则

( X，( A*，A-* ) ) ∈ OEL( G，C，{ +，？，- }，I )，
(Y，( B*，B-* ) ) ∈ OEL( G，D，{+，？，-}，J )，

满 足 X ⊆ Y。 因 为 (Y，( B*，B-* ) ) ∈ OEL( G，D，

{ +，？，-}，J )，所以(Y，( B* ′，B-* ) )∈OOEL( G，D，

{+，+，-}，J )， 又 OOEL( G，C，{ +，+，- }，
I ) ≤ OOEL( G，D，{ +，+，- }，J )，所以必存在

(Y，( C* ′，C-* ) ) ∈ OOEL( G，C，{ +，+，- }，J )，使

得 C → B ∈ OOE-PR。 对 于 ( X，( A*，A-* ) ) ∈
OEL( G，C，{ +，？，- }，I ) 和 (Y，( C* ′，C-* ) ) ∈
OOEL( G，C，{ +，+，- }，J )，又 X ⊆ Y，所 以

( C* ′，C-* ) ⊆ ( A*，A-* )，根 据 偏 序 关 系 ，A ⊆ C
成立。

推论 1 设 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 是 一

个不完备决策背景，OOEL( G，C，{ +，+，- }，
I ) ≤ OOEL( G，D，{+，+，-}，J )， 则 任 意

A → B ∈ POE-PR，存 在 C → B ∈ OOE-PR，

则 A ⊆ C。

证明 类似定理 3.5 可证。

定理 6 设 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 是 一

个不完备决策背景，POEL( G，C，{ +，-，- }，
I ) ≤ POEL( G，D，{ +，-，- }，J )， 则 任 意

not A-* → not B-* ∈ OE-NR，存 在 not C-* → not B-*

∈ POE-NR，则 A-* ⊆ C-*。

证明 类似定理 5 可证。

推论 2 设 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 是一

个不完备决策背景，POEL( G，C，{ +，-，- }，
I ) ≤ POEL( G，D，{+，-，-}，J )，则 任 意 A →

B ∈ OOE-NR， 存 在 C → B ∈ POE-NR， 
则 A ⊆ C。

定理 7 设 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 是 一

个不完备决策背景，POEL( G，C，{ +，-，- }，
I ) ≤ POEL( G，D，{ +，-，- }，J )， 则 任 意

not A-* → not B-* ∈ OE-NR， 存 在 not A-* →
not C-* ∈ POE-NR，则 B-* ⊆ C-*。

证明 对 于 ∀not A-* → not B-* ∈ OE-NR，则

( X，( A*，A-* ) ) ∈ OEL( G，C，{ +，？，- }，I )， (Y，

( B*，B-* ) ) ∈ OEL( G，D，{ +，？，- }，J )， 满 足

X ⊆ Y。 因 为 ( X，( A*，A-* ) ) ∈ OEL( G，C，{ +，

？，- }，I )，所以

( X，( A*″，A-* ′′ ) ) ∈ POEL( G，C，{ }+，-，- ，I )。
又 POEL( G，C，{+，-，-}，I )≤POEL( G， 

D，{ }+，-，- ，J )， 所 以 对 于 任 意 的

( X，( C* ′′，C-* ′′ ) ) ∈ POEL( G，D，{ +，-，-}，J )，总

存 在 ( X，( A*″，A-* ′′ ) ) ∈ POEL( G，C，{ +，-，-}，
I )，使 得 not A-* → not C-* ∈ POE - NR。 因 为

(Y，( B*，B-* ) ) ∈OEL( G，D，{ +，？，- }，J )，所 以

(Y，( B*″，B-* ′′ ) ) ∈ POEL( G，D，{ +，-，- }，J )，又

X ⊆ Y， 所 以 ( B*″，B-* ′′ ) ⊆ ( C* ′′，C-* ′′ )， 因 此

B-* ⊆ C-*。
注 1 设 ( G，C，I，{ +，？，- }，D，J ) 是一个不完备

决 策 背 景 ， 若 OOEL( G，C，{ +，+，- }，I ) ≤
OOEL( G，D，{+，+，-}，J )，对于 ∀A → B ∈ OE-PR，总

存在 A → C ∈ OEP-PR，不一定满足 B ⊆ C。

如 在 例 1 中 对 象 导 出 三 支 规 则

de → gj ∈ OE-PR，例 2 中乐观型对象导出三支

规则 de → j ∈ POE-PR，显然 gj ⊄ j。

4 结论 

本文给出了不完备形式背景下的乐观型和

悲观型两种决策背景，并研究了在两种决策背

景下对象导出三支概念格的构造和决策规则的

获取，讨论了在不完备形式背景下对象导出三

支概念格 ( OEL )、乐观型对象导出三支概念格

( OOEL ) 以 及 悲 观 型 对 象 导 出 三 支 概 念 格

( POEL ) 的规则提取间的关系。得出了：（1）不

完备决策背景下的对象导出三支正规则集合与

悲观型对象导出三支正规则集合相同，负规则

集合与乐观型对象导出三支负规则集合相同；
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（2）不完备形式背景下的决策近似概念格细于

悲观型背景下的决策概念格，条件近似概念格

细于乐观型背景下的条件概念格等结论。

乐观型和悲观型的决策背景是刻画了不完

备形式背景的两种特殊情形，后续研究将考虑

条件子背景和决策子背景的属性值具有特定统

计分布特征的三支概念格的刻画和规则提取

方法。
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