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基于改进距离函数的概率犹豫模糊多属性群决策
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摘 要：概率犹豫模糊集能精准地描述方案相对于属性取值的犹豫性概率分布，因而在决策分析中占有重要地位。

在多属性群体决策中，利用方案间的相似性和距离函数，可以依据方案的代表性的强弱进行有效排序。若结合现

有的排序结果，还可改进最优方案。为此，本文探讨概率犹豫模糊系统中基于代表性强弱的多属性群决策问题。

本文首先提出了基于对数的距离函数，并利用余弦相似度与杰卡德相似系数构建了综合相似度。然后，利用基于

对数的距离函数改进专家的客观权重，并与主观相结合计算专家的综合权重。同时在群共识的基础上，针对代表

性提出了基于相似度均值的综合决策矩阵的正、负理想解。并结合基于对数的距离函数计算属性权重。最后，利

用贴进度法给出群共识下基于代表性强弱的备选方案的排序方法。在实例验证环节，与传统多属性群决策模型进行

对比分析，验证了本文所提出模型的可行性和有效性。同时本模型的结果与传统排序相结合可以得到最优方案选择。
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Probabilistic Hesitant Fuzzy Multi-attribute Group Decision Based on 

Improved Distance Function
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Abstract: Probabilistic hesitant fuzzy sets play an important role in decision analysis because they can accurately describe the proba‐

bility distribution of the hesitancy of alternatives with respect to the attributes. In multi-attribute group decision-making, the alterna‐

tives can be effectively ranked according to their representativeness by using the similarity and distance function between the alterna‐

tives. If combined with the existing ranking results, the more suitable optimal alternative can also be acquired. This paper discusses 

the multi-attribute group decision-making problem based on the representativeness strength of every alternative in probabilistic hesi‐

tant fuzzy systems. The distance function based on logarithm is proposed, and the comprehensive similarity is constructed by using 

cosine similarity and Jaccard similarity coefficient. Then, the objective weight of experts is improved by using the distance function 

based on logarithm, and the comprehensive weight of experts is calculated by combining with the subjective weight. Meanwhile, 

based on the group consensus, the positive and negative ideal solutions for the comprehensive decision matrix based on the similari‐

ty mean are proposed for the representativeness. And the attribute weight can be calculated by combining the distance function based 

on the logarithm. Finally, the ranking method of alternatives based on the strength of representativeness under group consensus is 

given by using the closeness degree method. In the part of example verification, the feasibility and effectiveness of the proposed 
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model are verified by comparing with the traditional multi-attribute group decision-making model. At the same time, the results of 

this model can be combined with the traditional ranking to get the optimal alternative selection.

Key words: comprehensive similarity; distance function based on logarithmic; weight; group consensus; technique for order prefer‐

ence by similarity to ideal solution

0 引言 

在当今通信技术和科学技术飞速发展的背景下，信息表示日益多元化且复杂度不断提升，这

种复杂性不断冲击着人类的认知。如何在庞杂的信息表示中获取有用信息，指导人类做出合理决

策成为一个非常有意义的课题。而面对这一课题需要综合考虑信息描述和度量问题、最优信息选

择问题。

在上述问题中，适当数据表示形式在决策分析中占有非常重要的地位。在信息处理过程中，

我们经常会遇到不完备和不确定的数据，因此涌现出了一些新的软计算工具，其中模糊集的优势

尤为明显。1965 年 Zadeh 发表的具有开创意义论文《模糊集合》［1］，标志着模糊数学的诞生，在此书

中详细研究了模糊集理论和处理模糊现象的方法。在模糊集中，隶属函数是［0，1］上的连续函

数，用于度量描述信息的模糊度或者不精确度［2］，并将布尔二值逻辑扩展为模糊逻辑。模糊集理

论应用广泛，从工程科技到社会人文科学均有研究成果［3］。在决策问题中，模糊理论能更准确高

效地反映专家的偏好信息。由于模糊隶属度取值存在多种可能，西班牙学者 Torra 在模糊集的基

础上提出了犹豫模糊集［4］的概念，该方法利用多个隶属度刻画模糊信息，更加精准地表达专家的

评价。在决策分析中，犹豫模糊集也更全面地呈现专家的决策信息，从而提升决策结果的科学性

和可信度。近年来，犹豫模糊集理论成功地应用于生物［5］、航空［6］、物流［7］、教育［8］等领域。

在探讨决策与不确定信息表达的过程中，犹豫模糊集因无法全面反映专家对隶属度的偏好差

异而面临局限性。为此，2014 年，朱斌创新性地引入了概率犹豫模糊集［9］。该集合通过为隶属度

赋予概率值，精确描绘了专家决策信息及偏好特征，并且概率犹豫模糊集已在决策分析［10］和模式

识别等领域得到了广泛应用。为了进一步丰富理论体系，Zhang 等将概率犹豫模糊元扩展到隶属

度的概率之和不等于 1 的情形［11］，扩展了模糊集理论的应用范围。除此之外，为了拓宽概率犹豫

模糊集的应用，学者们还深入研究了概率犹豫模糊元的均值、方差、期望一致性［12］，以及概率犹豫

模糊集的相关系数［13］、距离测度［14-16］和相似度［17］。同时，Su 等构建了熵度量［18］方式，Batool 等在

毕达哥拉斯概率犹豫模糊集上构造了熵函数［19］。由此可见，概率犹豫模糊系统上的知识获取已成

为一大热门问题。

现实中的决策问题还需要汇聚多位专家的综合评判以确定最优方案。而多属性群决策（Multi‒
Attribute Group Decision Making,MAGDM）就是在综合考虑多个专家意见的基础上，对有限的备选方

案进行排序，从而解决最优方案选择问题。在多属性群决策中，常用方法包括模糊综合评价

法［20］、熵权法［21］、逼近理想解法（Technique for Order Preference by Similarity to Ideal Solution，TOP⁃
SIS）［22］。这些方法在管理学、数学、工程和复杂经济学中具有重要地位，并广泛应用于政治、军事

等领域［23］。为了克服多个专家决策信息的分歧问题，在多属性群决策中引入了群共识方法，这一

方法有利于最优决策结果的获取。目前群共识模型包括基于愿景的动态多属性群决策共识模

型［24］、利用概率语言基于后悔理论和共识集［25］以及基于证据理论和 Vague 集［26］的动态决策方法。

除此之外，多属性群决策方法还可以集成多个属性、时间节点、专家意见和备选方案，提升决策的

合理性和科学性。通过集成多方信息，帮助决策者更全面地分析各种因素，从而做出更加理性和

科学的决策。因此，在多属性群决策中，对群共识后的不同专家的意见和多维度的属性进行综合

评估，可以实现对决策的精确优化，同时，方案的代表性也是一个重要的衡量标准，因此本文希望

考虑在群共识条件下基于代表性强弱的多属性群决策模型。
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随着多属性群决策研究的不断发展，出现了适应不同决策环境的模型。例如，在毕达哥拉斯

模糊集［27］、毕达哥拉斯区间模糊数［28］的背景下。近年来，在犹豫模糊信息系统中多属性群决策的

研究不断深入。例如，王新鑫等探讨了专家和属性权重未知的情况下进行决策分析和方案排序问

题［29］，朱国成等通过改进贴进度提出了新的决策模型［30］。陕振沛等利用犹豫模糊熵［31］得到专家

权重，同时使用指数熵确定属性权重，进而基于相对贴进度对备选方案进行排序。并且将多属性

群决策研究推广到概率犹豫模糊环境下。朱国成等针对概率犹豫模糊集多属性群决策问题构建

了两种算法［32］。Wang 等根据熵与距离测度［33］构建了一种新的多属性群决策模型。华维灿等基

于相似度构造了交互式群方法［34］。由于概率犹豫模糊集能更全面准确地表达专家的意见，因此，

本文旨在优化概率犹豫模糊数的距离函数与相似性度量方法，使其在群共识下实现基于代表性的

多属性群决策分析。

本文的结构组织如下：第 1 节，回顾模糊集、犹豫模糊集、概率犹豫模糊集以及余弦相似度相关

的概念。第 2 节，首先构造概率犹豫模糊元之间的基于对数的距离函数，其次根据相似性度量以

及杰卡德相似系数提出综合相似度，并定义概率犹豫模糊元的得分函数。第 3 节，通过新构造的

距离函数修订专家权重。根据群共识方法修订专家的决策矩阵，并基于平均综合相似度构造正负

理想解。然后计算属性权重，给出相关的多属性群决策算法。第 4 节，给出实际例子来说明所提

出方法的可行性和有效性。

1 预备知识 

本节首先回顾概率犹豫模糊集、距离测度、余弦相似度的相关知识，为后续讨论奠定理论

基础。

1.1　概率犹豫模糊集　

定义 1［4］ 若 X 为论域，称 A = }{ x，hA( )x | x ∈ X 为 X 上的犹豫模糊集。其中 hA(x)为 x 属于

集合 A 的 [0，1]中的可能隶属度集合。称 hA(x)为一个犹豫模糊元，记为（HFE）。X 上的全体犹豫

模糊集记为 H (X )。
在 Torra［4］定义的犹豫模糊集中，如果犹豫模糊元中元素的概率相等，就无法准确表达每个隶

属度的可能性。为解决这一问题，Zhang 等提出了概率犹豫模糊集［11］。

定义 2［9］ 假设 X 是非空集合，∀x ∈ X，称 HE ={ x，hE( )P | x ∈ X }为集合 X 上的概率犹豫模

糊集，其中 hE(P ) ={γl( pl)，l = 1，2，⋯，| hE(P ) |||||||∑l = 1
|| hE( )P pl = 1 }，称为概率犹豫模糊元，可简记为

hE( p)。 概 率 犹 豫 模 糊 元 中 的 γl 表 示 元 素 x 属 于 集 合 hE( p) 上 的 第 l 个 隶 属 度 ，hE =

{γl| l = 1，2，⋯， || hE( )P }为隶属度的集合。pl 为隶属度 γl 发生的概率。| hE(P ) |表示概率犹豫模糊

元 hE(P )中元素的个数。当∑l = 1
|| hE( )P pl = 1 时，表示概率信息完全；当∑l = 1

|| hE( )P pl < 1 时，表示存在未知

的概率信息，也被称为弱概率犹豫模糊，或者称为弱隶属度信息。

未知的弱概率犹豫模糊元可以通过归一化处理转换为概率犹豫模糊元，即：p′l = pl/∑l = 1
|| hE( )P pl，

i = 1，2，⋯，| hE(P ) |。其中 p′l 表示的是归一化处理后的第 l 个隶属度概率。若概率犹豫模糊元中的

隶属度概率是相同的，那么概率犹豫模糊元就退化为犹豫模糊元。

当隶属度信息缺失时，弱概率犹豫模糊集可以通过增加其最大或最小值补齐来转化为概率犹

豫模糊元。在本文中，我们仅考虑条件∑l = 1
|| hE( )P pl = 1 的概率犹豫模糊元。

定义 3［35］ 假设 hE(P )，hE1 (P )，hE2(P )是概率犹豫模糊元，λ 为实数且 λ > 0，则有下列运算：
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  1） hE
λ (P ) = ∪

l = 1，2，⋯， || hE( )p

{ }γl
λ ( )pl ；

  2） λhE(P ) = ∪
l = 1，2，⋯， || hE( )p

{ }( )1 - ( )1 - γl
λ ( )pl ；

  3） hE1 (P )⊕hE2(P ) == ∪
t = 1，2，⋯， || hE1( )P ，k = 1，2，⋯， || hE2 ( )P

{ }γt + γk - γtγk| pt pk ；

  4） hE1 (P ) ⊗ hE2(P ) = ∪
t = 1，2，⋯， || hE1( )P ，k = 1，2，⋯， || hE2 ( )P

(γtγk) ( )pt pk ；

  5） (hE(P ) ) c = ∪
l = 1，2，⋯， || hE( )P

{ }( )1 - γl ( )pl 。

定义 4［35］ 令 hE(P ) ={γi( pi) |||||| i = 1，2，⋯， || hE( )P ，∑i = 1
|| hE( )P pi < 1}是概率犹豫模糊元，称

s (h)= 1
|| hE( )P
∑i = 1

|| hE( )P γi pi

为 hE(P )的得分函数。

定义 5［36］ 令 hE(P ) ={γi( pi) |||||| i = 1，2，⋯， || hE( )P ，∑i = 1
|| hE( )P pi = 1 }是概率犹豫模糊元，称

d (h)=∑i = 1
|| hE( )P pi(γi - s (h) ) 2

为 hE(P )的偏差函数。

这样，我们可以在得分函数和偏差函数的基础上，比较概率犹豫模糊元的大小，对于任意两个

概率犹豫模糊元 hE1 (P )和 hE2(P )，有：

  1） 若 s (hE1 (P ) ) > s (hE2(P ) )，则 hE1 (P ) > hE2(P )；
  2） 若 s (hE1 (P ) ) = s (hE2(P ) )，d (hE1 (P ) ) > d (hE2(P ) )，则 hE1 (P ) > hE2(P )；
  3） 若 s (hE1 (P ) ) = s (hE2(P ) )，d (hE1 (P ) ) = d (hE2(P ) )，则 hE1 (P ) = hE2(P )；
  4） 若 s (hE1 (P ) ) = s (hE2(P ) )，d (hE1 (P ) ) < d (hE2(P ) )，则 hE1 (P ) < hE2(P )。
1.2　概率犹豫模糊集的距离测度　

回顾由经典距离到概率犹豫模糊距离的发展过程，可以发现前人已提出了多种距离测度函

数，下面我们介绍其中三种。

定义 6［37］ 假设 X 是非空有限论域，若 d：X 2 → [0，1]，x、y 和 z∈ X，且 d (x，y)满足：1）d (x，y) ≥
0，且 d (x，y) = 0 ⇔ x = y； 2）d (x，y) = d ( y，x)；3）d (x，y) ≤ d (x，z) + d (z，y)，则称 d 是 X 上的距

离测度或称 d (x，y)为 x 和 y 的距离。

定义 7［18］ 假设 X 为有限非空论域，设 HE1 (P ) 和 HE2(P ) 为 X 上的两个概率犹豫模糊集，则

HE1 (P ) 和 HE2(P ) 的 函 数 d (HE1 (P )，HE2(P ) ) 满 足 以 下 性 质 ：1 ）d (HE1 (P )，HE2(P ) ) ≥ 0 ；

2）d (HE1 (P )，HE2(P ) ) = 0 ⇔ HE1 (P ) = HE2(P )；3）d (HE1 (P )，HE2(P ) ) = d (HE2(P )，HE1 (P ) )，则 d 是

X 上的距离测度，d (HE1 (P )，HE2(P ) )为概率犹豫模糊集的距离。

定义 8［18］ 假 设 X 为 非 空 有 限 论 域 ，令 hE1 (P )和hE2(P ) 为 两 个 概 率 犹 豫 模 糊 元 。 如 果

hE1 (P )和hE2(P ) 中的元素数量是相同的，即 | hE1 (P ) |= | hE2(P ) |= | h (P ) |，则定义 hE1 ( p) 和 hE2( p) 的
Eucliudean 距离为：

dE(hE1 (P )，hE2(P ) )= 1
|| h ( )P
∑j = 1

|| h ( )p |
|
|||||

|
|||| hE1 ( )P σ ( )j ( )γi ⋅ pi - hE2( )P σ ( )j ( )γi ⋅ pi

2

， （1）

其 中 hE(P ) σ ( )j (γi ⋅ pi) 表 示 为 概 率 犹 豫 模 糊 元 hE(P ) 中 第 j 小 的 值 γi 和 相 应 的 pi 的 乘 积 。 当
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| hE1 (P ) |≠ | hE2(P ) |时，对较短的概率犹豫模糊元利用较长的概率犹豫模糊元的最大值或者最小值

且概率为 0 的方式补齐，实现概率犹豫模糊元中元素个数相等。

1.3　余弦相似度　

定义 9［38］ 设 A 和 B 定义在 X ={x1，x2， }⋯，xm 上的两个犹豫模糊集，则 A，B 间的相似性测度满足

如下条件：1）0 ≤ S (A，B)≤ 1；2）S (A，B)= 1，当且仅当 hA(x)= hB(x)，∀x ∈ X；3）S (A，B)= S (B，A)。
定义 10［39］ 设向量

-
M= (a1，a2，⋯，an)，向量

-
N= (b1，b2，⋯，bn) 表示两个 n 维的向量，0 表示一

个零向量， -M = ∑i = 1
n ( )ai

2
， -N = ∑i = 1

n ( )bi
2
表示向量

-
M和

-
N的模，则向量

-
M和

-
N的余弦相

似度定义如下：

cos ( )-
M，
-
N =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

0 -
M= 0或-N= 0，但-M≠-N，

-
M ⋅-N

 -M ⋅ -N
= ∑i = 1

n ( )ai × bi

∑j = 1
n ( )aj

2 × ∑j = 1
n ( )bj

2

-
M≠ 0且-N≠ 0，

1 -
M=-N= 0。

性质 1 设向量
-
M= (a1，a2，⋯，an)，向量

-
N= (b1，b2，⋯，bn) 表示两个 n 维的向量，0 表示零向

量，则向量
-
M 和

-
N 的余弦相似度满足以下性质：1）-1 ≤ cos (-M，

-
N ) ≤ 1； 2）cos (-M，

-
M ) = 1； 

3）cos (0，-N ) = 0，其中
-
N≠ 0； 4）cos (-M，

-
N ) = cos (-N，

-
M )。

1.4　概率犹豫模糊环境下综合专家决策矩阵　

在 概 率 犹 豫 模 糊 决 策 问 题 中 ，设 X ={x1，x2，⋯，xm} 为 m 个 可 行 的 备 选 方 案 集 ，C =
{c1，c2，⋯，cn}是一组属性或标准集合，D ={D1，D2，⋯，Ds}是 s 个专家集。每个专家对每个备选方案

相对于属性进行评估，评估值由概率犹豫模糊元表示，简记为 hk
ij(P )，k = 1，2，⋯，s；i = 1，2，⋯，m；

j = 1，2，⋯，n。利用这些概率犹豫模糊集构成概率犹豫模糊矩阵M k = (hk
ij(P ) )

m × n
，如表 1 所示。

当多位专家提供对多个备选方案的决策矩阵时候，我们需要利用下面公式汇总出一个综合决

策矩阵。汇总公式如下：

Max-M= (-hij (P ) )
m × n

，
-hij ( )P ={ }γl

ij( )-pl
ij ，l = 1，2，⋯ || h ( )P ， （2）

其中 γl
ij 是 hij(P ) 中的隶属度，l = 1，⋯，| hij |，-pl

ij = ∑rij ∈ hk
pkl

ij × θk 为综合概率，且 hk = h1
ij ∪ ⋯ ∪ hs

ij，pkl
ij

是第 k 个专家给出的专家决策矩阵中 γl
ij 的概率，θk 为专家 k 的客观权重。并且，综合专家决策矩阵

如表 2 所示。

2 基于对数的距离函数及综合相似性度量 

2.1　概率犹豫模糊集的基于对数的距离函数　

由于存在两个不同的概率犹豫模糊元距离为 0，难以区分的情况，因此，提出了一种新的距离

度量方法，用于衡量概率犹豫模糊元之间的距离。

表1　概率犹豫模糊矩阵

Table 1　Probabilistic hesitant fuzzy matrix

X

x1

x2

⋮
xm

c1

hk
11 (P )

hk
21 (P )
⋮

hk
m1 (P )

c2

hk
12(P )

hk
22(P )
⋮

hk
m2(P )

⋯
⋯
⋯
⋮
⋯

cn

hk
1n (P )

hk
2n (P )
⋮

hk
mn (P )

表2　综合专家决策矩阵

Table 2　Comprehensive expert decision matrix

X

x1

x2

⋮
xm

c1
------h11 (P )
------h21 (P )

⋮
- -----hm1 (P )

c2
------h12 (P )
------h22 (P )

⋮
- -----hm2 (P )

⋯
⋯
⋯
⋮
⋯

cn
------h1n (P )
------h2n (P )

⋮
- -----hmn (P )
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定义 10［15］ 设 X 为非空有限论域，令 hE1 (P )和 hE2(P )为两个概率犹豫模糊元，定义在概率犹

豫模糊环境下的 Euclidean 距离如下：

d (hE1 (P )，hE2(P ) )= 1
l1 × l2

∑i = 1
l1 ∑z = 1

l2 [ ]( )γσ ( )i
i ⋅ pi - ( )γσ ( )z

z ⋅ pz

2
， （3）

其中 l1 和 l2 分别为 hA(P )和 hB(P )的长度，γσ ( )j
i 和 γσ ( )j

z 分别是 A 和 B 中第 j 小的值。

例 1 设 hE1 (P ) ={0.2( 0.6 )，0.3( 0.4 )} 和 hE2(P ) ={0.12(1)} 是 概 率 犹 豫 模 糊 元 ，则

d (hE1 (P )，hE2(P ) ) = 0，此时无法分辨这两个概率犹豫模糊元，因此对此距离测度进行修改。

定义 12 设 X 为非空有限论域，令 hE1 (P )和 hE2(P )为两个概率犹豫模糊元，则距离函数定义为：

dE(hE1 (P )，hE2(P ) )= 1
l1 × l2

∑i = 1
l1 ∑z = 1

l2 [ ]( )γσ ( )i
1 ⋅ pi - ( )γσ ( )z

2 ⋅ pz

2
+

1
l1 × l2

∑i = 1
l1 ∑z = 1

l2 || ( )pi log γσ ( )i
1 - pz log γσ ( )z

2 ， （4）

其中 l1 表示 | hE1 (P ) |，l2 表示 | hE2(P ) |。若存在 γσ ( )j
1 = 0 ∈ hE 的情况，记 pi log γσ ( )j

1 = 0 即可。

例 2（接 例 1） 设 hE1 (P ) ={0.2( 0.6 )，0.3( 0.4 )} 和 hE2(P ) ={0.12(1)}，则 dE(hE1 ( p)，hE2( p) ) =
1.396 2，利用此距离可以分辨这两个概率犹豫模糊元。

性质 2 令 hE1 (P )和 hE2(P )为概率犹豫模糊元，则基于对数的距离测度满足

1） 0 ≤ dE(hE1 (P )，hE2(P ) )； 
2） dE(hE1 (P )，hE2(P ) ) = 0 ⇔ hE1 (P ) = hE2(P )； 
3） dE(hE1 (P )，hE2(P ) ) = dE(hE1 (P )，hE2(P ) )。
证明 1） 非负性：

1
l1 × l2

∑i = 1
l1 ∑z = 1

l2 [ ]( )γσ ( )i
1 ⋅ pi - ( )γσ ( )z

2 ⋅ pz

2
≥ 0，

1
l1 × l2

∑i = 1
l1 ∑z = 1

l2 || ( )pi log γσ ( )i
1 - pz log γσ ( )z

2 ≥ 0，

则 dE(hE1 (P )，hE2(P ) )满足非负性。

2） 反身性：由公式（4）得知，满足 dE(hE1 (P )，hE2(P ) ) = 0 则需要满足 [ (γσ ( )i
1 ⋅ pi) - (γσ ( )z

2 ⋅ pz) ] 2
=

0 以及 ∑i = 1
l1 ∑z = 1

l2 || ( )pi log γσ ( )i
1 - pz log γσ ( )z

2 = 0，即满足 γσ ( )i
1 ⋅ pi = γσ ( )z

2 ⋅ pz 且 (γσ ( )i
1 ) pi = (γσ ( )z

2 ) pz

。因此

只有当 hE1 (P ) = hE2(P )时，满足条件。

3）交换性：

1
l1 × l2

∑i = 1
l1 ∑z = 1

l2 [ ]( )γσ ( )i
1 ⋅ pi - ( )γσ ( )z

2 ⋅ pz

2
+ 1

l1 × l2
∑i = 1

l1 ∑z = 1
l2 || ( )pi log γσ ( )i

1 - pz log γσ ( )z
2 =

1
l2 × l1

∑z = 1
l2 [ ]( )γσ ( )i

1 ⋅ pi - ( )γσ ( )z
2 ⋅ pz

2
+ 1

l2 × l1
∑i = 1

l1 ∑z = 1
l2 || ( )pi log γσ ( )i

1 - pz log γσ ( )z
2

则满足交换性。

2.2　综合相似度　

由于杰卡德相似系数可以有效度量集合的相似度。因此本节利用杰卡德相似系数得到新的相似度。

定义 13［40］ 设 A 和 B 是 X 上的两个集合，A 和 B 的杰卡德相似系数 J (A，B)定义为：

J (A，B)= || A ∩ B
|| A ∪ B
， （5）

杰卡德距离与杰卡德相似系数呈互补的关系，于是杰卡德距离公式可推导如下。
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定义 14［41］ 设 A 和 B 是 X 上的两个集合，A 和 B 的杰卡德相似距离 Jd(A，B)定义为

Jd(A，B)= 1 - J (A，B)= || A + || B - 2 || A ∩ B
|| A + || B - || A ∩ B

。 （6）

基于余弦相似度和杰卡德相似系数的定义，我们提出了一种基于聚类思想的相似性度量

（sim），用以衡量概率犹豫模糊集合之间的相似性。

定义 15 设 hE1 (P )和 hE2(P )为 X 上两个概率犹豫模糊元，其中 hE1 (P ) ={yi( )pi ，i = 1，2，⋯， }n ，

hE2(P ) ={xj( )pj ，j = 1，2，⋯， }n 两个概率犹豫模糊元的余弦相似度的定义为：

sim (hE1 (P )，hE2(P ) )= ∑i = 1
n [ ]( )yi × pi × ( )xi × pj

∑i = 1
n ( )yi × pi

2 ⋅ ∑j = 1
n ( )xj × pj

2
， （7）

由于当 sim (hE1 (P )，hE2(P ) ) = 1 时，概率犹豫模糊元成比例，这时候相似度为 1 不太符合实际情况。

故公式（7）存在不足。因此，利用杰卡德相似系数的思想改进概率犹豫模糊元的余弦相似度。首

先，构造概率犹豫模糊元之间的交集与并集。

定义 16 假设 X 为非空有限论域，令 hE1 (P )和 hE2(P )为两个概率犹豫模糊元，即

hE1 (P ) ={γi( pi)，i = 1，2，⋯，| hA(P ) |||||||∑i = 1
|| hA( )P pi = 1 }，

hE2(P ) ={γz ( pz)，z = 1，2，⋯，| hB(P ) |||||||∑z = 1
|| hB( )P pz = 1 }。

hE1 (P )∪ hE2(P )={hE1 (P )∪ hE2(P ) }=
ì
í
îïï(γy( py

2 ) ) |||||| γy ∈ hE1 ( )P ∪ hE2( )P ，py =∑
i

2
p ( )γy

ü
ý
þïï
， （8）

hE1 (P )∩ hE2(P )={hE1 (P )∩ hE2(P ) }=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï
(γy( py) )

|

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

|

|

γy ∈{ }hE1 ( )P ∩ hE2( )P ，py =
∧

i = 1

2
pEi( )γy

∑
γy
( )∧

i = 1

2
pEi( )γy

ü

ý

þ

ï

ï
ïï
ï

ï

ï
ïï
ï
ï
ï
。 （9）

定义 17 假设 X 为非空有限论域，令 hE1 (P )和 hE2(P )为两个概率犹豫模糊元。则

J (hE1 (P )，hE2(P ) )= || hE1 ∩ hE2

|| hE1 ∪ hE2
= || hE1 ( )P ∩ hE2( )P

|| hE1 ( )P ∪ hE2( )P
=

|
|

|
|{ }γ 1，γ2，⋯，γ || hA( )P ∩{ }γ1，γ2，⋯，γ || hB( )P

|
|

|
|{ }γ 1，γ2，⋯，γ || hA( )P ∪{ }γ1，γ2，⋯，γ || hB( )P

，（10）

其中 | hE(P ) |表示集合 hE(P )的基数。

例 3 设 hE1 (P ) ={0.6 (0.25)，0.7 (0.5)，0.8 (0.25) }，hE2(P ) ={0.5 (0.5)，0.6 (0.5) }，即
|| hE1 ∩ hE2

|| hE1 ∪ hE2
=

||{ }0.6，0.7，0.8 ∩{ }0.5，0.6
||{ }0.6，0.7，0.8 ∪{ }0.5，0.6
= 1

4 。

定义 18 设 X 为非空有限论域，令 hE1 (P )和 hE2(P )为概率犹豫模糊元，则综合相似度为：

simc (hE1 (P )，hE2(P ) ) = sim (hE1 (P )，hE2(P ) ) × J (hE1 (P )，hE2(P ) ) =
ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

0 ( )hE1 ( )P = 0或hE2( )P = 0，但hE1 ( )P ≠ hE2( )P ，

∑
i = 1

n

[ ]( )yi × pi × ( )xi × pi

∑
i = 1

n

( )yi × pi
2 ⋅ ∑

j = 1

m

( )xj × pj
2

× || hE1 ∩ hE2

|| hE1 ∪ hE2
( )hE1 ( )P ≠ 0且hE2( )P ≠ 0 ，

1 ( )hE1 ( )P = hE2( )P = 0 。

（11）
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这里简记 {0 (1) }= 0。通常在信息系统当中，不存在 hE1 (P ) = 0 的情况 . 其中 xi，pi，xj，pj 分别是按

照从小到大排列后相对应的隶属度和相关概率，若 hE1 (P )中元素个数不等于 hE2(P )中元素个数，

则根据概率为 0 的原则将其补齐。

性质 3 设 hE1 (P )和 hE2(P )为 X 上两个概率犹豫模糊元，simc 满足以下性质：

1） 0 ≤ simc (hE1 (P )，hE2(P ) ) ≤ 1；
2）simc (hEi(P )，hEi(P ) ) = 1；
3） simc (hE1 (P )，hE2(P ) ) = simc (hE2(P )，hE1 (P ) )；
4） simc (hE1 (P )，hE2(P ) )= 0，其中 hE1 (P )= 0或 hE2(P )= 0且 hE1 (P )≠ hE2(P )，或者 | hE1 ∩ hE2 |= 0。
证明 这些性质显然成立。

根据公式（11）定义概率犹豫模糊元的得分函数集为：

-
hij ( p) ={simc (hij(P )，hkj(P ) ) | k = 1，2，⋯，m }。

定义 19 X ={x1，x2，⋯，xm}为备选方案集，C ={c1，c2，⋯，cn}为属性集，设 hij(P )和 hkj(P )分别

为第 i 个和第 k 个备选方案相对于第 j 个属性下的两个概率犹豫模糊元，则概率犹豫模糊元的得分

函数定义如下：

--hij = ∑k = 1
m simc ( )hij( )P ，hkj( )P

m
， （12）

其中
--hij 表示关于第 i 个方案的第 j 个属性的最终得分值。

2.3　借助TOPSIS法构造基于代表性的正负理想解　

平均综合相似度越大则方案的代表性越强，因此在考虑代表性强弱的排序问题时，可以利用

平均综合相似度来构造正负理想解，即利用得分函数（定义 19）来确定正负理想得分函数矩阵如表

3 所示。

构造基于代表性的正、负理想解分别为每一列中得分函数的最大最小值，即：

r+ ={maxm
i = 1{--hij }，j = 1，2，⋯，n}，r-={minm

i = 1{--hij }，j = 1，2，⋯，n}。
其中 max

i = 1

m (--hij )表示 cj 属性下得分函数的最大值对应的位置 i 处的元素。例如若 max
i = 1

m (--hij ) =
----h21 表示

综合专家决策矩阵表 2 中第二行第一列的元素，即
--h21 (P )。

3 改进专家和属性权重的确定方法 

3.1　基于对数的距离函数的专家综合权重的确定　

为了使专家决策结果更贴近实际情况，Mao 等［42］提出了一种调整专家权重的方法。该方法结

合了主观赋权和客观计算，根据专家决策信息的一致性来调整权重。具体来说，当专家提供的决

策信息一致时，其权重提高；反之则降低。这里利用基于对数的距离函数改进 Mao 的调整专家权

重方法。

表3　得分函数矩阵

Table 3　Matrix of score function

X

x1

x2

⋮
xm

c1
------------h11
------------h21

⋮
- ------ -----hm1

c2
------------h12
------------h22

⋮
- ------ -----hm2

⋯
⋯

⋯
⋮
⋯

cn
------------h1n
------------h2n

⋮
- ------ -----hmn
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专家 Dk 和 Dr 的一致性度量为：ρkr = 1 - d ( )M k，M r

∑k ≠ 1，k ≠ r
l d ( )M k，M r

 ，其中 d (M k，M r) 由公式（4）得

出，d (M k，M r) = ∑i = 1
m ∑j = 1

n dE( )hk
ij，hr

ij 。这里 ρkr 越大则一致性程度越高。专家的综合一致性度量

为：ρk = ∑r = 1，k ≠ r
l ρkr

l - 1 。由上式可知，ρk 表示专家 Dk 的综合一致性程度，即去除专家 Dk 提出的决策

信息在所有专家提出的决策信息中占比的均值，也就是一种重要程度。因此通过事先赋予的主管

专家权重 ηk 和综合一致性度量 ρk 来确定最终的专家权重 θk，其公式如下：

θk = ρkηk

∑k = 1
l ρkηk

。 （13）

3.2　专家群共识　

在多属性群决策过程中，专家的意见难免会出现分歧，而较大的分歧会降低专家决策的可信

度，决策结果不可靠。本文采用距离函数来衡量每一个专家的决策矩阵与共识矩阵之间的差异，

当发现专家的决策矩阵与共识矩阵存在显著差异时，我们会对该专家的决策进行调整，以减小这

种差异，实现群共识。专家群共识决策步骤如下：

1） 计算每一个专家决策矩阵的期望矩阵。

对于给定专家 Dr，若 xi ∈ U，cj ∈ C，则 xi 相对于 cj 的概率犹豫模糊元为

hEij(P ) = ì
í
î
γk( pk)，k = 1，2，⋯，| hEij(P ) |

|

|
|
||
|∑k = 1

|
|
|||||

|
|||| hEij

( )P
pk = 1üý

þ
，

则 xi 相对于 cj 的概率犹豫模糊元的期望为 E (hEij(P ) ) = ∑k = 1

|
|
|||||

|
|||| hEij

( )P
γk ⋅ pk，在此专家下的期望矩阵为

E (Dr) = (E (Dr) ij)
m × n

。

2） 根据每一个专家的期望矩阵，计算多个专家的共识矩阵。

令每个专家的期望矩阵的算术平均作为共识矩阵 Econ，即共识矩阵为 Econ= 1
s ∑r = 1

s E ( )Dr 。

给定 ζ > 0，若
∑i = 1

m ∑j = 1
n |

|
|
| E ( )Dr ij

- Econ ij

m × n
> ζ，则认为专家 Dr 不满足共识，需要对其进行修订，否

则无须修订，为共识决策信息。

3） 根据共识矩阵 Econ，设置一个阈值 σ ∈ [0，1]，根据加权计算公式修改每一个专家的期望矩

阵。E (Dr) ′ = E (Dr) ⋅ (1 - σ ) + Econ ⋅ σ = (E (Dr) ′ ij)
m × n

。

4） 我们对不满足共识条件的专家决策矩阵中的概率进行修订，公式如下：

p′k =

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

pk × E ( )Dr ′ ij

E ( )Dr ij

， rk >Econ

pk ×
E ( )Dr ij

E ( )Dr ′ ij

， rk <Econ

pk = pk， rk =Econ

并 将 概 率 归 一 化 。 ∀xi ∈ U，cj ∈ C，xi 相 对 于 cj 的 修 改 后 的 概 率 犹 豫 模 糊 元 为 ：hEij(P ) ′ =
ì
í
î
γk( p′k)，k = 1，2，⋯，| hEij(P ) |

|

|
|
||
|∑k = 1

|
|
|||||

|
|||| hEij

( )P
p′k = 1üý

þ
，经过多次修订可实现专家间的群共识。

3.3　属性权重的确定　

属性权重是衡量属性重要程度的关键指标。本文基于 Xu 等［35］提出的属性确定方法，通过引
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入基于对数的距离函数和最小距离构建属性权重模型 M。

针对专家共识修订后的综合决策矩阵建立求解属性权重模型 M：

M = min ∑i = 1
m ∑j = 1

n ω2
j d ( )-hij ( )P′ ，r+

j ( )P′
2
，

其中 0 ≤ ωj ≤ 1， ∑j = 1
n ωj = 1。-hij ( p′) (i = 1，2，⋯，m； )j = 1，2，⋯，n 由修订后的综合决策矩阵确定。

r+
j (P′)表示正理想解的第 j 个概率犹豫模糊元。

我们通过构造拉格朗日函数 M (ω，λ)，其中 λ 为实数，来求解该模型，

M (ω，λ)=∑i = 1
m ∑j = 1

n ω2
j d ( )-hij ( )P′ ，r+( )P′

2
- λ ( )∑

j = 1

n

ωj - 1

对 M (ω，λ)求偏导，可得：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

∑j = 1
n 2ωjd ( )-hij ( )P′ ，r+

j ( )P′
2
- λ = 0，

∑j = 1
n ωj - 1 = 0。 （14）

根据公式（14）可得：

ωj =
λ

2∑i = 1
m d ( )-hij ( )P′ ，r+

j ( )P′
2。 （15）

将 (15)式代入 (14)可得： 

λ = 1

∑j = 1
n 1

2∑i = 1
m d ( )-hij ( )P′ ，r+

j ( )P′
2

。 （16）

将公式 (16)代入公式 (15)中，可以解出属性对应的权重为：

ωj =
( )∑i = 1

m d ( )-hij ( )P′ ，r+
j ( )P′

2 -1

∑j = 1
n ( )∑i = 1

m d ( )-hij ( )P′ ，r+
j ( )P′

2 -1。 （17）

3.4　基于对数的距离函数和群共识下基于代表性的排序算法　

我们通过综合相似度求解出概率犹豫模糊数的得分函数，求出基于代表性的正负理想解，并

通过基于对数的距离函数求出属性权重，最终采用贴进度对备选方案进行排序。具体步骤如下：

输入：每个专家决策信息矩阵，ηk，k = 1，2，⋯，s，ζ，σ。

输出：最优备选方案的排序。

步骤 1：利用 3.1 节中的调节系数的公式（13）， 进行专家综合权重的确定。

步骤 2：根据阈值 ζ 进行共识矩阵判断，并根据阈值 σ 进行修订，本文设置修订一次可达成群

共识。

步骤 3：根据 2.4 节，利用各个专家的综合权重聚合各个专家的决策矩阵，建立一个综合决策矩

阵。Max-M= (-hij (P ) )
m × n

，
-hij (P ) ={γl

ij(-pl
ij ) | l = 1，2，⋯， || h ( )P }，| h (P ) |= | h1

ij ∪ h2
ij⋯ ∪ hs

ij |。
步骤 4：根据定义 18 中的综合相似度、定义 19 中的得分函数以及 3.2 节，对综合专家矩阵利用

得分函数确定基于代表性的正负理想解。其中 r+ 表示正理想解，r- 表示负理想解。

步骤 5：根据公式（17）以及基于对数的距离函数，获得综合决策矩阵的属性权重。

步骤 6：确定备选方案与基于代表性的正负理想解的距离，其中，

d+
i = d (r+，xi)= (∑j = 1

n ωjdE( )hij，d+
j )，d-

i = d (r-，xi)= (∑j = 1
n ωjdE( )hij，d-

j )。
xi 表示专家综合矩阵中第 i 个备选方案。
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步骤 7：确定备选方案的贴进度。然后进行基于代表性强弱的排序。这里的贴进度采用了 Ou

等［43］定义的贴进度公式：Ξ i = 1
2 ( d-

i

d-
max

+ d+
min

d+
i )，其中 d-

max = max
i = 1，2，…，m

{d-
i }，d+

min = min
i = 1，2，…，m

{d+
i }。

步骤 8：按照贴进度从大到小对备选方案进行排序。

具体流程如图 1 所示。

4 通过实际案例进行算法的验证 

4.1　汽车安全性能排序　

随着社会的进步，汽车已成为家庭必备的交通工具。而汽车的安全性能是购买汽车的一项重

要指标，因此，我们基于汽车的安全性能考虑最具代表性的排序方案。我们采用了文献［44］中购

买汽车实例进行讨论。假设几位汽车安全专家要评估几种车型的安全性能：别克（x1）、丰田（x2）、

福 特（x3）、奥 迪（x4）和 特 斯 拉（x5）。 其 中 汽 车 的 安 全 性 能 是 由 五 个 属 性 决 定 的 ，设 C =
{c1，c2，⋯，c5}，其中 c1 表示制动系统，c2 表示防抱死系统，c3 表示车辆稳定系统，c4 表示辅助约束系

统，c5 表示车身板。三位安全专家 D ={D1，D2，D3}使用概率犹豫模糊元进行评估五种车型，如表 4—
表 6 所示。专家的主观权重设为 η ={0.4，0.4，0.2}，ζ = 0.06。

算法步骤准备：

第一步：首先对表 4—表 6 专家决策矩阵当中的概率进行归一化处理，然后计算专家的综合

权重。

  1） 根据 4.1 节，首先通过公式（5）计算出各个专家之间的距离。

d (M 1，M 2)= 0.582 8，d (M 1，M 2)= 0.592 5，d (M 2，M 3)= 0.533 7。
  2） 判断专家之间的一致程度，并计算出各个专家之间的权重调节系数。

图1　基于代表性排序流程图

Fig. 1　Ranking flowchart based on the representativeness
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ρ12 = 0.478 0，ρ13 = 0.473 9，ρ21 = 0.504 1，
ρ23 = 0.526 1，ρ31 = 0.495 9，ρ32 = 0.522 0，
ρ1 = 0.475 9，ρ2 = 0.515 1，ρ3 = 0.508 9。

  3） 根据公式（12）计算出各个专家的综合权重。 θ1 = 0.382 1，θ2 = 0.413 6，θ3 = 0.204 3。本文

保留一位小数，θ1 = 0.4，θ2 = 0.4，θ3 = 0.2。

表4　专家1的决策矩阵

Table 4　Decision matrix for expert 1

X

x1

x2

x3

x4

x5

c1

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.25 ,0.7 ( )0.5 ,
0.8 ( )0.25

{0.5 (0.5),0.6 (0.5) }

{0.7 (0.5),0.8 (0.3) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.8 ( )0.5 ,0.85 ( )0.3 ,
0.9 ( )0.2

{0.65 (0.5),0.75 (0.5) }

c2

{0.5 (0.6),0.6 (0.4) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.4 ( )0.3 ,0.5 ( )0.3 ,
0.6 ( )0.4

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.3 ( )0.2 ,0.4 ( )0.4 ,
0.5 ( )0.4

{0.7 (0.6),0.8 (0.2) }

{0.5 (0.5),0.6 (0.5) }

c3

{0.6 (0.8),0.7 (0.2) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.2 ,0.6 ( )0.3 ,
0.7 ( )0.5

{0.5 (0.2),0.6 (0.8) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.4 ,0.7 ( )0.3 ,
0.8 ( )0.3

{0.7 (0.3),0.8 (0.7) }

c4

{0.3 (0.4),0.4 (0.6) }

{0.6 (0.6),0.7 (0.2) }

{0.5 (0.4),0.6 (0.5) }

{0.5 (0.5),0.6 (0.5) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.3 ,0.6 ( )0.3 ,
0.7 ( )0.4

c5

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.3 ,0.7 ( )0.3 ,
0.8 ( )0.4

{0.7 (0.5),0.8 (0.5) }

{0.6 (0.3),0.7 (0.7) }

{0.7 (0.7),0.8 (0.3) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.7 ( )0.2 ,0.8 ( )0.2 ,
0.9 ( )0.4

表5　专家2的决策矩阵

Table 5　Decision matrix for expert 2

X

x1

x2

x3

x4

x5

c1

{0.5 (0.5),0.7 (0.5) }

{0.5 (0.4),0.6 (0.6) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.2 ,0.6 ( )0.3 ,
0.7 ( )0.5

{0.7 (0.4),0.8 (0.4) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.5 ,0.7 ( )0.4 ,
0.8 ( )0.1

c2

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.7 ( )0.7 ,0.8 ( )0.2 ,
0.9 ( )0.1

{0.6 (0.7),0.7 (0.3) }

{0.7 (0.6),0.8 (0.4) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.5 ,0.7 ( )0.1 ,
0.8 ( )0.4

{0.6 (0.4),0.7 (0.6) }

c3

{0.4 (0.3),0.6 (0.5) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.3 ,0.7 ( )0.4 ,
0.8 ( )0.3

{0.3 (0.4),0.5 (0.6) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.7 ( )0.5 ,0.8 ( )0.3 ,
0.9 ( )0.2

{0.4 (0.5),0.5 (0.5) }

c4

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.3 ,0.6 ( )0.4 ,
0.7 ( )0.3

{0.6 (0.5),0.7 (0.5) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.5 ,0.7 ( )0.2 ,
0.8 ( )0.3

{0.5 (0.4),0.6 (0.6) }

{0.7 (0.4),0.8 (0.4) }

c5

{0.7 (0.4),0.8 (0.6) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.7 ,0.6 ( )0.2 ,
0.8 ( )0.1

{0.6 (0.5),0.7 (0.5) }

{0.7 (0.2),0.8 (0.6) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.2 ,0.7 ( )0.4 ,
0.8 ( )0.4

表6　专家3的决策矩阵

Table 6　Decision matrix for expert 3

X

x1

x2

x3

x4

x5

c1

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.3 ,0.7 ( )0.5 ,
0.8 ( )0.2

{0.6 (0.5),0.7 (0.3) }

{0.5 (0.3),0.6 (0.7) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.3 ,0.6 ( )0.4 ,
0.7 ( )0.3

{0.7 (0.5),0.8 (0.5) }

c2

{0.6 (0.4),0.7 (0.4) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.3 ,0.6 ( )0.4 ,
0.7 ( )0.3

{0.5 (0.5),0.7 (0.5) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.3 ,0.6 ( )0.3 ,
0.7 ( )0.4

{0.6 (0.6),0.7 (0.4) }

c3

{0.7 (0.6),0.8 (0.4) }

{0.5 (0.3),0.6 (0.7) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.5 ,0.7 ( )0.3 ,
0.8 ( )0.2

{0.7 (0.2),0.8 (0.6) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.2 ,0.6 ( )0.4 ,
0.7 ( )0.4

c4

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.65 ( )0.4 ,0.7 ( )0.2 ,
0.75 ( )0.4

{0.6 (0.8),0.8 (0.2) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.2 ,0.7 ( )0.4 ,
0.8 ( )0.4

{0.6 (0.4),0.7 (0.6) }

{0.7 (0.8),0.8 (0.2) }

c5

{0.6 (0.2),0.7 (0.8) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.55 ( )0.4 ,0.6 ( )0.3 ,
0.65 ( )0.3

{0.7 (0.4),0.8 (0.4) }

{0.7 (0.6),0.8 (0.4) }

{0.6 (0.3),0.7 (0.7) }
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  第二步：根据 3.2 节群体共识，计算专家的共识决策矩阵，并修订 1 次专家的决策矩阵，得到群

共识决策矩阵如表 7—表 9 所示。

第三步：由（2）式，将修订后的决策矩阵进行整合得到综合专家决策矩阵 (rij)如表 10 所示。

第四步：通过综合相似度公式（10）和公式（11），计算综合得分矩阵，如表 11 所示。

第 五 步 ：根 据 表 11，我 们 可 以 得 出 正 理 想 解 为 r+ ={r51，r32，r53，r24，r55} ，负 理 想 解 为 r- =

表7　专家1的群共识决策矩阵

Table 7　Group consensus decision matrix of expert 1

X

x1

x2

x3

x4

x5

c1

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.28 ,0.7 ( )0.48 ,
0.8 ( )0.24

{0.5 (0.47),0.6 (0.53) }

{0.7 (0.63),0.8 (0.37) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.8 ( )0.5 ,0.85 ( )0.3 ,
0.9 ( )0.2

{0.65 (0.49),0.75 (0.51) }

c2

{0.5 (0.61),0.6 (0.39) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.4 ( )0.24 ,0.5 ( )0.24 ,
0.6 ( )0.51

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.3 ( )0.21 ,0.4 ( )0.4 ,
0.5 ( )0.4

{0.7 (0.75),0.8 (0.25) }

{0.5 (0.5),0.6 (0.5) }

c3

{0.6 (0.79),0.7 (0.21) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.2 ,0.6 ( )0.3 ,
0.7 ( )0.5

{0.5 (0.22),0.6 (0.78) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.37 ,0.7 ( )0.28 ,
0.8 ( )0.35

{0.7 (0.3),0.8 (0.7) }

c4

{0.3 (0.4),0.4 (0.6) }

{0.6 (0.73),0.7 (0.27) }

{0.5 (0.33),0.6 (0.67) }

{0.5 (0.45),0.6 (0.55) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.24 ,0.6 ( )0.24 ,
0.7 ( )0.51

c5

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.29 ,0.7 ( )0.29 ,
0.8 ( )0.41

{0.7 (0.5),0.8 (0.5) }

{0.6 (0.27),0.7 (0.73) }

{0.7 (0.69),0.8 (0.31) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.7 ( )0.32 ,0.8 ( )0.23 ,
0.9 ( )0.46

表8　专家2的群共识决策矩阵

Table 8　Group consensus decision matrix of expert 2

X

x1

x2

x3

x4

x5

c1

{0.5 (0.46),0.7 (0.54) }

{0.5 (0.39),0.6 (0.61) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.2 ,0.6 ( )0.3 ,
0.7 ( )0.5

{0.7 (0.51),0.8 (0.49) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.49 ,0.75 ( )0.41 ,
0.8 ( )0.1

c2

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.7 ( )0.7 ,0.8 ( )0.2 ,
0.9 ( )0.1

{0.6 (0.7),0.7 (0.3) }

{0.7 (0.6),0.8 (0.4) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.51 ,0.7 ( )0.1 ,
0.8 ( )0.39

{0.6 (0.42),0.7 (0.58) }

c3

{0.4 (0.38),0.6 (0.62) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.33 ,0.7 ( )0.38 ,
0.8 ( )0.29

{0.3 (0.4),0.5 (0.6) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.7 ( )0.52 ,0.8 ( )0.29 ,
0.9 ( )0.19

{0.4 (0.5),0.5 (0.5) }

c4

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.33 ,0.6 ( )0.38 ,
0.7 ( )0.29

{0.6 (0.51),0.7 (0.49) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.52 ,0.7 ( )0.19 ,
0.8 ( )0.29

{0.5 (0.39),0.6 (0.61) }

{0.7 (0.5),0.8 (0.5) }

c5

{0.7 (0.42),0.8 (0.58) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.68 ,0.6 ( )0.2 ,
0.8 ( )0.12

{0.6 (0.48),0.7 (0.52) }

{0.7 (0.26),0.8 (0.74) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.2 ,0.7 ( )0.39 ,
0.8 ( )0.41

表9　专家3的群共识决策矩阵

Table 9　Group consensus decision matrix of expert 3

X

x1

x2

x3

x4

x5

c1

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.31 ,0.7 ( )0.49 ,
0.8 ( )0.19

{0.6 (0.62),0.7 (0.38) }

{0.5 (0.3),0.6 (0.7) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.3 ,0.6 ( )0.4 ,
0.7 ( )0.3

{0.7 (0.52),0.8 (0.48) }

c2

{0.6 (0.51),0.7 (0.49) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.31 ,0.6 ( )0.39 ,
0.7 ( )0.29

{0.5 (0.51),0.7 (0.49) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.28 ,0.6 ( )0.28 ,
0.7 ( )0.43

{0.6 (0.61),0.7 (0.39) }

c3

{0.7 (0.6),0.8 (0.4) }

{0.5 (0.3),0.6 (0.7) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.5 ,0.7 ( )0.3 ,
0.8 ( )0.2

{0.7 (0.16),0.8 (0.74) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.2 ,0.6 ( )0.41 ,
0.7 ( )0.39

c4

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.65 ( )0.4 ,0.7 ( )0.2 ,
0.75 ( )0.4

{0.6 (0.8),0.8 (0.2) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.22 ,0.7 ( )0.39 ,
0.8 ( )0.39

{0.6 (0.4),0.7 (0.6) }

{0.7 (0.8),0.8 (0.2) }

c5

{0.6 (0.2),0.7 (0.8) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.55 ( )0.39 ,0.6 ( )0.3 ,
0.65 ( )0.32

{0.7 (0.5),0.8 (0.5) }

{0.7 (0.59),0.8 (0.41) }

{0.6 (0.3),0.7 (0.7) }
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{r41，r52，r23，r14，r15}。
第六步：利用公式（17）中，计算属性权重 ω = (0.184 2，0.245 7，0.315 1，0.101 8，0.153 2)。
第七步：计算备选方案到基于代表性的正负理想解的距离 d+

i 和 d-
i 。

d+
1 = 0.173 5，d+

2 = 0.163 1，d+
3 = 0.161 3，d+

4 = 0.188 7，d+
5 = 0.142 6；

d-
1 = 0.149 8，d-

2 = 0.195 6，d-
3 = 0.170 6，d-

4 = 0.190 7，d-
5 = 0.140 1。

第八步：根据贴进度公式计算每个方案的贴进度。

Ξ1 = 1.872 2，Ξ2 = 2.245 7，Ξ3 = 2.080 4，Ξ4 = 2.092 9，Ξ5 = 1.981 8。
第九步：根据贴进度从大到小对备选方案进行基于代表性的排序。最终排序为 Ξ1 < Ξ5 <

Ξ3 < Ξ4 < Ξ2。表明安全性能方面代表性最好的车是丰田 x2。

4.2　综合分析　

为了证明所提出的方法的可行性及有效性，我们将本文的方法与前景理论方法、相对熵结合

TOPSIS 法、前景理论 TOPSIS 法等几种方法进行了对比分析，结果如表 12 所示。其中本文方法记

为 BW，其中数据已经过归一化处理，而前景理论法 QJ，相对熵 TOPSIS 法 ET，前景理论 TOPSIS
法 QT，本文不考虑群共识方法 BN 均未通过概率归一化处理。

从表 12 中可以看出，根据不同的距离测度基于方案优势排序，基本都是 x4 排在第一或第二的位

置，所以可以得出结论：购买 x4 品牌的车的安全性能相对较高一些。而本文考虑的是基于代表性排

序，此时 x2 对安全性能的代表性最好，x4 的代表性相对较好，综合可知 x4 作为最优选择方案更合适。

表10　综合专家决策矩阵

Table 10　Decision matrix of comprehensive expert

X

x1

x2

x3

x4

x5

c1

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.18 ,0.6 ( )0.17 ,
0.7 ( )0.51 ,0.8 ( )0.13

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.34 ,0.6 ( )0.58 ,
0.7 ( )0.08

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.14 ,0.6 ( )0.26 ,
0.7 ( )0.45 ,0.8 ( )0.15

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

0.5 ( )0.06 ,0.6 ( )0.08 ,
0.7 ( )0.26 ,0.8 ( )0.4 ,
0.85 ( )0.12 ,0.9 ( )0.08

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

0.6 ( )0.2 ,0.65 ( )0.2 ,
0.7 ( )0.1 ,0.75 ( )0.37 ,
0.8 ( )0.14

c2

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

0.5 ( )0.24 ,0.6 ( )0.26 ,
0.7 ( )0.38 ,0.8 ( )0.08 ,
0.9 ( )0.04

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.4 ( )0.1 ,0.5 ( )0.16 ,
0.6 ( )0.56 ,0.7 ( )0.18

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

0.3 ( )0.08 ,0.4 ( )0.16 ,
0.5 ( )0.26 ,0.7 ( )0.34 ,
0.8 ( )0.16

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.06 ,0.6 ( )0.26 ,
0.7 ( )0.43 ,0.8 ( )0.26

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.2 ,0.6 ( )0.49 ,
0.7 ( )0.31

c3

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.4 ( )0.15 ,0.6 ( )0.56 ,
0.7 ( )0.2 ,0.8 ( )0.08

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.14 ,0.6 ( )0.39 ,
0.7 ( )0.35 ,0.8 ( )0.12

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

0.3 ( )0.16 ,0.5 ( )0.33 ,
0.6 ( )0.41 ,0.7 ( )0.06 ,
0.8 ( )0.04

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.15 ,0.7 ( )0.37 ,
0.8 ( )0.4 ,0.9 ( )0.08

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

0.4 ( )0.2 ,0.5 ( )0.24 ,
0.6 ( )0.08 ,0.7 ( )0.2 ,
0.8 ( )0.28

c4

ì

í

î

ï
ï
ïï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ü

ý

þ

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

0.3 ( )0.16 ,0.4 ( )0.24 ,
0.5 ( )0.13 ,0.6 ( )0.15 ,
0.65 ( )0.08 ,0.7 ( )0.16 ,
0.75 ( )0.08

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.66 ,0.7 ( )0.3
0.8 ( )0.04

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.13 ,0.6 ( )0.52 ,
0.7 ( )0.15 ,0.8 ( )0.19

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.34 ,0.6 ( )0.53 ,
0.7 ( )0.12

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.5 ( )0.1 ,0.6 ( )0.1 ,
0.7 ( )0.56 ,0.8 ( )0.24

c5

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.16 ,0.7 ( )0.44 ,
0.8 ( )0.4

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

0.5 ( )0.27 ,0.55 ( )0.08 ,
0.6 ( )0.14 ,0.65 ( )0.06 ,
0.7 ( )0.2 ,0.8 ( )0.25

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.3 ,0.7 ( )0.6 ,
0.8 ( )0.1

{0.7 (0.5),0.8 (0.5) }

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

0.6 ( )0.14 ,0.7 ( )0.42 ,
0.8 ( )0.26 ,0.9 ( )0.18

表11　专家的得分函数

Table 11　Expert's scoring function

X

x1

x2

x3

x4

x5

c1

0.611
0.598
0.585
0.366
0.625

c2

0.408
0.584
0.671
0.424
0.337

c3

0.639
0.435
0.608
0.583
0.649

c4

0.472
0.653
0.573
0.517
0.507

c5

0.417
0.557
0.490
0.443
0.562

表12　对不同函数方法的排序结果

Table 12　Ranking results of different function methods

排序方法

x1

x2

x3

x4

x5

BW
5
1
3
2
4

QJ
3
5
4
2
1

ET
3
4
5
1
2

QT
2
4
5
1
3

BN
3
5
2
1
4
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与前景理论方法相比，本文属性权重的确定是通过主客观结合的方法来求解，且在属性权重

未知的情况下，对专家的权重系数进行了一致性的调节，从而更加侧重于客观性的提升。再加上

排序的侧重不同，数据进行了归一化处理，因此产生差异，本文所提出的方法得出的排序结果为丰

田 x2，而采用前景理论的方法的排序结果为特斯拉，但两者综合可知 x4 更优。

相对熵 TOPSIS 法与本文的方法得出的最优结果不相同，这可能是由于本文方法在调节了专

家权重系数的基础上，再加上排序侧重不同，综合分析 x4 更优。

前景理论 TOPSIS 法和本文提出的方法的排序结果不同，这可能是因为本文在前景理论 TOP⁃
SIS 方法基础上，除排序侧重不同之外，还额外考虑了专家决策的相似度，进一步区分了专家的主

观影响，从而导致排序结果的不同，但综合两种排序后，最优选择还是 x4。

为了进一步的验证本文所提出算法的可行性和有效性。我们对比分析了不同数据集。鉴于

以下两个数据集仅提供了综合决策矩阵，我们在此假设它们已经满足了专家共识的条件。

引用了某公司选址实际案例［45］进行分析，排序结果如图 2 所示。根据刘梦迪等［45］改进的距离

函数算法，排序结果为 x1 > x3 > x4 > x2，最优备选方案为 x1。使用本文算法得到的排序结果为

x2 > x4 > x1 > x3。由于本文的专家权重结合了主观和客观因素，而原文仅采用主观权重，因此通

过相同的主观权重结合本文算法，得到的排序结果为 x1 > x4 > x3 > x2 且原始数据的排序居中的

方案代表性强。由此可见，属性权重对排序结果有显著影响。因此本文排序合理并且主客观结合

的权重形式得到的排序更合理。

通过引用欧阳金鹏［46］的在线会议软件评估数据集，我们进行验证分析并得到图 3。原文采用

优势度差异构造正负理想解。尽管原文与本文在备选方案的排序上存在差异，但两者所确定的最

优备选方案是一致的。排序差异主要源于原文使用的距离函数不一样，并且主观设定了 θ 值进行

调节，这在一定程度上限制了方法的客观性。而本文通过采用对数函数构建距离函数，并结合主

客观方法调整专家权重，有效减少了主观影响，增强了方法的客观性和稳定性。

4.3　较大数据集分析　

为了进一步的验证本文算法的有效性，我们引入了 Renjith［47］提供的 UCI 数据集，该数据集包括

对东亚地区的 10 个类别的目的地的评论。为了适配本文的概率犹豫模糊信息系统，本文首先将 UCI
数据集以 245 列为一组均分为四个专家背景。每个专家背景包含 49 列作为一个犹豫模糊元，随后，

我们对每个犹豫模糊元进行了归一化处理，并对 10 个目的地进行均值计算，处理结果如图 4 所示。

其中，横坐标表示专家的数据个数，纵坐标表示专家归一化后的数据的值。接着，我们通过函数为每

个值随机赋予 0 到 1 之间的概率值，然后令 η =[ 0.25，0.25，0.25，0.25 ]，ζ = 0.5，σ = 0.8，运用公式（3）
构造综合专家决策矩阵，如图 5 所示。最终，通过计算得到了排序结果，如图 6 所示，并选择了备选方

案为 x3 作为代表性最好。

图3　在线会议软件评估案例排序

Fig.  3　The ranking of evaluation cases of online meeting software

图2　某公司地址选择排序方案

Fig.  2　A company's address selection ranking scheme
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通过对 UCI 较大数据的运算，证明了我们这个算法对于较大数据是可行的。

5 结论 

本文针对多属性群决策问题，提出了一种融合概率犹豫模糊集的群共识下的基于代表性的综

合决策模型。该模型以基于对数的距离函数和结合杰卡德相似系数提出的相似度度量为基础，将

专家的主观权重与客观权重相结合构建了更加客观的综合专家权重，以及属性权重分配方法。并

在专家决策存在差异时，利用专家群共识方法，得到共识综合决策矩阵。在此基础上，借助新的距

离函数，改进正负理想解的获取方法，进而实现基于代表性强弱的方案排序。通过实例分析发现，

该模型在概率犹豫模糊环境下能够有效获得代表性最强的方案，并且该方法可行、有效。然而，本

研究仍存在一些局限性。例如，探究如何在不完备的概率犹豫模糊信息系统中应用该模型，以应

对更多复杂的决策需求。
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