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具有边界反馈的Euler-Bernoulli方程的一致稳定性

白忠玉*

（新疆政法学院 基础教学部，新疆 图木舒克 843900）

摘 要：研究了一类Euler-Bernoulli方程的稳定性问题。在边界反馈条件下，利用算子半群、乘子法和变量替换，建

立了能量衰减不等式，证明了Euler-Bernoulli方程的解是一致稳定的，推广了边界反馈控制作用的情形。

关键词：抽象系统；矩边界控制；正则性；算子半群；乘子法

中图分类号：O231.4   文献标志码：A   文章编号：0253-2395（2025）02-0373-08

Uniform Stabilization for Euler-Bernoulli Equation with Boundary Feedback

BAI Zhongyu*

(Basic Teaching Department, Xinjiang University of Political Science and Law, Tumushuke 843900, China)

Abstract: The stability problem of a class of Euler-Bernoulli equation is studied. Under boundary feedback conditions, operator 

semigroups, multiplier methods, and variable substitution are used. The energy decay inequality is established. It is proved that the 

solution to the Euler-Bernoulli equation is uniformly stable, extending the application of boundary feedback control.
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0 引言 

稳定性是控制系统理论中的基本问题之一，旨在研究系统的状态随时间变化的规律，在工程

技术领域有广泛的应用，是一个具有实际意义的研究课题。在众多的稳定性问题中，Euler-Ber‑
noulli 方程的稳定性问题尤为引人关注。Euler-Bernoulli 方程是描述弹性细长体（如梁、杆）横向振

动的经典模型，其稳定性直接关系到结构的安全性和可靠性。因此，对 Euler-Bernoulli 方程的稳定

性问题的研究引起了广大学者的兴趣［1-9］，产生了一些研究方法，如谱方法、乘子法等，所取得的成

果不断丰富和发展着偏微分方程中的稳定性理论。

在研究 Euler-Bernoulli 方程的稳定性时，能量衰减的耗散机制是通过不同的反馈控制设计来实

现的。Wei 等［10］设计了一种非线性反馈控制，利用单调算子理论，证明了具有局部扰动的 Euler-Ber‑
noulli 方程的指数稳定性。Han 等［11］构造了适当的 Lyapunov 函数，将指数稳定性问题转化为不等式

方程的可解性，给出了具有内部时间延迟和边界阻尼的 Euler-Bernoulli 方程的指数稳定区域。Bai［12］

在混合边界控制下，利用耗散反馈算子，建立了 Euler-Bernoulli 方程的能量衰减不等式。Fan 等［13］设

计了一种无限维扰动估计量，利用 Riesz 基方法，证明了在初始条件满足一定的平滑条件下，闭环系

统是指数稳定的。Wang 等［14］提出了鲁棒边界控制方法，利用算子半群理论和 Lyapunov 方法，给出
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了闭环系统的适定性和一致有界性。Deng 等［15］在边界扰动的条件下，应用半群方法和 Lyapunov 函

数，研究了非线性 Euler-Bernoulli 梁方程的稳定性。但以上文献没有考虑矩边界控制的问题。注意

到，对 Schrödinger 方程稳定性的研究也提供了 Euler-Bernoulli 方程稳定性的研究思路，如 Rebiai［16］在

耗散反馈作用下，应用抽象系统、变量替换和乘子法，讨论了 Schrödinger 方程的一致稳定性。

本文将文献［16］的方法应用到 Euler-Bernoulli 方程，在不对区域施加任何几何条件的情况下，

考虑边界反馈仅通过矩起作用的情形，研究 Euler-Bernoulli 方程的一致稳定性，问题的关键是建立

非齐次 Schrödinger 方程的一个正则性估计。

考虑 Euler-Bernoulli 方程：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

wtt( )x，t + Δ2w ( )x，t = 0， ( )x，t ∈ Ω × ( )0，+∞ ，

w ( )x，t = 0， ( )x，t ∈ Γ × ( )0，+∞ ，

∂ ( )A-1wt( )x，t
∂ν

= Δw ( )x，t ， ( )x，t ∈ Γ × ( )0，+∞ ，

w ( )x，0 = w0，wt( )x，0 = w1， x ∈ Ω，

（1）

其中 Ω 是 Rn 中具有 C3 光滑边界 Γ = ∂Ω 的有界开区域，ν 是 Γ 上的单位外法向量，算子 A：Af =-Δf，
f ∈ D (A)= H 1

0 (Ω )∩ H 2(Ω )。

1 准备工作 

注意到，用算子半群表示系统（1）的解比较方便。为此，定义算子 B：L2(Γ) → L2(Ω )为
Bg = v，Δv = 0， |v Γ = g，

由文献［17］，

B ∈L (L2(Γ)；H 1 2(Ω ) )， （2）
于是系统（1）化为抽象形式：

ì
í
î

ïï
ïï

wtt( )⋅，t + A2w ( )⋅，t + ABB*wt( )⋅，t = 0，
w ( )⋅，0 = w0 ∈ D ( )A1 2 ，wt( )⋅，0 = w1 ∈ D ( )A1 2 '，

（3）

其中 D (A) '是 D (A)关于 L2(Ω )的对偶空间。

由 Lummer-Phillips 定理［18］知，系统（3）是适定的。换句话说，系统（3）的解 (w，wt)可写为

(w，wt)= S (t ) (w0，w1)， （4）
其中 S (t )是空间 H = D (A1 2) × D (A1 2) '上的 C0-压缩半群。

定义系统（1）的解 w (x，t )的能量函数为

E (t )= A1 2w 2
L2 ( )Ω + A-1 2wt

2
L2 ( )Ω 。 （5）

∀α ∈ R，t ≥ α，在系统（3）的第一个方程两边同乘 A-1wt，并从 0 到 t 积分，得

E (t )+∫
0

t

 B*wt
2

L2 ( )Γ
dt = E (0)。 （6）

这表明系统的能量是非增的。

为了下文的证明，还需引入新变量，令

z = A-1w， （7）
于是 z 满足

ì
í
î

ztt + A2 z + BB* Azt = 0，
z ( )⋅，0 = A-1w0 ∈ D ( )A3 2 ，zt( )⋅，0 = A-1w1 ∈ D ( )A1 2 。 （8）

此外，∀t ≥ 0，E (t )又可以写为

E ( )t = A3 2 z 2

L2 ( )Ω + A-1 2 zt
2
L2 ( )Ω = ∇Δz 2

L2 ( )Ω + Δzt
2
L2 ( )Ω 。 （9）
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根据 Green 公式［19］，得

B* Az = ∂z
∂ν

， （10）

由式（6）和式（9），得

E (t )+∫
0

t 





∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ

dt = E (0)， （11）

因此

E (t )≤ E (0)，∀t ≥ 0。 （12）

2 主要结果及证明 

本文的目的是证明系统（1）在空间 H 1
0 (Ω ) × H-1 (Ω ) 上是一致稳定的，主要结果是下面的

定理 1。
定理1 设 w 是系统（1）的解，则存在常数 C > 0，δ > 0，使得

 w
H 1

0 ( )Ω + wt H-1( )Ω ≤ Ce-δté
ë w0 H 1

0 ( )Ω + w1 H-1( )Ω
ù
û。 （13）

在证明定理 1 之前，先给出如下一些引理和证明。

引理1 设 z 是系统（8）的解，T > 0，则存在 C > 0，使得

 ∇zt
2
L2 ( )Ω × ( )0，T

+ ∇Δz 2
L2 ( )Ω × ( )0，T

≤ C
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê





∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

+





 




∂ ( )Δz

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

+ E (0)
ù

û

ú
úú
ú
ú
ú。 （14）

证明 由式（10），得

B* Azt =
∂zt

∂ν
， （15）

系统（8）化为

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

ztt + Δ2 z + B
∂zt

∂ν
= 0， ( )x，t ∈ Ω × ( )0，T ，

z = Δz = 0， ( )x，t ∈ Γ × ( )0，T 。
（16）

令 h (x) = x - x0，x0 ∈ Rn。首先，在系统（16）的第一个方程两边同乘 h ⋅ ∇Δz，并在 Ω × (0，T )
上积分，得

 ∇Δz 2
L2 ( )Ω × ( )0，T

+ ∇zt
2
L2 ( )Ω × ( )0，T

+ n
2 ( ∇zt

2
L2 ( )Ω × ( )0，T

- ∇Δz 2
L2 ( )Ω × ( )0，T )=

1
2






∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

+ 1
2





 




∂ ( )Δz

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

+ (zt，h∇ (Δz) ) Ω
|T
0 + (B ∂zt

∂ν
，h∇ (Δz) )

Ω × ( )0，T

。
（17）

其次，在系统（16）的第一个方程两边同乘 Δz，并在 Ω × (0，T )上积分，得

( ∇zt
2
L2 ( )Ω × ( )0，T

- ∇Δz 2
L2 ( )Ω × ( )0，T )=-(Δz，zt) Ω|T

0 - (B ∂zt

∂ν
，Δz)

Ω × ( )0，T

。 （18）

结合式（17）和式（18），并应用算子 B 的正则性和 Poincare 不等式［17］，得

 ∇zt
2
L2 ( )Ω × ( )0，T

+ ∇Δz 2
L2 ( )Ω × ( )0，T

≤

C
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
E (T )+ E (0)+ (1 + 1

2ε ) 

∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

+





 




∂ ( )Δz

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

+ ε |Δz |2
L2 ( )Ω × ( )0，T

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú
， （19）

其中 ε > 0。
由式（19）和式（12），得式（14）。
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引理2 不等式






∂u

∂ν
L2 ( )Ω × ( )0，T

≤ CT
é
ë
êêêê A1 2u0

2
L2 ( )Ω + f

L2 ( )Γ × ( )0，T

ù
û
úúúú （20）

成立，如果 u 是非齐次 Schrödinger 方程

ì
í
î

ut = iAu + Bf，
u ( )x，0 = u0 ∈ D ( )A1 2 （21）

的解。

证明 第一步，考虑 Schrödinger 方程

ì
í
î

vt = iAv + φ，
v ( )x，0 = u0。 （22）

设 h (x) 是 Ω 上的光滑向量场，h | Γ = ν。在系统（22）式的第一个方程的两边同乘 h ⋅ ∇ -v，并在 Ω ×
(0，T )上积分，得

2i Im (vt，h∇v̄) Ω × ( )0，T
=-(∇v，hv̄) Ω|T

0 + i (Av，divhv̄) Ω × ( )0，T
+ (φ，divhv̄) Ω × ( )0，T

， （23）

Re (Av，h∇v̄) Ω × ( )0，T
=- 1

2






∂u

∂ν

2

Γ × ( )0，T

- 1
2 ∫

0

T∫Ω
 ∇v 2 divh dx dt +∑

j = 1

n

∑
i = 1

n ( )∂v
∂xj

，
∂hi

∂xj

∂v̄
∂xi Ω × ( )0，T

。 （24）

由式（23），式（24）和式（22），及注意到  A1 2 f
L2 ( )Ω

∼  f
H 1

0 ( )Ω
，得







∂u

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

≤ C é
ë
êêêê v 2

L2 ( )0，T；H 1( )Ω + φ
2

L2 ( )Ω × ( )0，T
+ v 2

L∞( )0，T；H 1( )Ω
ù
û
úúúú+ A1 2v

L2 ( )Ω × ( )0，T
 A1 2( )divhv̄

L2 ( )Ω × ( )0，T
≤

C é
ë
êêêê φ

L2 ( )Ω × ( )0，T
+ A1 2v

L2 ( )Ω × ( )0，T
+ A1 2v

L∞( )0，T；L2 ( )Ω
ù
û
úúúú。

（25）
第二步，定义算子 L：L2(Γ × (0，T ) ) → L2(Ω × (0，T ) )为

(Lf ) (t )=∫
0

t

eiA ( )t - τ Bf ( )τ dτ， （26）

显然 L ∈ L (L2(Γ × (0，T ) ) ) → C (0，T；D (A1 4 - ε) )。下面证明

L ∈L (L2(Γ × (0，T ) ) )→ C (0，T；D (A1 2) )。 （27）
由于

 A1 2eiAt f
L2 ( )Ω

= A1 2 f
L2 ( )Ω

， （28）

当 φ = 0 时，由式（25），得









 







∂ ( )eiAt f

∂ν
L2 ( )Γ × ( )0，T

≤ C A1 2 f
L2 ( )Ω

， （29）

由式（10）知，式（29）等价于

 B* AeiAt f
L2 ( )Γ × ( )0，T

≤ C A1 2 f
L2 ( )Ω

。

根据文献［20］，有映射

AL ∈L (L2(Γ × (0，T ) ) )→ C (0，T；D (A1 2) ')，
这意味着式（27）成立。

第三步，系统（21）的解可用参数形式表示为

u (t )= eiAtu0 +∫
0

t

eiA ( )t - τ Bf ( )τ dτ = eiAtu0 + (Lf ) (t )。 （30）
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由式（27），式（28），得

 u
C ( )0，T；D ( )A1 2 ≤ CT

é
ë
êêêê A1 2u0 L2 ( )Ω + f

L2 ( )Γ × ( )0，T

ù
û
úúúú。 （31）

当 φ = Bf 时，由式（25），式（2）和式（31），得







∂u

∂ν
L2 ( )Γ × ( )0，T

≤ CT
é
ë
êêêê Bf

L2 ( )Ω × ( )0，T
+ A1 2u

L∞( )0，T；D ( )A1 2

ù
û
úúúú≤ CT

é
ë
êêêê f

L2 ( )Γ × ( )0，T
+ A1 2u0 L2 ( )Ω

ù
û
úúúú。

得式（20）。

引理3 设 z (t )是系统（8）的解，则存在常数 CT > 0，C > 0，使得






 




∂ ( )Δz

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

≤ CT







∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

+ E (0)+ CT é
ë
êêêê z ( )0 2

L2 ( )Ω
+ zt( )0 2

L2 ( )Ω
ù
û
úú。

证明 将系统（8）的解 z (t )用参数形式表示为

z (t )= eiAt β0 + e-iAt β1 + 1
2i A-1 ⋅∫

0

t

[eiA ( )t - τ - e-iA ( )t - τ ]B
∂zt( )τ

∂ν
dτ， （32）

其中

β0 = 1
2i A-1[ z (0)+ zt(0) ]，β1 = 1

2i [ (2iI - A)-1 z (0)- A-1 zt(0) ]。 （33）

由式（32），得

-Δz (t )= Az (t )= AeiAt β0 + 1
2i ∫0

t

eiA ( )t - τ B
∂zt( )τ

∂ν
dτ + é

ë
ê
êê
êAe-iAt β1 - 1

2i ∫0

t

e-iA ( )t - τ B
∂zt( )τ

∂ν
dτ
ù

û
úúúú，

zt(t )= i é
ë
ê
êê
êAeiAt β0 + 1

2i ∫0

t

eiA ( )t - τ B
∂zt( )τ

∂ν
dτ
ù

û
úúúú- i é

ë
ê
êê
êAe-iAt β1 - 1

2i ∫0

t

e-iA ( )t - τ B
∂zt( )τ

∂ν
dτ
ù

û
úúúú。

因此







 





∂zt( )x，t

∂ν

2

=






 





∂Δz ( )x，t

∂ν

2

- 2Reψ (x，t )， （34）

其中

ψ (x，t )= ∂
∂ν

é

ë
ê
êê
êAeiAt β0 + 1

2i ∫0

t

eiA ( )t - τ B
∂zt( )τ

∂ν
dτ
ù

û
úúúú ⋅ ∂

∂ν
é

ë
ê
êê
êAeiAt-β 1 + 1

2i ∫0

t

eiA ( )t - τ B
∂zt( )τ

∂ν
dτ
ù

û
úúúú=

ψ1 (t )+ 1
2i ψ2(t )- 1

4 ψ3 (t )，

ψ1 (t )= ∂
∂ν

AeiAt β0 ⋅ ∂
∂ν

AeiAt-β 1， ψ2(t )= ∂
∂ν

AeiAt( β0 +-β 1) ⋅ ∂
∂ν ∫

0

t

eiA ( )t - τ B
∂zt( )τ

∂ν
dτ，

ψ3 (t )= é

ë
ê
êê
ê ∂

∂ν ∫
0

t

eiA ( )t - τ B
∂zt( )τ

∂ν
dτ
ù

û
úúúú

2

。 （35） 

先估计 ψ1 (t )。
设 ϕ (t ) ∈ C ∞

0 (R)，使得当 t ∈ [0，T ]时，ϕ (t ) = 1；当 t <-μ 或 t > T + μ 时，ϕ (t )= 0。于是

∫
-∞

+∞
ϕ ( )t ∫Γ

ψ1 ( )t dxdt =∑
j = 1

∞

∑
i = 1

∞

( )β0，ϕ i
L2 ( )Ω ( )-β 1，ϕ j

L2 ( )Ω
λi λj( )∂ϕ i

∂ν
，

∂ϕ j

∂ν
L2 ( )Γ

∫
-∞

+∞
ϕ (t ) ei ( )λi + λj t dt， （36）

其中 λi，ϕ i 分别是 A 的特征值和特征向量。

由






∂ϕ j

∂ν
L2 ( )Γ

≤ C ϕ j
H 3 2 + ε

≤ C ϕ j
D ( )A

≤ Cλj，∫
-∞

+∞
ϕ (t ) ei ( )λi + λj t dt ≤ CT

|| λi + λj
100，得







∫

-∞

+∞
ϕ ( )t ∫Γ

ψ1 ( )t dxdt ≤ C ∑
j = 1

∞

∑
i = 1

∞

( )β0，ϕ i ( )-β 1，ϕ j λi
2 λj

2 T

|| λi + λj
100 ≤
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CT  β0
L2 ( )Ω

 β1
L2 ( )Ω

≤ CT é
ë
êêêê z ( )0 2

L2 ( )Ω
+ zt( )0 2

L2 ( )Ω
ù
û
úú。 （37）

再估计 ψ2(t )。
当 f = 0 时，利用引理 2 和式（33），得







∂

∂ν
AeiAt( )β0 +-β 1 ≤ CT

é
ë
êêêê A3 2 β0

L2 ( )Ω
+ A3 2 β1

L2 ( )Ω
ù
û
úú≤

CT
é
ë
êêêê A3 2 z ( )0

L2 ( )Ω
+ A1 2 zt( )0

L2 ( )Ω
ù
û
úú≤ CT[E (0) ] 1 2。 （38）

当 u (0) = 0，f = ∂zt

∂ν
时，由引理 2，得







 





∂

∂ν ∫
0

t

eiA ( )t - τ B
∂zt( )τ

∂ν
dτ ≤ CT







∂zt

∂ν
L2 ( )Γ × ( )0，T

。 （39）

由于 eiAt 是半群，当用-μ 代替 0 时，式（38）和式（39）仍成立，因此







∫

-∞

+∞
ϕ ( )t ∫Γ

ψ2( )t dxdt ≤∫
-μ

T + μ∫Γ
 ψ2( )t dxdt ≤







∂

∂ν
AeiAt( )β0 +-β 1

L2 ( )Γ × ( )0，T







 





∂

∂ν ∫
-μ

t

eiA ( )t - τ B
∂z ( )τ

∂ν
dτ

L2 ( )Γ × ( )0，T

≤ CT







∂zt

∂ν
L2 ( )Γ × ( )0，T

E ( )0 。 （40）

用类似的方法，可得 ψ3 (t )的估计为

|

|
|
||
|∫

-∞

+∞
ϕ ( )t ∫Γ

ψ3 ( )t dxdt
|

|
|
||
|≤ CT







∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

。 （41）

由式（34 - 35）、式（37）和式（40 - 41），得






 




∂ ( )Δz

∂ν

2

≤∫
-μ

∞
ϕ (t )









 







∂ ( )Δz ( )t

∂ν
L2 ( )Γ

dt =∫
-μ

∞ é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú







 







∂ ( )Δz ( )t

∂ν

2

L2 ( )Γ

+ 4Re∫Γ
ψ ( )t dx dt ≤

∫
-μ

T + μ





∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ

+ 4






∫

-μ

∞
ϕ ( )t ∫Γ

ψ ( )t dxdt ≤ CT é
ë
êêêê z ( )0

L2 ( )Ω
+ zt( )0

L2 ( )Ω
ù
û
úú+ E (0)+ CT







∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

。
这就证明了引理 3。

引理4 不等式成立：

TE (T )≤ Δzt
2
L2 ( )Ω × ( )0，T

+ ∇Δz 2
L2 ( )Ω × ( )0，T

≤ CT







∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

+ CE (T )+ T é
ë
êêêê z ( )0 2

L2 ( )Ω
+ zt( )0 2

L2 ( )Ω
ù
û
úú。（42）

证明 由引理 1 和引理 3，得

 Δzt
2
L2 ( )Ω × ( )0，T

+ ∇Δz 2
L2 ( )Ω × ( )0，T

≤ CT







∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

+ CE (0)+ CT é
ë
êêêê z ( )0 2

L2 ( )Ω
+ zt( )0 2

L2 ( )Ω
ù
û
úú。 （43）

结合式（43）和式（11），得式（42）的右端不等式。

由式（11），得

∫
0

T

E ( )t dt +∫
0

T∫
0

t 





∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ

dsdt = TE (0)， （44）

TE (T )+ t ∫
0

t 





∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ

dt = TE (0)。 （45）

因此

TE (T )≤∫
0

T

E ( )t dt = Δzt
2
L2 ( )Ω × ( )0，T

+ ∇Δz 2
L2 ( )Ω × ( )0，T

， （46）
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得式（42）的左端不等式，从而得式（42）。

引理5 设 T > 0 足够大，z 是系统（8）的解，则存在 CT > 0，使得

E (T )≤ CT







∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

。 （47）

证明 在引理 4 中取 T 足够大，得

E (T )≤ CT







∂zt

∂ν
L2 ( )Γ × ( )0，T

+ T é
ë
êêêê z ( )0 2

L2 ( )Ω
+ zt( )0 2

L2 ( )Ω
ù
û
úú， （48）

利用式（11），式（48）暗含

E (0)≤ CT







∂zt

∂ν
L2 ( )Γ × ( )0，T

+ T é
ë
êêêê z ( )0 2

L2 ( )Ω
+ zt( )0 2

L2 ( )Ω
ù
û
úú。

由紧唯一性［21］，存在常数 CT > 0，得

 z ( )0 2

L2 ( )Ω
+ zt( )0

L2 ( )Ω
≤ CT







∂zt

∂ν

2

L2 ( )Γ × ( )0，T

。 （49）

结合式（48）和式（49），得式（47）。

有了上述几个引理之后，现在证明定理 1。
定理1的证明 由文献［18］，要证式（13），只需证明存在 T > 0，使得

| S (t ) |
L ( )H

< 1。 （50）

由式（6），∀μ > 0，有
E (T + μ)≤ E (T )。 （51）

当 t =-μ 时，系统（1）的初值为 (w ( - μ)，wt( - μ) )。取 α =-μ，t = T + μ，则由式（6）得

 S ( )T + 2μ ( )w ( )-μ ，wt( )-μ
2

H
+ B*wt

2

L2 ( )Γ × ( )0，T
= ( )w ( )-μ ，wt( )-μ

2

H
。 （52）

结合式（51），式（52），得

 S ( )T + 2μ ( )w ( )-μ ，wt( )-μ
2

H
+ 1

CT
E (T + μ)≤ ( )w ( )-μ ，wt( )-μ

2

H
。 （53）

由半群性质知，(w0，w1) = (w (0)，wt(0) ) = S (μ) (w ( - μ)，wt( - μ) )。于是

E (T + μ)= S ( )T + μ ( )w0，w1
H

= S ( )T + 2μ ( )w ( )-μ ，wt( )-μ
2

H
。 （54）

由式（53）和式（54），得

 S ( )T + 2μ ( )w ( )-μ ，wt( )-μ
H

≤ 1
1 + 1 CT

 ( )w ( )-μ ，wt( )-μ
H
，

因此

 S ( )T + 2μ
L ( )H

< 1，

从而得式（50）。

3 结论 

本文使用了一种新的 Schrödinger 方程的正则性估计方法，推广了文献［16］的方法，求解了有界

开区域上具有边界反馈的 Euler-Bernoulli 方程的一致稳定性问题，不仅证明了系统（1）的能量在

H 1
0 (Ω ) × H-1 (Ω )的均匀拓扑中指数衰减为零，还给出了非齐次 Schrödinger 方程的正则性估计不等

式。该方法也可能适用于其他边界反馈控制的稳定性问题，有待进一步研究。
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