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低维流形正则的三重余量Wasserstein距离图像去噪模型
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摘 要：随着现代成像技术的发展，一个成像设备瞬间可获得多幅同样内容的图像。然而，这些图像在获取、传输、

存储和处理中有时难免遭受噪声污染。因此，从多幅退化图像出发，恢复一幅干净图像就成为一个现实而有意义

的研究课题。本文提出一种低维流形先验正则的三重余量 Wasserstein 距离优化模型，并将该模型应用于图像去

噪。首先，采用嵌套在高维空间中的低维流形图像先验信息，构建图像去噪模型的正则项；利用源于最优传输理论

的 Wasserstein 距离，迫使被恢复图像的余量分布逼近参照余量分布，实现退化图像噪声估计。其次，所提模型证

实，图像的低维流形正则与余量Wasserstein距离分布约束是相互补充，而非孤立无缘的；二者的巧妙结合，共同促

成图像恢复性能的提升。最后，直方图匹配与加权非局部Laplacian的交替迭代优化算法，具有恢复图像效果好、实

现算法效率高的特点。数值实验显示，与近年来的图像去噪方法相比，所提方法在主客观评价方面都具有优势。

结果表明，本文算法比去噪性能极好的Wasserstein驱动低维流形模型（Wasserstein Driven Low-Dimensional Manifold 

Model， W-LDMM）和多重余量Wasserstein驱动模型（Multiple Residual Wasserstein Driven Model， MRWM）平均峰值

信噪比（Peak Signal to Noise Ratio， PSNR）分别提高了1.23%和0.73%，且运算时间分别缩短了25.58%和93.21%。
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Abstract: With the development of modern imaging technology, an imaging device can instantly obtain multiple images containing 

the same content. However, these images are sometimes difficult to avoid noise during acquisition, transmission, storage, and pro‐

cessing. Therefore, it is a realistic and meaningful research topic to restore a clean image from multiple degraded images. In this pa‐

per, a triple residual Wasserstein distance optimization model with low dimensional manifold prior regularization is proposed, and 

the model is applied to image denoising. Firstly, the regularization term of the image denoising model is constructed by utilizing the 

image prior information of the low-dimensional manifold nested in the high-dimensional space. By using the Wasserstein distance 
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derived from the optimal transmission theory, the residual distribution of the restored image is forced to approximate the reference re‐

sidual distribution, achieving noise estimation of degraded images. Secondly, the proposed model confirms that the regularization of 

low dimensional manifold in image and the constraint of residual Wasserstein distance distribution complement each other, rather 

than being isolated and unrelated. The clever combination of the two contributes to the improvement of image restoration perfor‐

mance. Finally, the alternating iterative optimization algorithm of histogram matching and weighted non local Laplacian has the char‐

acteristics of good image restoration effect and high algorithm efficiency. Numerical experiments show that compared with image de‐

noising methods in recent years, the proposed method has advantages in both subjective and objective evaluation. The results indi‐

cate that the algorithm proposed in this paper has improved the average Peak Signal to Noise Ratio (PSNR) by 1.23% and 0.73% re‐

spectively compared to Wasserstein Driven Low-Dimensional Manifold Model (W-LDMM) and Multiple Residual Wasserstein Driv‐

en Model (MRWM), which have excellent denoising performance. Additionally, the computation time has been reduced by 25.58% 

and 93.21% respectively.

Key words: histogram matching; prior information; alternate iteration; probability distribution

0 引言 

图像去噪是图像处理领域活跃的研究课题

之一。图像去噪的目的是从含噪退化图像 f中

设法恢复潜在的原始干净图像 u。一个广泛使

用的图像退化模型为 f= u+ n［1-5］，其中 n是高

斯白噪声。现有的图像去噪方法大致可分为基

于模型的方法［6-8］和基于学习的方法［9-12］。利

用图像非局部自相似性特点，三维块匹配算法

（Block Matching 3D，BM3D）［13］开创了图像去

噪领域的一个里程碑。之后，借助非局部自相

似性与稀疏先验知识，非局部集中稀疏表示

（Nonlocally Centralized Sparse Representation， 
NCSR）［14］呈现了一种有效的图像去噪方法。

通过迫使被恢复图像的梯度直方图设法逼近原

始图像的参照梯度直方图，梯度直方图保留方

法（Gradient Histogram Preservation， GHP）［15］展

示了一种纹理增强的图像去噪。应用核范数最

小化原理，将不同奇异值自适应加权，产生了

图像恢复的加权核范数最小化方法（Weighted 
Nuclear Norm Minimization， WNNM）［16］。结合

自然图像低维流形属性［17-18］，低维流形模型

（Low Dimensional Manifold Model， LDMM）［19］

与 低 维 流 形 的 推 广 模 型（Generalization of the 
Low Dimensional Manifold Model， G-LDMM）［20］

运用点积分方法（Point Integral Method， PIM）［21-22］

和加权非局部 Laplacian ［23］开创了图像去噪的

又一个先河。采用图像低维流形与余量分布逼

近，Wasserstein 驱动低维流形模型（Wasserstein 
Driven Low-dimensional Manifold Model， W-LD⁃

MM）［7］进一步展现了图像恢复的优势。可以

发现，这些去噪方法主要利用各种不同属性的

图像先验知识来恢复期待的结果。

随着现代成像技术的不断提升，一个成像

设备（如手机）瞬间就可获取多幅同样内容的

图像。然而这些图像在获取、传输、存储和处

理时难免被噪声污染。于是，从多帧退化图像

出发恢复一幅干净图像，就成为一个有意义的

研究内容。基于有限样本的多线性数据，学者

提出多帧图像去噪的张量奇异值分解（Tensor-
Singular Value Decomposition， t-SVD）［24］，给出

基于张量核范数惩罚的多维数据恢复算法。在

三维块匹配算法基础上，借助图像帧间连接策

略 ，三 维 块 匹 配 的 扩 展 版（Extension of the 
BM3D，E-BM3D）［25］展现了同一场景多幅图像

的去噪方法。利用小波帧的属性获取图像的多

尺度、多决策函数，用波的邻近特征捕捉图像

的多频熵，提出基于多尺度熵的多帧图像复原

方法［26］。通过图像总变差先验知识与多残差

Wasserstein 分布近似相结合，呈现了用于多帧

图 像 去 噪 的 多 重 余 量 Wasserstein 驱 动 模 型

（Multiple Residual Wasserstein Drive Model， 
MRWM）［27］。不同于这些方法所用的图像先

验信息，本文主要利用自然图像嵌套在高维空

间中的低维流形结构特征［17-18］，结合三重余量

Wasserstein 距离分布逼近作用，构建优化模型

来进行多帧图像去噪。

本 文 重 点 研 究 从 三 帧 退 化 图 像

{ fm| fm = u+ nm，m= 1，2，3 } 中恢复一幅干净图

像 u，这里 nm (m= 1，2，3 ) 是零均值标准差为 σ
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的高斯白噪声。作为高斯分布的一种近似逼

近，高斯噪声直方图具有易建构又稳定之特

点；作为两个概率分布差异性的一种统计度量

方式，用于图像色彩迁移［28］和图像分割［29］的

Wasserstein 距离［30］本文将被用于高斯噪声去

除；同时大部分的自然图像具有低维流形结构

特点。具体地，采用嵌套在高维空间中的低维

流形先验知识来构建优化模型的正则项，进而

用来恢复图像。利用三重 Wasserstein 距离来

迫使退化图像余量分布逼近参照的高斯噪声

直方图，从而完成噪声估计。低维流形结构图

像正则与 Wasserstein 距离分布逼近二者是相

辅相成，互相补充的，共同促成被恢复图像质

量的提升。基于以上考虑，本文充分利用 Was⁃
serstein 距离余量分布逼近作用和低维流形图

像先验知识，提出一种流形正则化三重余量

Wasserstein 模 型（Manifold Regularization Triple 
Residual Wasserstein Model， MTRW），用于多帧

图像恢复。本文的创新点在于：通过 Wasser⁃
stein 距离将余量分布逼近嵌入到低维流形正

则的图像去噪优化模型中，同时所构建的直方

图匹配与加权非局部 Laplacian 交替迭代算法

具 有 图 像 恢 复 效 果 好 、算 法 实 现 效 率 高 的

特点。

1 低维流形和 Wasserstein 距离 

作为提出模型的一个铺垫，本节简单介绍

低维流形［17-18］和 Wasserstein 距离［30］的一些基本

内容。

1.1　低维流形　

设 u ∈ Rm× n 是一个 m× n大小的图像。对

任意像素 x ∈ Ω̄ = { 1，2，⋯，m }×{ 1，2，⋯，n }，图

像 u的矩形像素块记为 ( pu )( x )，其大小为 s1 ×
s2 且以 x为左上角像素。P ( u ) 为图像 u的全部

矩形像素块构成的集合，即

P ( u ) = {( pu )( x )：x ∈ Ω̄ } ⊂ Rd，d= s1 × s2。（1）
图像 u的矩形像素块集合 P ( u ) 构成空间 Rd

中的一个点云。该点云常常能逼近嵌套在 Rd

中的光滑流形。潜在的光滑流形被称为块流

形，记为M( u )。基于大量自然图像的块流形

往往含有低维结构的事实［17-18］，Osher 等提出以

下低维流形模型［19］

arg min
u ∈ Rm× n，M⊂ Rd

dim (M )， s.t.  f= Au+ ε，P ( u ) ⊂M，

（2）
其中 dim (M ) 表示图像块流形维数，A表示退

化算子，ε是高斯白噪声，f为退化的观测图像。

通过求解上述优化模型，Osher 等获得了较好的

图像恢复结果。

1.2　Wasserstein 距离　

源 自 最 优 传 输 原 理［31］的 Wasserstein 距

离［30］可以称为两个概率分布或直方图之间差

异性的统计度量。设 p和 q是定义在 R1 上的两

个 概 率 分 布 ，它 们 的 Wasserstein 距 离 是 下 列

Monge 问题［31］的变分解：

W ( p，q ) = inf
ϕ ∫

-∞

∞
( t- ϕ( t ) )2 p( t ) dt，（3）

其中的下确界针对一切实函数 ϕ：R1 → R1，变量

t与 ϕ( t ) 分别服从概率分布 p与 q。

可以发现，（3）式为一个期望值，所以概率

分布 p与 q的 Wasserstein 距离还可表示为：

W ( p，q ) = inf
ϕ
E ( t- ϕ( t ) )2。 （4）

如 果 将 t= ( t1，t2，⋯，tn )T 中 的 n 个 独 立 样

本，看作源于概率分布 p；把直方图 hq 视为另一

个分布 q的近似离散逼近。此时，离散的 Was⁃
serstein 距离可以定义为：

Ŵ ( p，q ) = Ŵ ( ht，hq ) = min
ϕ

1
n ∑
i= 1

n

( ti - ξ i )2，（5）

这里 ϕ把 ti 映射成 ξ i= ϕ( ti )，ξ=( ξ1，ξ2，⋯，ξn )T

逼 近 hq。 式（5）的 闭 式 解 为 ξ i= ϕ̂ht → hq ( ti ) =
F-1
hq (Fht ( ti ) )，其中，累积分布函数 Fht 与百分位

函数 F-1
hq 分别源自直方图 ht 和 hq。如果 t表示一

幅图像，那么 ϕ̂为直方图匹配运算［32］。对已知

的输入图像 t=( t1，t2，⋯，tn )T，ϕ̂能够使得输出的

图像 ξ=( ξ1，ξ2，⋯，ξn )T 与已知直方图 hq相匹配。

2 提出的图像去噪优化模型 

现代成像技术的发展，使得瞬间获得多幅

内容一样的图像成为可能。因此，从多幅退化

图像出发来恢复原始图像就成为一个现实问

题。利用大量自然图像往往含有低维流形结构

的特点，将图像块流形维数作为优化模型的正

则项来恢复原始图像。同时，借助 Wasserstein
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距离能够刻画两个概率分布之间差异性的特

性，将三重退化图像余量分布与参照高斯噪声

直方图之间的 Wasserstein 距离最小化，来进行

噪声估计。基于上述考虑，构建低维流形先验

正则与三重余量 Wasserstein 分布逼近的优化模

型进行图像去噪。

不同于大多数图像去噪优化模型主要利用

各类图像先验知识，本文通过挖掘多重余量分

布约束与自然图像的低维流形结构特征［17-18］，

提出以下低维流形先验正则的三重余量 Was⁃
serstein 距离图像去噪优化模型 MTRW：

arg min
u

dim (M( u ) )+ β1

2 Ŵ ( hf1 - u，hr )+

β2

2 Ŵ ( hf2 - u，hr )+ β3

2 Ŵ ( hf3 - u，hr )，
（6）

其中 dim (M( u ) ) 表示期待干净图像 u的块流形

维数，hfi - u( i= 1，2，3 ) 表示估计余量 fi - u( i=
1，2，3 ) 的 直 方 图 ，hr 表 示 参 照 高 斯 噪 声 直 方

图［33-34］，而 Ŵ ( hfi - u，hr )( i= 1，2，3 ) 表示两直方

图之间的 Wasserstein 距离。不难看出，低维流

形正则用于恢复图像，而三重余量 Wasserstein
分布约束用于估计噪声。因此，所提模型是图

像先验正则与余量分布逼近的有机统一体。通

过设法求解该优化模型，可以得出想要的干净

图像 u。下面，做一些关于该模型的分析。

2.1　流形维数与 Wasserstein 距离互补性分析　

在本文提出的图像去噪模型 MTRW（6）式

里，待恢复干净图像的块流形维数 dim (M( u ) )
与 余 量 Wasserstein 距 离 项 Ŵ ( hfi - u，hr )( i=
1，2，3 ) 是相互补充，而非孤立无援的。现在从

两方面进行分析。首先，图 1 显示了 R3 中图像

“house”的 1 × 3 块流形与 σ= 100 高斯噪声的

块流形。原始图像块流形是 1 维，但高斯噪声

的块流形是 3 维。可见，干净图像的块流形维

数 dim (M( u ) ) 小 于 噪 声 的 块 流 形 维 数

dim (M( fi - u ) )，( i= 1，2，3 )。

其次，对已知参照的高斯噪声直方图 hr，依
次计算原始干净图像直方图 hu 与 hr 的 Wasser⁃
stein 距离 Ŵ ( hu，hr )、期待的噪声直方图 hfi - u 与

hr 的 Wasserstein 距离 Ŵ ( hfi - u，hr )，( i= 1，2，3 )。
表 1 呈 现 了 结 果 数 据 。 由 此 表 可 以 发 现 ，

Ŵ ( hu，hr ) 约 是 Ŵ ( hfi - u，hr )，( i= 1，2，3 ) 的 32
倍。这说明，Ŵ ( hfi - u，hr )，( i= 1，2，3 ) 是远远小

于 Ŵ ( hu，hr ) 的。

从表 1 中的数据不难发现，干净图像块流

形维数是高斯噪声块流形维数的 1/3；期待的

噪 声 直 方 图 与 参 照 高 斯 噪 声 直 方 图 之 间 的

图1　R3中干净图像与高斯噪声块流形示意图

Fig.  1　Block manifold schematic diagrams of clean image and Gaussian noise in R3
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表1　流形维数与Wasserstein距离互补性说明

Table 1　Complementarity description between manifold 

dimension and Wasserstein distance

X

原始图像u
高斯噪声 fi- u,( i= 1,2,3 )

dim (M( X ) )
1
3

Ŵ ( hX,hr )
0.076 7
0.002 4
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Wasserstein 距离是原始图像直方图与参照高斯

噪声直方图之间 Wasserstein 距离的 1/32。也就

是从优化角度来看，原始图像块流形维数较

小，待估计噪声直方图与参照高斯噪声直方图

之间的 Wasserstein 距离也较小。因此，干净图

像块流形和两噪声直方图间的 Wasserstein 距离

是相互补充的。

利用上述两者的互补性，干净图像块流形

维数构成所提模型的图像正则项，而三重噪声

直方图之间的 Wasserstein 距离构成优化模型的

余量估计项。可见，所提模型是图像正则与余

量估计的统一体，两者相辅相成，共同作用促

成图像恢复性能的提高。综合可得，所提模型

中 dim (M( u ) ) 与 Ŵ ( hfi - u，hr )，( i= 1，2，3 ) 是 相

互补充。本文充分利用二者的最小化来恢复期

待的干净图像。

2.2　参照高斯噪声直方图的稳定性分析　

在本文所提出的图像去噪模型 MTRW（6）
式里，参照的高斯噪声（余量）直方图 hr 是至关

重要的，这是因为 hr 决定着模型的噪声估计准

确性。为便于分析 hr 之稳定性，实验中随机生

成如图 2 显示的十幅高斯噪声（余量）直方图。

这些随机噪声的均值是 0，方差为 25。结果显

示，这些直方图均值与方差的平均值分别是

-0.003 5 及 25.002 0。另一方面，10 幅高斯噪声

（余量）直方图标准差之方差是 2.696 6 × 10-4。

由此可见，所提模型（6）可以在稳定的参照直

方图 hr 作用下进行图像恢复。

3 图像去噪优化模型的求解 

本节首先呈现低维流形先验正则的三重

余 量 Wasserstein 距 离 图 像 去 噪 优 化 模 型

MTRW（6）式的求解过程，然后呈现相应的算

法设计。

3.1　模型求解过程　

通过引入辅助变量 ξ1，ξ2，ξ3，（6）式可以分裂为

arg min
u，ξ1，ξ2，ξ3

dim (M( u ) )+ β1

2  ξ1 -( f1 - u ) 2

2
+

β2

2  ξ2 -( f2 - u ) 2

2
+ β3

2  ξ3 -( f3 - u ) 2

2
，

s.t.hξ1 = hr，hξ2 = hr，hξ3 = hr。
（7）

接下来，可通过分别固定 u与 ξ1，ξ2，ξ3（三个

量同时固定）来交替迭代求解优化问题（7）。

具体地，当固定（7）式中的 u时，（7）式即变为，

图2　10幅随机生成的高斯噪声（余量）直方图

Fig. 2　Ten randomly generated Gaussian noise (residual) histograms
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arg min
ξ1，ξ2，ξ3

β1

2  ξ1 -( f1 - u ) 2

2
+

β2

2  ξ2 -( f2 - u ) 2

2
+ β3

2  ξ3 -( f3 - u ) 2

2
，

s.t.hξ1 = hr，hξ2 = hr，hξ3 = hr。
（8）

上边（8）式中 ξ1，ξ2，ξ3 可以分别通过直方图

匹配来求解，即

( ξ1 )i= ϕ̂hf1 - u→ hr (( f1 - u )i )， （9）
( ξ2 )i= ϕ̂hf2 - u→ hr (( f2 - u )i )， （10）
( ξ3 )i= ϕ̂hf3 - u→ hr (( f3 - u )i )。 （11）

另一方面，当固定（7）式中的 ξ1，ξ2，ξ3 时，问

题（7）即转变为，

arg min
u

dim (M( u ) )+ β1

2  ξ1 -( f1 - u ) 2

2
+

β2

2  ξ2 -( f2 - u ) 2

2
+ β3

2  ξ3 -( f3 - u ) 2

2
，（12）

可以发现（12）式中目标函数的后三项都是二次
项，于是通过合并该三项，（12）式可以变形为，

arg min
u

dim (M( u ) )+ β1 + β2 + β3

2 ⋅







 





β1 ( f1 - ξ1 )+β2 ( f2 - ξ2 )+β3 ( f3 - ξ3 )

β1 + β2 + β3
- u

2

2

。
（13）

为 了 简 洁 ，令 θ= β1 + β2 + β3

2 ， z=
β1 ( f1 - ξ1 )+ β2 ( f2 - ξ2 )+ β3 ( f3 - ξ3 )

β1 + β2 + β3
， 则（13）

式化为，

arg min
u

dim (M( u ) )+ θ z- u 2
2。 （14）

依据 LDMM［19］中块流形计算公式，

dim (M )=∑
i= 1

d

 ∇Mαi ( x ) 2
， （15）

其中 αi ( i= 1，⋯，d ) 是流形M上的坐标函数，
且 坐 标 函 数 满 足 αi ( x ) = xi，∀x=
( x 1，x2，⋯，xd ) ∈M⊂ Rd。因此，将流形计算公
式（15）代入（14）式，则问题（14）可以表示为

arg min
u∈Rm× n，M⊂Rd

∑
i= 1

d

 ∇Mαi
2
L2 (M ) + θ z- u 2

2

s.t.P ( u )⊂M。 （16）
根据 G-LDMM［20］里的算法，下面的优化问

题需要进一步求解，

arg min
u∈Rm× n，

α1，⋯，αd

∑
i= 1

d

 ∇Mαi
2
L2 (M ) + τ∑

x∈ Ω̄
| z ( x )- u ( x ) |2，

s.t.αi ( P̄ ( uk )( x ) )=(P iu )( x )，x∈ Ω̄，i= 1，⋯，d。
（17）

其中 P̄ ( uk )( x ) 是 uk 在像素点 x处的半局部块，

(P iu )( x ) 是 (Pu )( x ) 的第 i个元素，τ> 0 是一个

权参数。

通过引入坐标函数，可以得出下列等价的

优化问题

arg min
u∈Rm× n，

α1，⋯，αd

∑
i= 1

d

 ∇Mαi
2
L2 (M ) +

τ∑
i= 1

d

∑
x∈ Ω̄

||αi ( P̄ ( uk )( x ) )-P i ( z )( x ) 2
，

s.t.αi ( P̄ ( uk )( x ) )=(P iu )( x )，x∈ Ω̄，i= 1，⋯，d。
（18）

优化问题（18）的求解可以先分裂图像 u和

坐标函数 α1，⋯，αd，随后分别进行求解。具体

地，首先通过求解下列问题来计算坐标函数
αk+ 1
i ，i= 1，2，⋯，d，

arg min
α1，⋯，αd

∑
i= 1

d

 ∇Mαi
2
L2 (M ) +

τ∑
i= 1

d

∑
x∈ Ω̄

||αi ( P̄ ( uk )( x ) )-P i ( z )( x ) 2
，

（19）

然 后 通 过 求 解 下 列 最 小 二 乘 问 题 来 计 算

图像 uk+ 1，

(P iu )( x )=αi ( P̄ ( uk )( x ) )，x∈ Ω̄，i= 1，⋯，d。
（20）

接下来，重点求解优化问题（19）。基于坐标函

数 α1，⋯，αd 是解耦的，可以分别求解它们。对

于每一个坐标函数 αk，需要求解以下类型的优

化问题，

arg min
ν∈H 1 (M )

 ∇Mν
2
L2 (M ) + τ∑

y ∈ P̄
| ν ( y )-h ( y ) |2，（21）

其中上述的 ν可以是任意一个坐标函数 αi，P̄=
P̄ ( uk ) 是图像 uk 的半局部块集合，h ( y ) 是对应

P i ( z )( x ) 的 P̄ ( uk ) 中已知的函数。

通过使用标准的变分方法，问题（21）的解

可以通过求解下面点云上的 Laplace-Beltrami 方
程来获得，

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

-ΔMν ( x )+τ∑
y∈P̄
δ ( x-y ) [ ν ( y )-h ( y ) ]=0，x∈M

∂ν
∂n ( x )=0，x ∈ ∂M，

（22）
其中的 ∂M是流形M的边界，n是边界 ∂M的

外法线。如果流形M无边界，则 ∂M= ϕ。
在 LDMM［19］里，利用点积分方法［21-22］来求

解上述的 Laplace-Beltrami 方程。由于加权非局
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部 Laplacian 计算代价要小于点积分方法，所以

在本文中，使用加权非局部 Laplacian［23］和半局

部块［35］来求解方程（22）。于是上述 Laplace-
Beltrami 方程可以离散化为下列方程，

∑
y∈ P̄
w ( x，y )( ν ( x )- v ( y ) )+

τ̄∑
y∈ P̄
w ( x，y )( ν ( x )-h ( y ) )= 0，x∈ P̄。（23）

其中上述的 ν可以是任意一个坐标函数 αi，P̄=
P̄ ( uk ) 是图像 uk 的半局部块集合，h ( y ) 是对应

P i ( z )( x ) 的 P̄ ( uk ) 中已知的函数。 τ̄是参数。权

函数w ( x，y ) 有如下表示

w ( x，y )= exp ( -
 x- y

2

d( x )2 )， （24）

这里 x，y ∈ Rd+ 2 是两个半局部块，d( x ) 是 x和

它的第 20 个最近邻之间的距离。

3.2　算法设计　

基 于 上 述 分 析 ，提 出 的 图 像 去 噪 方 法

MTRW 可以归纳为算法 1。
算法1 低维流形先验正则的三重余量Wasserstein
距离图像去噪算法　

（1）输入：退化图像 f1，f2，f3，u，j= 1，k= 1。
（2）while j≤ J do
（3）直方图匹配更新 ξ1，ξ2，ξ3：

( ξ1 )i= ϕ̂hf1 - u→ hr (( f1 - u )i )，
( ξ2 )i= ϕ̂hf2 - u→ hr (( f2 - u )i )，
( ξ3 )i= ϕ̂hf3 - u→ hr (( f3 - u )i )。

  （4）更新 z，u1： 

z= β1 ( f1 - ξ1 )+β2 ( f2 - ξ2 )+β3 ( f3 - ξ3 )
β1 + β2 + β3

，

u1 = z。
（5） while k≤M  do
（6） 结合图像 uk 与权 μ更新半局部块集合

P̄ ( uk )。
（7） 更新权函数

w ( x，y )= exp ( -
 x- y

2

d( x )2 )，x，y∈ P̄ ( uk )。
（8） 通过求解（23）式更新坐标函数 αi ( i=

1，2，⋯，d )，其中 P̄= P̄ ( uk )，h= P i ( z )( x )。
（9） 通过下式来更新图像 uk+ 1：

uk+ 1 = ( )∑
i= 1

d

P *
i P i

-1 ( )∑
i= 1

d

P *
i αk+ 1

i ，

其中 P *
i 是 P i 的伴随算子。

（10） k← k+ 1
（11） end while
（12）更新噪声估计：

f1 - u= f1 - uk，f2 - u= f2 - uk，f3 - u= f3 - uk。
（13） j← j+ 1
（14） end while
(15） 输出：去噪结果图像uk。
可以看出，算法 1 的设计实际上是三重直方

图匹配运算与内循环、噪声估计的交替迭代过

程，而内循环过程则是坐标函数与图像的交替

更新。在具体计算时，本文使用加权非局部 La⁃
placian 和半局部块来求解离散化的 Laplace-Bel⁃
trami 方程，从而实现坐标函数的更新。从本质

上讲，该算法是图像更新与噪声估计的有机统

一体。

4 数值实验 

为了验证所提模型 MTRW 的有效性，本节

展示相关数值实验，包括所用参数设置及数值

实验结果。

4.1　参数设置　

为展现所提方法的有效性，本文采用图 3
所示的 10 幅常用图作为测试图像。考虑到所

提模型中的三重余量 Wasserstein 正则作用是等

同的，因此结合数值实验经验取模型参数 β1 =
β2 = β3 = 0.2。 求 解 算 法 中 的 半 局 部 块 为

( p̄u )( x )=[( pu )( x )，μx ]，其中 x=( x1，x2 ) ∈ Ω̄ = 
{ 1，2，⋯，m }×{ 1，2，⋯，n }，m× n是退化图像的

大小。块大小是 10 × 10，半局部权取 μ= 5。
基于一定的实践经验，算法中取值 J= 2，M= 3
可实现较好的结果。对于比较的实验，均采用

原文的参数设置。

数值实验中，利用峰值信噪比（Peak Signal 
to Noise Ratio， PSNR）对所提去噪模型进行客

观评价。PSNR 表示参考图像与目标图像之间

的相似程度，是衡量图像质量的一种客观指

标。PSNR 的定义如下：

RPSNR = 10 log10
2552

EMSE
， （25）
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这里MSE为均方误差，具体定义为

EMSE = 1
M×N∑

i= 1

M

∑
j= 1

N

[ u ( i，j )- u0 ( i，j ) ]2，（26）

其中M× N为图像的大小尺寸，u0 与 u分别为

原始干净图像与去噪恢复图像。 PSNR 值越

高，表示两幅图像越相似，质量损失越小，也说

明被恢复图像的质量越好。

数 值 实 验 硬 件 采 用 双 核 CPU（双 2.10 
GHz），64.0 GB RAM，软件使用 Windows10.0 操

作系统，程序环境为 Matlab R2017b。
4.2　实验结果　

本小节利用所提算法进行图像去噪数值实

验。首先，将所提方法 MTRW 与近年来有代表

性 的 图 像 去 噪 方 法 BM3D［13］ 、NCSR［14］ 、

GHP［15］、WNNM［16］、W-LDMM［7］进行比较，数

值 实 验 结 果 见 表 2。 从 表 2 可 以 看 出 ，本 文

MTRW 比上述五种方法的平均 PSNR 分别高出

0.6 dB，0.68 dB，0.69 dB，0.42 dB 和 0.37 dB。

MTRW 比 去 噪 性 能 极 好 的 W-LDMM 平 均

PSNR 提高了 1.23%。图 4 和图 5 展示了其中三

幅图像的去噪视觉效果比较。从图 5 的局部细

节 放 大 结 果 可 以 看 出 ，与 原 始 图 像 相 比 ，

BM3D、NCSR、GHP、WNNM 和 W-LDMM 所恢

复图像的“地砖缝隙”变模糊了，而 MTRW 能够

较好地恢复“地砖缝隙”，同时“地砖”表面看起

来也更接近原始真实图像。

其次，将本文 MTRW 与近年来两种多帧图

像去噪方法 t-SVD［24］和 MRWM［27］进行比较，

数 值 结 果 见 表 3。 从 表 中 可 以 发 现 ，所 提

MTRW 依然有明显的 PSNR 优势。MTRW 比

MRWM 平均 PSNR 提高了 0.73%。同样地，图

6 和图 7 展示了两幅图像的去噪视觉效果。从

图3　实验所用10幅测试图像

Fig. 3　10 test images used in the experiments

表2　本文方法MTRW与五种竞争方法的图像去噪PSNR结果比较

Table 2　Comparison of the PSNR results in image denoising between the proposed method and five competing methods

图像

plane
goldhill

man
crowd
airfield

kodim24
boat
lake

elaine
hat

平均值

BM3D[13]/dB
31.48
29.88
29.62
30.01
27.17
28.06
29.91
28.94
30.93
31.91
29.79

NCSR[14]/dB
31.49
29.76
29.58
29.97
27.12
27.98
29.77
28.94
30.80
31.68
29.71

GHP[15]/dB
31.47
29.76
29.61
29.95
27.19
28.05
29.79
28.96
30.66
31.58
29.70

WNNM[16]/dB
31.73
29.99
29.77
30.19
27.41
28.46
30.03
29.17
30.96
31.98
29.97

W-LDMM[7]/dB
31.81
29.90
29.74
30.05
27.58
28.56
29.89
29.48
31.25
31.91
30.02

MTRW/dB
32.01

30.32

30.14

30.68

28.17

28.96

30.11

30.07

31.40

32.04

30.39
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注：括号中的数字表示PSNR值，单位为dB。

图4　六种去噪方法视觉结果比较

Fig.  4　Comparison of visual results among six denoising methods

注：括号中的数字表示PSNR值，单位为dB。

图5　去噪结果局部细节放大比较

Fig.  5　Comparison of local detail enlargement in denoising results
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图 7 可以看出，t-SVD 模糊了“围巾”的纹理边

缘，MRWM 使“围巾”图像边缘产生了一些“锯

齿”，但 MTRW 所恢复的图像看起来更真实更

自然。

可以发现，对比方法多是利用图像的各种

不同的先验知识来构建优化模型，通过求解模

型来获得输出图像。相比之下，本文则是利用

大多数自然图像所具有的低维流形结构特点来

恢复期待的图像，同时采用三重 Wasserstein 距

离约束来使退化图像余量分布设法逼近参照高

斯噪声直方图。用于恢复图像的低维流形和用

于噪声估计的 Wasserstein 距离二者是互补的，

而非孤立无援。二者的相互作用共同促成图像

去噪性能的提高。

最后，表 4 比较了七种图像去噪方法代码

运 行 时 间 。 从 表 中 可 以 看 到 ，NCSR、GHP、

WNNM 和 MRWM 用时都在 400 s 以上，t-SVD 
用时 213 s，所提方法 MTRW 用时（32 s）比 W-

LDMM（43 s）也少。本文算法比去噪性能极好

的 W-LDMM 和 MRWM 运算时间分别缩短了

25.58% 和 93.21%。需要说明的是表 4 中七种

方法所用编程语言皆为 Matlab，而 BM3D 代码

主要为 C 语言，因此 BM3D 不参与上述运行时

间比较。综上可见，本文 MTRW 不仅有较好的

表3　所提方法MTRW与两种多帧图像去噪方法的PSNR

结果比较

Table 3　Comparison of PSNR results between the proposed 

method and two multi frame image denoising methods

图像

plane
goldhill

man
crowd
airfield

kodim24
boat
lake

elaine
hat

平均值

t-SVD[24]/dB
30.56
28.94
28.31
29.62
27.59
27.76
29.56
28.71
30.42
31.52
29.30

MRWM[27]/dB
31.83
30.12
30.11
30.46
27.70
28.48
29.97
29.92
31.20
31.91
30.17

MTRW/dB
32.01

30.32

30.14

30.68

28.17

28.96

30.11

30.07

31.40

32.04

30.39

图6　多帧图像去噪方法的结果比较

Fig.  6　Comparison among multi-frame image denoising methods

图7　三种多帧图像去噪方法的局部细节放大结果比较

Fig.  7　Comparison of local detail magnification among three multi-frame image denoising methods
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主客观图像恢复效果，而且具有较高的实施效

率 。 这 要 归 因 于 图 像 低 维 流 形 先 验 正 则 与

Wasserstein 距离余量分布约束的组合效应。图

像先验知识用于图像正则，而余量分布约束用

于噪声估计，二者有机结合促成图像恢复性能

的提升。

5 结论 

不同于当前大多数图像恢复模型主要依

赖图像先验信息的挖掘，本文提出的优化模

型 MTRW 则将低维流形图像先验正则与三重

余量 Wasserstein 距离分布逼近相结合进行图

像去噪。该模型的核心理念是，图像先验正

则与余量分布逼近二者是相辅相成，绝非孤

立无援的。先验正则与余量约束的互补性，

为诸如图像去模糊、图像修复、图像超分辨等

其他恢复任务提供了一个新的研究思路。所

提模型的一个不足是该模型目前仅能用于图

像加性高斯噪声去除，不能直接用于乘性噪

声移除。然而，可以将含有乘性噪声的图像

变换为含高斯噪声的图像，再利用所提模型

进行图像恢复。
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