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一类具有非线性发生率的随机SIR模型的Melnikov混沌

石艳香*

（山西大学 数学与统计学院，山西 太原 030006）

摘 要：针对疾病的流行往往受到随机因素的干扰，本文通过对传染率施加有界噪声扰动，研究一类具有非线性发

生率的SIR （Susceptible-Infectious-Recovered，易感-感染-康复） 模型的混沌动力学特性。基于同宿分岔理论，结

合随机Melnikov方法，从数学理论的角度推导出模型可能发生混沌的充分条件，得到模型在有界噪声扰动下发生

混沌的阈值，阐明噪声强度对SIR模型混沌动力学行为的影响。同时，利用数值模拟验证理论分析结果，数值模拟

包括势能图、阈值曲线图、相图。研究成果有助于预测疾病传播态势，为公共卫生防控策略制定提供理论支撑，助

力疫情科学防控。
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Melnikov Analysis of Chaos in a Stochastic SIR Model with 

Nonlinear Incidence Rate

SHI Yanxiang*

(School of Mathematics and Statistics, Shanxi University, Taiyuan 030006, China)

Abstract: In view of the fact that the prevalence of diseases is often disturbed by random factors, this paper studies the chaotic dy‐

namics of a class of SIR model with nonlinear incidence rate through the infection rate disturbed by bounded noise. Based on the 

homoclinic bifurcation and by using the stochastic Melnikov theory, from the perspective of mathematical theory, the sufficient 

condition for the possible occurrence of chaos in the model is derived, and the threshold of chaos in the model under bounded 

noise disturbance is obtained. Moreover, the influence of the noise amplitude on the chaotic dynamic behavior of the SIR model is 

elucidated. Numerical simulations, including potential, threshold curve graphs, and phase portraits, are used to verify the results of 

the theoretical analysis. The research results contribute to accurately predicting the disease transmission trends, provide theoretical 

support for formulating public health prevention and control strategies, and facilitate the scientific prevention and control of epi‐

demics.
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0　引言

传染病的流行严重危害人类健康，是影响社会安定的一个严峻问题。为有效防治传染病，众

多学者［1-3］通过建立数学模型来研究疾病的传播规律，从而预测疾病的流行趋势，为疾病预防与控

制提供科学理论依据和应对措施。
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本文考虑一类具有非线性发生率的 SIR（Susceptible-Infectious-Recovered，易感-感染-康复）模型，
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dS
dt =μ(1 -S )-β ( t ) I 2S，

dI
dt = β ( t ) I 2S-(γ+μ ) I，

dR
dt =γI-μR，

（1）

其中 S ( t )，I ( t )，R( t ) 分别表示易感者，染病者和恢复者。μ表示人口自然死亡率，γ是染病者的恢

复率，两者均为正常数。假设人口数量恒定：S ( t )+ I ( t )+ R( t ) = 1。非线性发生率 β ( t ) I 2S中

β ( t ) 表示染病者的传染率，这里 β ( t ) > 0。
疾病的发病率表示单位时间内的新增病例数，研究具有非线性发生率的传染病模型，在流行

病学的研究中起着十分重要的作用。很多学者［4-8］对具有非线性发生率的传染病模型做了广泛的

研究。如，Ruan 和 Wang［5］对一类具有生命动力学和饱和质量作用非线性发生率的传染病模型进

行了全局定性分析和分岔分析；Jin、Wang 和 Xiao［8］研究了一类具有非线性发生率的 SIRS（Suscep⁃
tible-Infectious-Recovered-Susceptible，易感-感染-康复-易感）模型的全局动力学行为。在疾病的传

播过程中，由于各种形式的随机干扰无处不在，因此，为了更好地接近生物系统的实际情况，研究

人员在模型中加入了噪声扰动［9-12］，建立随机传染病模型，进而研究模型的动力学行为。如，Jiang
等［9］研究了一类具有双线性发生率的随机 SIR 模型的渐近性行为；Lahrouz 和 Omari［10］研究了一类

具有一般发生率的随机 SIRS 模型的灭绝性和平稳分布；曹虹等［12］研究了一类具有非线性发生率

的随机 SIRS 模型的全局正解唯一性和渐近行为。二十世纪八九十年代，相关数值研究结论［13-14］

表明：当周期激励传染率中的振幅充分大时，流行病模型可能存在混沌行为，这引起了研究人员的

极大兴趣并促使许多研究人员在流行病学时间序列里寻找混沌的存在［15-16］。Glendinning 和 Per⁃
ry［17］研究了周期激励传染率的 SIR 模型，随着周期振幅的变化，观察到了从倍周期分岔到混沌轨

迹 的 产 生 ， 文 中 采 用 的 非 线 性 发 生 率 为 β ( t ) I 2S， 传 染 率 为

β ( t )= 16μ (1 + ε2b1 + ε4b2 + ε5b3sin( μεΩt ))。 Diallo 和 Koné［18］研究了同文献［17］的模型，从数学上证

明了模型中混沌运动的存在，文中采用的非线性发生率为 β ( t ) I pS，传染率为 β ( t )= p2p

( p- 1)2p- 1 μ (1 +

ε2b1 + ε4b2 + ε5b3sin( μεΩt ))。Diallo 等［19］研究了同文献［17］的模型的混沌，其非线性发生率同文献

［18］，传染率为如下形式：

β ( t )= p2p

( p- 1)2p- 1 μ (1 + ε2b1 + ε4b2 + ε5b3 (sin( μεΩt )+ sin( 2 μεΩt )) )。
在本文中，我们对模型（1）的传染率进行有界噪声干扰，研究模型（1）的混沌动力学行为。传

染率为

β ( t )= 16μ (1 + ε2b1 + ε4b2 + ε5b3ξ ( t ))， （2）
其中 b1、b2、b3 均是一阶常数，满足：4b2 - b1

2 > 0。ξ ( t ) 属于有界噪声，其数学表达式为

ξ ( t )= b3 sin (Ω1t+Ψ )，      Ψ= σB( t )+Γ，
其中 b3 表示有界噪声的振幅，Ω1 和 σ是正常数，Ω1 为有界噪声的平均频率，σ为噪声强度，B( t ) 为标

准 Wiener 过程，Γ是在 [ 0，2π ) 内均匀分布的随机变量，表示随机相角。ξ ( t ) 为广义上的宽带稳定有

界随机过程［20］，均值为零的非 Gauss 分布，其协方差函数为

Cξ ( τ )= b3
2

2 exp ( - σ 2 || τ
2 ) cos(Ω1τ )。

方差为 Cξ ( 0 ) = b3
2 2，密度函数为 p( ξ ) = 1 ( )π b3

2 - ξ 2 ，谱密度函数为
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Sξ (ω )= (b3σ )2

2π ( 1
4(ω-Ω1 )2 + σ 4 + 1

4(ω+Ω1 )2 + σ 4 )= b3
2σ 2

4π
ω2 +Ω1

2 + σ 4

4

( )ω2 -Ω1
2 - σ 4

4 + σ 4ω2

。 （3）

依据（3）式，图 1 画出了几组不同参数下有界噪声的谱密度。

不同于已有文献主要关注确定性条件下的模型，本文着眼于随机环境中模型的构建及混沌动

力学分析，从数学理论的角度推导出模型可能发生混沌的充分条件，得到模型在有界噪声扰动下

发生混沌的阈值。

1　随机Melnikov过程　

考虑单自由度的 Hamiltonian 系统，该系统受到有界噪声的干扰，系统的方程形式如下，
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ẋ= ∂H
∂y，

ẏ=- ∂H
∂x - εg ( x，  y ) ∂H

∂y + εf ( x，  y ) ξ ( t )，
（4）

其中 x和y分别表示广义的位移和动量；H= H ( x，   y ) 是具有连续一阶导数的 Hamiltonian 量，ε是任

意小的正数，g ( x，    y ) 表示准线性阻尼系数，f ( x，    y ) 表示激励振幅。假设系统（4）有一个通过同宿

轨道 ( x0 ( t )，    y0 ( t ) ) 连接到自身的双曲不动点。

如文献［21］所述，系统（4）的随机 Melnikov 过程为

图1　当b3 = 1，    Ω1 = 1时有界噪声的谱密度

Fig. 1　The spectral density of bounded noise for b3 = 1,    Ω1 = 1
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M ( t0 )=∫
-∞

+∞ ∂H
∂y

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú-g ( x0，    y0 ) ∂H

∂y + f ( x0，    y0 ) ξ ( t+ t0 ) dt=Md+Z ( t0 )， （5）

其中Md 是 Melnikov 过程中因阻尼引起的分量，Z ( t0 ) 是有界噪声干扰引起的分量。Melnikov 过程

的均值为

E [ M ( t0 ) ]=Md=-∫
-∞

+∞
g ( x0，    y0 ) ( ∂H

∂y ) 2

dt， （6）

其中 E [ • ] 表示期望算子。对于正阻尼，（6）式总是得出负值，这意味着系统（4）不可能有均值意义

下的混沌。随机 Melnikov 过程（5）式中两个分量的均方值分别为

Md
2 = (∫-∞

+∞
g ( x0，    y0 ) ( ∂H

∂y ) 2

dt ) 2

，

σZ 2 =E [ Z 2 ( t0 ) ]=E
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê(∫-∞

+∞ ∂H
∂y f ( x0，    y0 ) ξ ( t+ t0 ) dt ) 2ù

û

ú
úú
ú
ú
ú。

为计算 σZ 2，（5）式中的 Z ( t0 ) 被改写为卷积积分，即

Z ( t0 )=∫
-∞

+∞
( ∂H ∂y ) f ( x0，    y0 ) ξ ( t+ t0 ) dt= h ( t )∗ξ ( t )，

当 ξ ( t ) 是系统的输入时，h ( t ) = ( ∂H ∂y ) f ( x0，    y0 ) 可视作时不变线性系统的脉冲响应函数。因此，

可在频域中得到系统的方差，如下：

σZ 2 =∫
-∞

+∞

||H (ω ) 2
Sξ (ω ) dω，

其中H (ω ) 是系统的频率响应函数，它是脉冲响应函数 h ( t ) 的傅里叶变换。

综上，当Md
2 = σZ 2 时，随机 Melnikov 过程（5）在均方意义下存在简单零点。随机 Melnikov 过程

通常应用于非线性振子系统的混沌检测［22-23］。

2　模型的尺度变换　

为了利用随机 Melnikov 理论对模型（1）的混沌进行分析，我们将对模型（1）进行一系列坐标变

换，将模型化成扰动的 Hamiltonian 系统。由于 S ( t ) = 1 - I ( t )- R( t )，模型（1）可以写成
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dI
dt = β ( t ) I 2 (1 - I-R )-(γ+μ ) I，

dR
dt =γI-μR。

定义一个新的时间尺度 t ′= μt， 那么
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dI
dt ′= β′( t ′) I 2 (1 - I-R )-(γ′+ 1) I，

dR
dt ′ =γ′I-R，

（7）

这里，β= μβ′，γ= μγ′。定义新变量 z= γI- R，因此，系统（7）变为

ì
í
î

ïï
ïï

Ṙ= z=P1 (R，z )，
ż=γİ- Ṙ=P2 (R，z )。 （8）

将系统（7）代入系统（8）的第二个方程，并结合 I= γ-1 (R+ z )， 则系统（8）变为
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Ṙ= z=P1 (R，z )，

ż=-(1 +γ )R+ β ( t ) 1
γ
R2 - β ( t ) 1

γ ( )1 + 1
γ
R3 -( 2 +γ ) z+ β ( t ) 1

γ
z2 - β ( t ) 1

γ2 z
3 +

    2β ( t ) 1
γ
Rz- β ( t ) 1

γ ( )1 + 3
γ
Rz2 - β ( t ) 1

γ ( )2 + 3
γ
R2z=P2 (R，z )。

（9）

系统（9）的驻点有 z= 0 且 R= 0（对应无病平衡点），或 z= 0 且 R满足：

β ( t ) 1
γ (1 + 1

γ ) R2 - β ( t ) 1
γ
R+(1 +γ )= 0，        R≠ 0。 （10）

若 Δ > 0， （10）式有两个实根，即 ( β ( t ) 1 γ ) 2
- 4β ( t )( 1 γ ) (1 + (1 γ )) (1 + γ ) > 0，化简得 β ( t ) >

4(1 + γ )2。因此，如果 β ( t ) = βsn ( t ) = 4(1 + γ )2，系统（9）有一个鞍结点分岔，此时地方病平衡点为

Ssn = 1 2，       Isn = 1 2(1 +γ )，       Rsn =γ 2(1 +γ )。
系统（9）在 z= 0 处的 Jacobian 矩阵为 ( )∂P1 ∂R ∂P1 ∂z

∂P2 ∂R ∂P2 ∂z = ( )0 1
J21 J22

， 这里，

J21 =-(1 +γ )+ 2β ( t ) 1
γ
R- 3β ( t ) 1

γ (1 + 1
γ ) R2，

J22 =-( 2 +γ )+ 2β ( t ) 1
γ
R- β ( t ) 1

γ (2 + 3
γ ) R2。

当 β ( t ) = 4(1 + γ )2 时，矩阵行列式-J21 = 0。如果迹 J22 = 0，我们会得到一种更退化的情形：Tak⁃
ens-Bogdanov 点。如果要利用 Melnikov 方法，那么在该点附近可将系统按要求改写成近 Hamiltonian
形式［24］。因此，若 γ= 1，     β= 16 时，在鞍结点处 Jacobian 矩阵的迹等于零（此时 β= 4(1 + γ )2，R=
γ 2(1 + γ )），此时退化平衡点为

Stb = 1 2，        I tb = 1 4，        R tb = 1 4。
为扰动该平衡点，通过以下方式定义新的变量和参数：

R= 1
4 + θ，        γ= 1 +ϑ，         β ( t )= 16 (1 + b( t ))，

其中 θ，   ϑ和 b是任意小的正数。将上面变量代入系统（9），得到

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

θ̇= z，

ż= ( )1
2 b( t )- 1

2 ϑ- 1
4 b( t )ϑ + 2b( t )θ- 8θ2 + ( )3b( t )-ϑ z- 8θz+O ( )( )||θ + || z + || ϑ + ||b( t )

3 。
设 b( t ) = ε2b1 + ε4b2 + ε5b3ξ ( t )，      ϑ= ε2b1， 结合（2）式，得

1
2 b( t )- 1

2 ϑ- 1
4 b( t )ϑ= ( 1

2 b2 - 1
4 b1

2) ε4 + 1
2 b3ε5ξ ( t )+ o( ε6 )，

2b( t )= 2b1ε2 + o( ε4 )，
3b( t )-ϑ= 2b1ε2 + o( ε4 )。

定义新的坐标和时间：θ= ε2u，   z= ε3v，    τ= εt，得到

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

du
dτ = v，

dv
dτ = ( )1

2 b2 - 1
4 b1

2 + 2b1u- 8u2 + ε ( )2b1v- 8uv+ 1
2 b3ξ ( τ ) + o( ε2 )=

( )1
2 b2 - 1

8 b1
2 - 8 ( )u- 1

8 b1

2

+ ε ( )2b1v- 8uv+ 1
2 b3ξ ( τ ) + o( ε2 )。
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因此，设 η= u- b1 8， 得到

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

dη
dτ = v，

dv
dτ = ( )1

2 b2 - 1
8 b1

2 - 8η2 + ε ( )b1v- 8ηv+ 1
2 b3ξ ( τ ) + o( ε2 )。

（11）

接下来，进一步缩放，将系统（11）化为标准形式。设 x=-8η，   y=-8v，则系统（11）化为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

dx
dτ = y，

dy
dτ = b1

2 - 4b2 +x2 + ε ( )b1 y+xy- 4b3ξ ( τ ) + o( ε2 )。
（12）

设 4b2 - b1
2 = c2，由已知条件知其为严格正常数（恒正常数）。假设 c> 0，同时假设 b1 > 0（b1 < 0

时动力学无意义），且 b3 = 0（系统（12）此时为 Takens-Bogdanov 分岔的标准范式）。因而系统（12）
得到两个稳定点：S± (±c，   0 )，S+ 为鞍点且：

（i） 若 2b1
2 > 4b2 > b1

2，则 S- 是不稳定焦点；

（ii）若 l (b1 ) > 4b2 > 2b1
2，这里 l (b1 ) ≈ ( 74 25 )b1

2，则 S- 是稳定焦点，且被不稳定的周期轨道

包围；

（iii）若 4b2 > l (b1 )，则 S- 是稳定焦点，且没有围绕它的周期轨道。

b1
2 = 2b2 处的分岔是标准（亚临界）Hopf 分岔，在 l (b1 ) = 4b2 处破坏了周期轨道的分岔是同宿

（全局）分岔。图 2（a）—图 2（c）展示的是 b3 = 0 时的系统（12）的相图。图 2（a）中，S+ ( 2 ，   0 ) 是
鞍点，S- (- 2 ，   0 ) 是不稳定焦点。图 2（b）中，S+ ( 6 ，   0 ) 是鞍点，S- (- 6 ，   0 ) 是稳定焦点，被不

稳定的周期轨道所环绕。图 2（c）中，S+ ( 2 2 ，   0 ) 是鞍点，S- (-2 2 ，   0 ) 是稳定焦点，周围没有周

期轨道所环绕。

3　Melnikov混沌　

当 ε足够小时，我们可以将 Melnikov 方法应用于形式为（12）的 SIR 模型。若 ε= 0， 则系统

（12）是未受干扰的系统，即

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

dx
dτ = y，

dy
dτ =-( 4b2 - b1

2 )+x2。
（13）

系统（13）是 Hamiltonian 系统，其 Hamiltonian 函数为

H ( x，y )= 1
2 y

2 +( 4b2 - b1
2 ) x- 1

3 x
3。

势能函数为 V ( x ) = ( 4b2 - b1
2 ) x- 1

3 x
3。 Jacobian 矩阵为 ( )0 1

2x 0 ， 特征多项式为 λ2 - 2x= 0。系

图2　当b3 = 0时系统（12）的相图

Fig. 2　Phase portraits of the system (12) for b3 = 0
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统（13）有两个稳定点：S ( c，   0 ) 是鞍点，C (-c，   0 ) 是中心，其被一组连续的周期轨道 (xT ( τ )，  yT ( τ ))
包围，并且存在有界的同宿轨道 (xh ( τ )，  yh ( τ ))满足：

lim
τ→±∞

(xh ( τ )，  yh ( τ ))=( c，   0 )。
同宿轨道表达式［24］为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

xh ( τ )= c- 3c cosh-2( )τ
c
2 ，

yh ( τ )= 3c 2c cosh-2( )τ
c
2 tanh ( )τ

c
2 。

图 3（a）和图 3（b）分别显示了当 b1 = 0 和b2 = 1 时的相图和势能图。图 3（a）中，C (-2，   0 ) 是中心，

S ( 2，   0 ) 是鞍点，且通过同宿轨道 Γhom 连接自身。

有界噪声干扰传染率的随机 Melnikov 函数为

M ( t0 )=∫
-∞

+∞
yh ( t ) (b1 yh ( t )+xh ( t ) yh ( t )- 4b3ξ ( t+ t0 )) dt=

6
5 ( 2c )5 2b1 - 3

7 ( 2c )7 2 -∫
-∞

+∞
4b3 yh ( t ) ξ ( t+ t0 ) dt= I+Z ( t0 )，

（14）

其中 I= 6
5 ( 2c )5 2b1 - 3

7 ( 2c )7 2，      Z ( t0 ) =-∫
-∞

+∞
4b3 yh ( t ) ξ ( t+ t0 ) dt。这里 t0 表示 Poincaré 映射的横截

面时间，可以看作是有界噪声扰动的初始时间。如果 Melnikov 函数存在简单零点，那么 Poincaré 映

射的稳定和不稳定流形便横截相交，此时便会出现 Smale 马蹄形变换意义下的混沌。（14）式中前

两个积分表示由阻尼产生的 Melnikov 过程的均值，最后一个积分表示由有界噪声产生的 Melnikov
过程的随机部分。我们可以从概率统计角度分析M ( t0 ) 的简单零点。假设随机过程 E [ Z ( t0 ) ] 的
均值为零，则 E [ M ( t0 ) ] = I，若是一个非零常数，则在平均意义下系统（12）永远不会发生混沌。若

它等于零，则在平均意义下系统（12）产生混沌的条件是：
6
5 ( 2c )5 2b1 - 3

7 ( 2c )7 2 = 0。图 4 展示了在

(b1，  b2  ，  t0 ) 空间中 I= 0 表示的曲面。

接下来考虑 Melnikov 过程（14）在均方意义下是否存在简单零点。脉冲响应函数为

h ( t )= yh ( t )= 3c 2c cosh-2 ( t c 2 ) tanh( t c 2 )，
频率响应函数为

H (ω )=∫
-∞

+∞
h ( t )exp(-jωt ) dt=∫

-∞

+∞
3c 2c cosh-2 ( t c 2 ) tanh( t c 2 )exp(-jωt ) dt=

图3　当b1 = 0，  b2 = 1时系统（13）的相图和势能图

Fig. 3　Phase portraits and potential of the system (13) for b1 = 0,  b2 = 1
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jπ2ω

2 ( )- 1
3 2c

sinh ( )πω
4 c 2

cosh ( )πω
4 c 2

，

还需要考虑 [M ( t0 )- E (M ( t0 )) ] 2
和 [0 - E (M ( t0 )) ] 2

的均值是否相等。因为

E [M ( t0 )-E (M ( t0 )) ] 2
=E [Z ( t0 )] 2 =∫

-∞

+∞

||H (ω ) 2
Sξ (ω ) dω=

∫
-∞

+∞

||H (ω ) 2 (b3σ )2

2π ( 1
4(ω-Ω1 )2 + σ 4 + 1

4(ω+Ω1 )2 + σ 4 ) dω= σZ 2

且 E [0 - E (M ( t0 )) ] 2
= E [M ( t0 )] 2 = I 2， 因而若满足

I 2 = σZ 2， （15）
则 Melnikov 过程（14）在均方意义下存在简单零点。

定理 1 基于 Melnikov 过程，均方意义下若满足 I 2 = σZ 2，即

é
ë
êêêê

6
5 ( 2c )5 2b1 - 3

7 ( 2c )7 2ù
û
úúúú

2

=

∫
-∞

+∞

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç
jπω2

2 ( )- 1
3 2c

sinh ( )πω
4 c 2

cosh ( )πω
4 c 2

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

2

× (b3σ )2

2π ( 1
4(ω-Ω1 )2 + σ 4 + 1

4(ω+Ω1 )2 + σ 4 ) dω=

9πb3
2c

4 ∫
-∞

+∞ σ 2ω4

sinh2( )πω
4 c 2

cosh2( )πω
4 c 2

( 1
4(ω-Ω1 )2 + σ 4 + 1

4(ω+Ω1 )2 + σ 4 ) dω， （16）

则模型（1）可能存在混沌。

（16）式中的积分可以通过数值方法计算。令 b1 = 2，   b2 = 3 2，   Ω1 = 2。（15）式中的均方准则通

过数值计算得到系统（12）中混沌发生的有界噪声的振幅阈值，如图 5（a）和图 5（b），图 5（a）展示

了 σ ∈ [ 0，   3 ] 上振幅阈值曲线，图 5（b）是图 5（a）在 σ ∈ [ 0，   1 ] 上放大的振幅阈值曲线，在这些曲线

的上方可能发生混沌。图 6（a）和图 6（b）分别显示了系统（12）在 b3 = 7.5，   σ= 0.5 和 b3 = 10，   σ=
2 时的相图，我们可以看到混沌轨道。

图4　(b1，  b2  ，  t0 )空间中 I= 0表示的曲面

Fig. 4　The surface in (b1,   b2,   t0 ) plane for I= 0
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4　结论　

本文研究了有界噪声对一类具有非线性发生率的 SIR 模型混沌运动的影响。基于同宿分岔，

利用随机 Melnikov 理论得到了可能发生混沌运动的充分条件，并建立了有界噪声强度使混沌发生

的阈值。结果表明，噪声的存在会增大阈值幅值，在参数空间中使可能出现的混沌区域缩小。对

原系统相图的数值计算也验证了噪声强度越大，混沌发生的阈值的幅值会随着噪声强度的增加而

上移。结果揭示了混沌吸引子受到有界噪声的扩散，并且噪声强度越大，吸引子越扩散。
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