
山西大学学报（自然科学版）48（5）：911−920，2025
Journal of Shanxi University（Nat. Sci. Ed.）

具有毒素沉积时滞的捕食者-食饵模型的Hopf分支
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（1.忻州师范学院 数学系，山西 忻州 034000；
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摘 要：外界环境中的毒素是影响种群数量的关键因素之一。当种群遭受环境毒素感染后，毒素在种群个体体内

不断沉积，直至引发种群数量改变，这一过程需要一定时间，即毒素沉积时滞。本文建立了一个具有毒素沉积时滞

的捕食者-食饵反应扩散模型。根据该模型特征方程根的分布情况，推导得到其发生Hopf分支的条件。数值模拟

验证了理论结果的合理性，并表明：较大的毒素沉积时滞不利于该捕食者-食饵系统的稳定和持续演化。本研究揭

示了毒素沉积时滞对捕食者-食饵系统种群数量的影响规律，为研究环境毒素对捕食者-食饵系统动力学行为的影

响提供了理论依据。
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Hopf Bifurcation of a Predator-prey Model with Toxin Deposition Delay

WANG Caiyun1, GUO Min2*

(1. Department of Mathematics, Xinzhou Normal University, Xinzhou 034000, China;

2. School of Economics and Management, North University of China, Taiyuan 030051, China)

Abstract: Toxins in the external environment are one of the key factors influencing population dynamics. When a population is ex‐

posed to environmental toxins, these toxins continuously accumulate within individuals until they trigger changes in population size. 

This process requires a certain period of time, known as the toxin deposition delay. In this paper, a reaction-diffusion predator-prey 

model with toxin deposition delay was established, and the conditions for the occurrence of Hopf bifurcation were obtained via the 

distribution of the roots of the characteristic equation. The rationality of the theoretical findings was validated by numerical simula‐

tions, which indicate that the stability and sustainable evolution of the predator-prey system are detrimentally affected by a larger tox‐

in deposition delay. This study reveals the influence patterns of toxin deposition delay on the dynamics of the predator-prey system, 

providing a theoretical foundation for investigating the effects of environmental toxins on the dynamical behavior of predator-prey 

systems.
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0 引言 

种群动力学模型是用于研究种群数量动态变化的数学模型［1］。种群数量动态变化涵盖诸如
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种群数量增长模式、衰减过程、波动情况，以及种群与环境因素、其他种群之间的相互作用。在种

群与其他种群相互作用的关系中，捕食关系是极为重要的一种，而捕食者-食饵模型就是刻画捕食

关系的一类重要的种群动力学模型［2］。

在种群动力学建模研究中，外界环境因素对种群数量的影响不容忽视，其中，外界环境中的毒

素也是影响种群数量的关键环境因素之一［3-4］。Hallam 等［5-7］从数学建模角度开创性地建立了基

于外界环境毒素的种群动力学模型，研究了环境毒素对种群数量的影响。然而，上述研究均基于

单种群模型。为此，Das 等［8］建立了受环境毒素影响的渔业捕食者-食饵种群模型

ì
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dN
dt = r1N ( )1 - N

L
- αNP- c1EN-γ1N 3，

dP
dt =-r2P+ βNP- c2EP-γ2P2。

（1）

模型（1）中各参数意义见表 1。Das 等研究了上述模型正平衡点的稳定性。基于 Das 等的研究，后

续关于受环境毒素影响的捕食者-食饵模型的研究主要集中于最优捕获策略的探讨［9-11］。然而，这

些研究均局限于常微分方程模型，未考虑种群在空间维度上的扩散行为。为弥补这一局限性，Yan
等［12］建立了受毒素影响的捕食者-食饵反应扩散模型，并证明了该系统正解的一致持久性；Zhang
等［13］则对该类反应扩散模型进行了动力学分析，得到 Hopf 分支与 Turing 分支的存在条件。

尽管反应扩散方程能够有效刻画种群的空间动力学特征，但在实际建模过程中仍需考虑时间

滞后效应的影响。时滞现象（如妊娠期、个体发育、捕食消化及孵化过程）在自然界中普遍存在，且

已被证实是导致种群数量周期性波动甚至混沌的关键因素［14-17］。现有文献中，关于受毒素影响的

时滞捕食者-食饵模型研究已取得显著进展［18-21］。然而，这些研究主要关注生物体内毒素的作用，

且所涉及的时滞类型多限于妊娠时滞和生长时滞。

值得注意的是，当种群暴露于环境毒素后，从毒素进入种群个体体内到产生可观测的生物效

应（如种群数量变化）之间存在明显的毒素沉积时滞效应［22-24］。这种时滞效应在当前的捕食-食饵

反应扩散建模研究中尚未得到充分考量。因此，构建同时具有空间扩散效应和环境毒素沉积时滞

效应的捕食者-食饵模型，对完善环境毒素影响下的种群动力学建模具有重要的科学意义。

在众多捕食者-食饵模型中，由 Leslie 等［25-26］所提出经典的 Leslie-Gower 型模型将食饵种群作

为捕食者种群的环境容纳量，以此抑制捕食者种群无限增长，这一特性备受广大学者关注［27-30］。

综上分析，本文将研究毒素沉积时滞对 Leslie-Gower 型捕食者-食饵反应扩散模型种群动力学行为

的影响。

1 模型建立 

基于模型（1）关于捕食者和食饵种群感染环境毒素的假设，建立具有毒素沉积时滞的 Leslie-
Gower 型捕食者-食饵反应扩散模型

表 1　模型（1）中各参数意义

Table 1　The meanings of various parameters in model (1)

参数

N ( t )/P ( t )
L

r1

r2

c1

c2

意义

t时刻食饵/捕食者种群数量

环境容纳量

食饵种群出生率

捕食者种群死亡率

食饵种群的可捕系数

捕食者种群的可捕系数

参数

α

E
γ1

γ2

α-1 β

意义

捕食者种群对食饵种群的捕获率

收获食饵和捕食者种群的努力量

食饵种群所感染环境毒素的毒性强度

捕食者种群所感染环境毒素的毒性强度

被摄食食饵转化为新生捕食者生物量的转化率
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∂N ( x，t )
∂t = rN ( x，t ) ( )1 - N ( x，t )

K
- cN ( x，t )P ( x，t )

a+N ( x，t ) - δ1N 3 ( x，t- τ )+d1∇2N ( x，t )，

∂P ( x，t )
∂t = βP ( x，t ) ( )1 - γP ( x，t )

N ( x，t ) - δ2P2 ( x，t )+d2∇2P ( x，t )，( x，t )∈ Ω ×[ 0，+∞ )，

∂N ( x，t )
∂n = 0，∂P ( x，t )

∂n = 0，( x，t )∈ ∂ Ω ×[ 0，+∞ )，

N ( x，t )=φ1 ( x，t )≥ 0，P ( x，t )=φ2 ( x，t )≥ 0，( x，t )∈ Ω ×[-τ，0 ] c，

（2）

模型（2）中各参数意义见表 2。

便于研究，作如下无量纲变化

u= N
K
，v= cP

Kr
，t͂= rt，τ͂= rτ，a͂= a

K
，β͂= β

r
，

γ͂= rγ
c
，δ͂1 = δ1K 2

r
，δ͂2 = δ2Kr

cβ
，d͂1 = d1

r
，d͂2 = d2

r
。

仍用 t， τ， a， β， γ， δ1， δ2， d1， d2 来表示 t͂， τ͂， a͂， β͂， γ͂， δ͂1， δ͂2， d͂1， d͂2。同时，仍用 φ1 ( x，t )和φ2 ( x，t ) 表示

无量纲后系统的初值。系统（2）变为
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∂u ( x，t )
∂t = u ( x，t )(1 - u ( x，t ) )- u ( x，t )v ( x，t )

a+ u ( x，t ) - δ1u3 ( x，t- τ )+d1∇2u ( x，t )，

∂v ( x，t )
∂t = βv ( x，t ) ( )1 - γv ( x，t )

u ( x，t ) - δ2v ( x，t ) +d2∇2v ( x，t )，( x，t )∈ Ω ×[ 0，+∞ )，

∂u ( x，t )
∂n = 0，∂v ( x，t )

∂n = 0，( x，t )∈ ∂Ω ×[ 0，+∞ )，

u ( x，t )=φ1 ( x，t )≥ 0，v ( x，t )=φ2 ( x，t )≥ 0，( x，t )∈ Ω ×[-τ，0 ]。

（3）

2 常微分系统正平衡点的局部稳定性 

系统（3）对应的常微分系统为

ì
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du
dt = u (1 - u )- uv

a+ u
- δ1u3，

dv
dt = βv ( )1 - γv

u
- δ2v 。

（4）

为了得到系统（4）的正平衡点，考虑下面代数方程组

表2　模型（2）中各参数意义

Table 2　The meanings of various parameters in model (2)

参数

x=( x,y )
N ( x,t )
P ( x,t )
τ

K

r
β

a

意义

空间位置

t时刻x位置食饵种群数量

t时刻x位置捕食者种群数量

食饵种群毒素沉积时滞

食饵种群环境容纳量

食饵种群出生率

捕食者种群出生率

半饱和常数

参数

c

d1

d2

γ-1

∇2 = ∂2 ∂x2 + ∂2 ∂y2

Ω =[ 0,L ]×[ 0,L ]
n

φ1 ( x,t ),φ2 ( x,t )

意义

捕食者种群对食饵种群的最大捕获率

食饵种群扩散系数

捕食者种群扩散系数

一个食饵能供给用于维持生存的捕食者数量

食饵和捕食者种群的随机游走

空间有界区域

区域边界∂Ω向外的单位法向量

模型(2)的初值
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u (1 - u )- uv
a+ u

- δ1u3 = 0，

βv ( )1 - γv
u

- δ2v = 0。
（5）

由方程组（5）第二式可得

v= u
γ+ δ2u

。 （6）

将（6）式代入方程组（5）第一式得

χ4u4 + χ3u3 + χ2u2 + χ1u+ χ0 = 0， （7）
其中

χ4 = δ1δ2， χ3 = aδ1δ2 + δ1γ+ δ2， χ2 = aδ1γ+ aδ2 - δ2 +γ， χ1 =-aδ2 + aγ-γ+ 1， χ0 =-aγ。
显然，χ4 > 0， χ3 > 0， χ0 < 0。给出下列条件

（A1）χ2 > 0 或 χ2 < 0，χ1 < 0； （A2）χ2 < 0 且 χ1 > 0。
方程（7）正根的个数即为系统（4）正平衡点的个数。根据笛卡尔符号定律，可知下列结论

成立。

（i）若条件（A1）成立，则系统（4）只有一个正平衡点。

（ii）若条件（A2）成立，则系统（4）至少有一个正平衡点，最多有三个正平衡点。

记系统（4）的任意正平衡点为 E∗ ( u*，v* )，可得下面结论

定理1 若条件（A1）或（A2）成立，且满足

u* - u*v*

( a+ u* )2 + 2δ1 ( u* )2 + β> 0， （8）

(u* - u*v*

( a+ u* )2 + 2δ1 ( u* )2) βv* + β ( v* )2γ
u* ( a+ u* ) > 0， （9）

则系统（4）的正平衡点 E∗ 是局部渐近稳定的。

证明 由条件（A1）或（A2）成立，可得正平衡点 E∗ 存在。系统（4）在正平衡点 E∗ 处的雅可比

矩阵为

JE* = ( )a11 a12

a21 a22
，

其中

a11 =-u* + u*v*

( a+ u* )2 - 2δ1 ( u* )2， a12 =- u*

a+ u*， a21 = β ( v* )2γ
( u* )2 ， a22 =-β。

特征方程为

λ2 - tr ( JE* ) λ+ det ( JE* )= 0，
其中

tr ( JE* )=-u* + u*v*

( a+ u* )2 - 2δ1 ( u* )2 - β，

det ( JE* )= (u* - u*v*

( a+ u* )2 + 2δ1 ( u* )2) β+ β ( v* )2γ
u* ( a+ u* )。

当（8）式和（9）式成立时，有 tr ( JE* ) < 0，det ( JE* ) > 0。从而可得系统（4）的正平衡点 E∗ 是局部渐近

稳定的。

为方便，以下内容均假设定理 1 的条件都成立。
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3 反应扩散系统的Hopf分支分析 

令U ( x，t ) = u ( x，t )- u*，V ( x，t ) = v ( x，t )- v*，并将其代入系统（3）得到如下线性化近似系统

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∂U ( x，t )
∂t = a͂11U ( x，t )+ a12V ( x，t )+ b11U ( x，t- τ )+d1∇2U ( x，t )，

∂V ( x，t )
∂t = a21U ( x，t )+ a22V ( x，t )+d2∇2V ( x，t )，

（10）

其中 a͂11 = 1 - 2u* - v*

a+ u* + u*v*

( a+ u* )2， b11 =-3δ1 ( u* )2。
在 Neumann 边界条件下，系统（10）的解可以展开为

U ( x，t )= u*eλt cos ( kx x ) cos ( ky y )，V ( x，t )= v*eλt cos ( kx x ) cos ( ky y )， （11）
其中 λ是 t时刻扰动的增长率，k2 = k 2

x + k 2
y。将（11）式代入系统（10）得

λ2 +P ( k ) λ+Q ( k )- b11 ( λ+R( k ) )e-λτ= 0， （12）
其中

P ( k )=(d1 +d2 ) k2 -( a͂11 + a22 )， Q ( k )=d1d2k4 -( a͂11d2 + a22d1 ) k2 + a͂11a22 - a12a21， 
R( k )=d2k2 - a22。

当 τ= 0 时，方程（12）为

λ2 +(P ( k )- b11 ) λ+Q ( k )-R( k )b11 = 0。 （13）
设 λ1，λ2 为方程（13）的任意两个根，则

λ1 + λ2 = b11 -P ( k )= a͂11 + b11 + a22 -(d1 +d2 ) k2 = tr ( JE* )-(d1 +d2 ) k2 < 0，
λ1λ2 =Q ( k )- b11R( k )=d1d2k4 -(( a͂11 + b11 )d2 + a22d1 ) k2 +( a͂11 + b11 )a22 - a12a21。

引理1 设

( a͂11 + b11 )d2 + a22d1 < 0， （14）
则当 τ= 0 时，系统（3）的正平衡点 E∗ 是局部渐近稳定的。

证明 根据定理 1 可得，tr ( JE* ) = a͂11 + b11 + a22 < 0，det ( JE* ) = ( a͂11 + b11 )a22 - a12a21 > 0。进一

步，由（14）式知，对任意 k> 0，有 λ1λ2 > 0。由 λ1 + λ2 < 0 可知，当 τ= 0 时，系统（3）的正平衡点

E∗ 是局部渐近稳定的。

设 λ= iω (ω> 0 ) 是方程（12）的特征根，将其代入方程（12）得

-ω2 +P ( k ) iω+Q ( k )- b11 ( iω+R( k ) )( cos (ωτ )- i sin (ωτ ) )= 0。 （15）
对（15）式分离实部和虚部得

-ω2 +Q ( k )= b11ω sin (ωτ )+ b11R( k ) cos (ωτ )，
P ( k )ω= b11ω cos (ωτ )- b11R( k ) sin (ωτ )。 （16）

对（16）式左右两边平方相加后得

Z 2 +M ( k )Z+N ( k )= 0， （17）
其中

Z=ω2，

M ( k )=P2 ( k )- 2Q ( k )- b2
11，

N ( k )=Q2 ( k )- b2
11R2 ( k )=(Q ( k )+ b11R( k ) )(Q ( k )- b11R( k ) )。

由引理 1，可知 Q ( k )- b11R( k ) > 0。但M ( k ) 和 Q ( k )+ b11R( k ) 符号仍然不确定，下面分三种情况

讨论方程（17）根的情况。

（B1）任意 k ∈ N，  M 2 ( k ) > 4N ( k )， M ( k ) > 0，  Q ( k )+ b11R( k ) > 0。
定理2 若条件（B1）和（14）式成立，则当 τ> 0 时，系统（3）的正平衡点 E∗ 是局部渐近稳定的。

证明 由（14）式和引理 1 的证明可知，当 τ= 0 时，方程（13）的所有特征根具有负实部。当条
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件（B1）满足时，方程（17）没有正根。从而，方程（12）没有纯虚根。于是，当 τ> 0 时，系统（3）的特

征根均具有负实部。进而，系统（3）的正平衡点 E∗ 是局部渐近稳定的。

（B2）存在某个 k0 ∈ N，使得M 2 ( k0 ) > 4N ( k0 )，Q ( k0 )+ b11R( k0 ) < 0。
引理2 若条件（B2）满足，则方程（12）有一对纯虚根±iωk0，0 =±i Zk0，0 。
证明 当条件（B2）满足时，显然，方程（17）只有一个正根

Zk0，0 =ω2
k0，0 = -M ( k0 )+ M 2 ( k0 )- 4N ( k0 )

2 。
所以，方程（12）只有一对纯虚根±iωk0，0 =±i Zk0，0 。

将 ωk0，0 代入（16）式得

sin (ωk0，0τ )= -(P ( k0 )R( k0 )+(ωk0，0 )2 -Q ( k0 ) )ωk0，0

b11 ((ωk0，0 )2 +R2 ( k0 ) ) ≜S (ωk0，0τ )，

cos (ωk0，0τ )= Q ( k0 )R( k0 )+(P ( k0 )-R( k0 ) )ω2
k0，0

b11 ((ωk0，0 )2 +R2 ( k0 ) ) ≜C (ωk0，0τ )。
（18）

由（18）式可得

τ jk0 =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

arccos (C (ωk0，0 ) )+ 2jπ
ωk0，0

， S (ωk0，0 )≥ 0， j= 0， 1， 2，⋯，

2π - arccos (C (ωk0，0 ) )+ 2jπ
ωk0，0

， S (ωk0，0 )< 0， j= 0， 1， 2，⋯。
（19）

显然，{ τ jk0 } 是递增序列，并且 lim
j→ ∞

τ jk0 =+∞。记 τ 0
k0 = min { τ jk0 }。

引理 3 设 λ ( τ ) = r ( τ )+ iω ( τ ) 是方程（12）在 τ= τ jk0 附近的特征根，满足 r ( τ jk0 ) = 0， ω( τ jk0 ) =
ωk0，0，j= 0， 1， 2，⋯。 若条件（B2）满足，则

Re ( |

|
|
||
|dλ

dτ
τ= τ jk0

)> 0， j= 0， 1， 2，⋯。
证明 方程（12）两端对 τ求导，得

( 2λ+P ( k0 )+ b11τe-λτ ( λ+R( k0 ) )- b11e-λτ ) dλ
dτ + b11λe-λτ ( λ+R( k0 ) )= 0。

根据条件（B2），（16）式，ω2
k0，0 和 τ jk0( j= 0， 1， 2，⋯) 的表达式，可得

Re
ì
í

î

ïïïï

ïïïï( |

|
|
||
|dλ

dτ
τ= τ jk0

)-1ü
ý

þ

ïïïï

ïïïï
= Re

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

|

|

|
||
|2λ+P ( k0 )- b11e-λτ+ τb11e-λτ ( λ+R( k0 ) )

-b11λe-λτ ( λ+R( k0 ) )
τ= τ jk0

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
=

Reìí
î

(( 2iωk0，0 +P ( k0 ) )( cos (ωk0，0τ jk0 )+ i sin (ωk0，0τ jk0 )- b11 )(ωk0，0 +R( k0 ) i )
b11ωk0，0 (ω2

k0，0 +R2 ( k0 ) )
ü
ý
þ

=

b11 (P ( k0 )ωk0，0 - 2ωk0，0R( k0 ) ) cos (ωk0，0τ j0 )- b11 ( 2ω2
k0，0 +P ( k0 )R( k0 ) ) sin (ω0τ jk0 )- b2

11ωk0，0

b2
11ωk0，0 (ω2

k0，0 +R2 ( k0 ) ) =

M 2 ( k0 )- 4N ( k0 )
b2

11 (R2 ( k0 )+ω2
k0，0 ) > 0。

（B3）存在某个 k0 ∈ N，使得M 2 ( k0 ) > 4N ( k0 )，M ( k0 ) < 0，Q ( k0 )+ b11R( k0 ) > 0。
引理4 若条件（B3）满足，则方程（12）有两对纯虚根±iωk0，ι =±i Zk0，ι， ι= 1， 2。
证明 若条件（B3）满足，方程（17）显然有两个正根

Zk0，1 =ω2
k0，1 = -M ( k0 )+ M 2 ( k0 )- 4N ( k0 )

2 ， Zk0，2 =ω2
k0，2 = -M ( k0 )- M 2 ( k0 )- 4N ( k0 )

2 ，
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故方程（12）有两对纯虚根±iωk0，ι =±i Zk0，ι， ι= 1， 2。
将 ωk0，ι， ι= 1， 2 代入（16）式，得

sin (ωk0，ιτ )= -(P ( k0 )R( k0 )+(ωk0，ι )2 -Q ( k0 ) )ωk0，ι

b11 ((ωk0，ι )2 +R2 ( k0 ) ) ≜S (ωk0，ιτ )， ι= 1， 2，

cos (ωk0，ιτ )= Q ( k0 )R( k0 )+(P ( k0 )-R( k0 ) )ω2
k0，ι

b11 ((ωk0，ι )2 +R2 ( k0 ) ) ≜C (ωk0，ιτ )， ι= 1， 2。
（20）

由（20）式得

τ jk0，ι=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

arccos (C (ωk0，ι ) )+ 2jπ
ωk0，ι

， S (ωk0，ι )≥ 0， ι= 1，2， j= 0， 1， 2，⋯，

2π - arccos (C (ωk0，ι ) )+ 2jπ
ωk0，ι

， S (ωk0，ι )< 0， ι= 1，2， j= 0， 1， 2，⋯。
（21）

通过与引理 3 类似的证明方法，可得如下结论

引理5 设 λ ( τ ) = r ( τ )+ iω ( τ ) 是方程（12）在 τ= τ jk0，ι，ι= 1， 2， j= 0， 1， 2，⋯ 附近的特征根，且

满足 r ( τ jk0，ι ) = 0，ω( τ jk0，ι ) = ωk0，ι，ι= 1， 2， j= 0， 1， 2，⋯。若条件（B3）满足，则

Re ( |

|
|
||
|dλ

dτ
τ= τ jk0，1

)> 0， Re ( |

|
|
||
|dλ

dτ
τ= τ jk0，2

)< 0， j= 0， 1， 2，⋯。 （22）

由引理 1—引理 5，可得下列结论成立。

定理3 若（14）式成立，则

（i）当条件（B2）满足，τ ∈ [ 0，τ 0
k0 ) 时，系统（3）的正平衡点 E∗ 是局部渐近稳定的。

（ii）当条件（B2）满足，τ> τ 0
k0 时，系统（3）的正平衡点 E∗ 是不稳定的。当 τ= τ jk0，j= 0， 1， 2，⋯

时，系统（3）在正平衡点 E∗ 处发生 Hopf 分支，即在 τ= τ jk0 附近，系统（3）从正平衡点 E∗ 处产生周

期解。

（iii）当条件（B3）满足，且对条件（C3）中的 k0 满足 P ( k0 )R( k0 ) < Q ( k0 )+ R2 ( k0 )，则
（a）系统（3）随着 τ 的增加发生稳定性切换，且切换次数是有限的，即存在正整数 S，当

τ ∈ [ 0，τ 0
k0，1 ) ∪ ( τ 0

k0，2，τ 1
k0，1 ) ∪ ( τ 1

k0，2，τ 2
k0，1 ) ∪ ⋯ ∪( τ S- 1

k0，2 ，τ Sk0，1 ) 时 ，系 统（3）的 正 平 衡 点 E∗ 是 局 部 渐 近 稳

定的。

（b）当 τ ∈ ( τ 0
k0，1，τ 0

k0，2 )∪( τ 1
k0，1，τ 1

k0，2 )∪( τ 2
k0，1，τ 2

k0，2 )∪ ⋯ ∪( τ S- 1
k0，1 ，τ S- 1

k0，2 )∪( τ Sk0，1，∞ ) 时，系统（3）的正平衡点

E∗ 是不稳定的。当 τ= τ jk0，ι， ι= 1，2 ，j= 0， 1， 2，⋯ 时，系统（3）在正平衡点 E∗ 处发生 Hopf 分支，即

系统（3）在 E∗ 处产生周期解。

4 数值仿真 

取 a= 1.2， β= 2.1， δ1 = 8.2， δ2 = 1.6， γ= 0.048， k0 = 1， d1 = 0.002， d2 = 0.08。 经 计 算 可 知 ，

定理 3 条件成立，且 E∗ = ( 0.219 1，0.549 7 )，τ 0
1 = 1.184。

图 1 展示了当 τ ∈ [ 0，τ 0
k0 ) 时，系统（3）的时空稳态解和相应的时间序列图。从图 1（c）可以观察

到，系统（3）的稳态解趋于正平衡点 E∗。图 1 与定理 3（i）中的结论吻合，即系统（3）的正平衡点 E∗

是局部渐近稳定的。

图 2 展示了当 τ> τ 0
1 时，系统（3）的空间齐次周期解和相应的时间序列图。图 2 与定理 3（ii）中

的结论吻合，即在 τ= τ jk0 附近，系统（3）从正平衡点 E∗ 处产生周期解。从图 2（c）能够观察到，随着

τ取值的增加，系统（3）周期解的振幅不断增大。图 2 表明，毒素沉积时滞越大，系统的周期振荡的

剧烈程度越高，也就越不稳定。
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5 结论 

本文通过 Leslie-Gower 型捕食者-食饵反应扩散模型，研究了毒素沉积时滞对捕食者-食饵系

统动力学的影响规律。理论分析和数值模拟表明，时滞增大将显著降低该系统稳定性并诱发 Hopf

图1　当 τ 0
1 =1.17时，系统（3）的时空稳态解和相应的时间序列图

Fig.  1　Spatiotemporally stable solutions of system (3) and their corresponding time series when τ 0
1 =1.17

图2　当 τ> τ 0
1 时，系统（3）的空间齐次周期解和相应的时间序列图，其中（a），（b）和（c）中 τ= 1. 2；（d），（e）和（f）中 τ= 1. 3；

（g），（h）和（i）中 τ= 1. 4
Fig.  2　Spatially homogeneous periodic solutions of system (3) in time and space, along with their corresponding time series when 

τ> τ 0
1 , where τ= 1.2 in (a), (b) and (c); τ=1.3 in (d), (e) and τ=1.4 in (f), (g), (h) and (i)
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分支，揭示了毒素通过时滞效应调控种群数量周期性波动的动力学机制。基于上述发现，构建耦

合空间扩散与毒素沉积时滞的种群动力学模型具有重要的理论价值。需要指出的是，本文是将环

境毒素在食饵体内沉积并产生作用的时间段作为时滞，未来的研究工作可以同时考虑食饵和捕食

者种群的毒素沉积时滞；其次，还可以研究毒素沉积时滞所诱导的图灵斑图、螺旋波和混沌等复杂

动力学行为。
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