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任意子Su-Schrieffer-Heeger模型中的双粒子态

谢家辉，陈亚江*

（浙江理工大学 理学院 浙江省量子物态与光场调控重点实验室，浙江 杭州 310018）

摘 要：任意子介于玻色子与费米子之间，遵从奇特的分数统计，因而任意子系统具有众多有趣的物理性质。本文聚

焦一维Su-Schrieffer-Heeger （SSH） 模型的双任意子态，推导了由正交基矢展开的本征离散方程组，并由此得到了

SSH模型双任意子态的二维晶格映射关系。通过数值求解该本征离散方程组，研究双任意子态的能谱特性和边缘局

域性规律。结果表明，调节跳跃循环参数使体系趋向拓扑平庸相或者拓扑非平庸相时，双任意子态的本征能谱呈现能

级化结构，且任意子的统计参数并不改变该能级化特征。通过数值计算概率密度函数，发现在统计参数趋向赝费米子

极限时体系存在边缘束缚态。本研究为在实验上模拟SSH模型的少任意子态提供了重要的理论支持。
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Two-particle States in the Anyonic Su-Schrieffer-Heeger Model
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University, Hangzhou 310018, China)

Abstract: Anyons lie between bosons and fermions, obeying exotic fractional statistics. Thus, anyonic systems possess many intrigu‐

ing physical properties. This paper focused on the two-anyon states in the one-dimensional Su-Schrieffer-Heeger (SSH) model. The 

eigen discrete equations expanded by orthogonal basis vectors were derived. From this, the two-dimensional lattice mapping relation 

for the SSH model's two-anyon states was obtained. The eigen discrete equations were numerically solved to investigate the energy 

spectrum characteristics and edge localization rules of the two-anyon states. The results indicate that, when the hopping-loop parame‐

ter is tuned to drive the system into either the topologically trivial or nontrivial phase, the eigenenergy spectrum of the two-anyon 

states exhibits a quantized structure. The findings indicate that the statistical parameter of the anyons does not alter this segmentation 

feature. Probability density functions were numerically calculated, revealing the existence of edge-bound states in the system when 

the statistical parameter approaches the pseudo-fermion limit. This study provides important theoretical support for the experimental 

simulation of few-anyon states in the SSH model.
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0 引言 

根据传统的量子统计，三维空间的全同粒子可分为玻色子和费米子，交换两个玻色子或费米

子，波函数保持不变或产生-1 系数。然而，对存在于低维空间中的任意子，粒子交换操作使其波
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函数获得一个任意相位因子［1-4］，并表现出异于玻色子和费米子的分数统计特性。实验上，已有研

究分别在自旋系统［5］、玻色系统［6］和冷原子系统［7］中寻找任意子的方案。在一维光晶格中，可利

用拉曼辅助跃迁方法实现任意子［8］，并通过调节外部驱动场的相对相位精确控制其交换统计。此

外，还可将任意子本征态映射到电路中模拟［9］，通过设计特定的电路连接方式和元件配置调节统

计参数，实现从玻色子到赝费米子的行为转换。由于其新颖的统计性质，任意子成为凝聚态物理

的重要概念，尤其在分数量子霍尔效应［10-11］、自旋液体［12］以及拓扑量子计算领域［13-16］展现出关键

作用。

进一步地，对少体任意子系统的研究也逐步展开［17］，特别是发现双任意子态展现出丰富有趣

的物理特性。任意子系统在坐标空间的量子行走中，由于统计参数偏离玻色极限与费米极限，导

致两体关联函数呈现关于初始位置的不对称性［18-20］。针对非正交基矢引入的非物理自由度问题，

研究一维 Anyon-Hubbard 模型中双任意子时，应采用在正交 Hilbert 空间中展开双任意子态波函数

的方法［21］。该模型的双任意子态能谱结构对统计参数高度敏感：当统计参数为零时，本征值呈等

间距分布；而统计参数不为零时，则出现明显偏离［22］。另外，在无相互作用的双任意子系统中发

现一类连续谱中的束缚态，并且由电路模拟实验所验证［23-24］。

另一方面，拓扑物理体系近年受到了广泛关注，探索该体系中任意子的新奇效应具有重要的

科学意义。拓扑绝缘体具备有能隙的体态和无能隙的边缘态，其拓扑性质可由拓扑不变量表

征［25-26］。一维 Su-Schrieffer-Heeger （SSH） 模型［27］是典型的拓扑绝缘体，包含拓扑平庸相与拓扑非

平庸相。在开边界条件下，这两种相可通过是否存在零模边缘束缚态以及拓扑不变量加以区

分［28-29］，该体系的边缘态已经在基于里德堡原子的人工自旋链中被观测到［30］。此外，实验上已经

在一维光晶格中成功模拟了 SSH 模型［31］。

然而，目前尚不清楚拓扑体系中的少体任意子态存在何种新颖特性，这阻碍了对任意子统计

参数影响拓扑相变及边缘态稳定性等关键问题的理解。为此，本文聚焦一维 SSH 模型中的双任意

子态，揭示任意子统计参数和模型跳跃循环参数对 SSH 模型中双任意子态的调控规律。

1 模型与计算方法 

本文研究 SSH 模型下的双任意子态，采用开边界条件，相应的哈密顿量表示为［32］：

H=-∑
j= 1

L- 1
t [ ]1 + ( )-1 j+ 1 cos θ (a†

j aj+ 1 + a†
j+ 1aj)， （1）

其中算符 a†
j ( aj ) 表示在格点 j产生（湮灭）一个任意子，格点 j= 2k- 1 和 2k为第 k ( k= 1， 2， ⋯，L 2 )

个晶胞的 A 子格和 B 子格，L是总格点数，t [1 + ( - 1) j+ 1 cos θ ]为最近邻格点之间的跳跃系数，晶

胞内 A 子格和 B 子格之间的跳跃系数为 t (1 + cos θ )，不同晶胞子格之间的最近邻跳跃系数为

t (1 - cos θ )。 θ是跳跃循环参数［28］，θ ∈ )[0， 2π 。当 θ= 0时，SSH 模型的单粒子态处于拓扑平庸

态，且晶胞间的最近邻格点之间不存在跳跃，而晶胞内跳跃参数为 2t；当 θ= π 时，单粒子态处于拓

扑非平庸态，跳跃参数情况相反：晶胞内无跳跃，但晶胞间的最近邻格点之间跳跃参数为 2t。
任意子的产生和湮灭算符满足以下对易关系［33-34］：

ama†
n = e-iχπϵ ( )m- n a†

n am+ δmn，
aman= eiχπϵ ( )m- n anam，

（2）

其中任意子统计参数 χ ∈ [0， 1]，符号函数 ϵ (x) 取值 1、0 或-1，分别对应 x为正、零或负的情况。

当统计参数 χ= 0 时，任意子的行为与玻色子相同。当 χ增加至 1 时，任意子过渡到赝费米子极限，

即两个不同格点的湮灭算符满足反对易关系，而相同格点的两湮灭算符对易。

由于哈密顿量算符 H与总粒子数算符 N对易，[H，N ]= 0，即体系中总粒子数守恒，可将系统
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的空间限制于双粒子希尔伯特空间。利用 Fock 态构造系统的希尔伯特空间，考虑其中一个粒子位

于格点 m处，另一个粒子位于格点 n处（m， n= 1， 2，⋯，L），相应的基矢表示为 a†
m a†

n 0 ［22］，其中 0
表示真空态，本征态展开为：

ψ =∑
m，n

1
2
cmna†

m a†
n 0 ， （3）

其中 cmn 为双任意子态占据 m格点和 n格点的概率幅。将式（1）和（3）代入定态薛定谔方程H ψ =
E ψ ，可以得到关于 cmn 的本征方程：

Ecmn=-t{eiχπ [ ]δmn+ δm ( )n- 1 [ ]1 + ( )-1 n cos θ cm ( )n- 1 +

e-iχπ [ ]δmn+ δm ( )n+ 1 [ ]1 + ( )-1 n+ 1 cos θ cm ( )n+ 1 +

[ ]1 + ( )-1 m cos θ c( )m- 1 n }+[ ]1 + ( )-1 m+ 1 cos θ c( )m+ 1 n 。
（4）

根 据 双 任 意 子 产 生 和 湮 灭 算 符 的 对 易 关 系 式（2），概 率 幅 cmn 和 cnm 之 间 需 满 足

cmn = cnmeiχπϵ ( )n- m 。由此可知 Fock 态 a†
m a†

n 0 与 a†
n a†

m 0 是线性相关的，其内积不为零，不具备正交

性，无法共同作为正交归一的基矢。

另一种波函数的正交展开基矢选择是对格点编号 m和 n有一定限制的 Fock 态，即 m必须大于

或等于 n (m≥ n)，对应双任意子态正交归一基矢表示为
1

1 + δmn
a†
m a†

n 0 (m≥ n)［19］，本征态由其

展开为：

ψ = ∑
m≥ n

1
1 + δmn

c′mna†
m a†

n 0 ， （5）

这里 c′mn 为双任意子占据 m 格点和 n 格点的概率幅。将式（1）和式（5）代入定态薛定谔方程

H |ψ = E |ψ ，得到关于 c′mn 的本征方程：

Ec′mn=-t{ 1 + δmn eiχπδmn[ ]1 + ( )-1 n cos θ c′m ( )n- 1 +

 (1 - δmn) 1 + δm ( )n+ 1 e-iχπδm ( )n+ 1 [1 + ( - 1) n+ 1 cos θ ] c′m ( )n+ 1 +

(1 - δmn) 1 + δ( )m- 1 n [1 + ( - 1) m cos θ ] c′( )m- 1 n+

}1 + δmn [ ]1 + ( )-1 m+ 1 cos θ c′( )m+ 1 n 。

（6）

目前大多数理论文献所采用的是非正交方案，该方案的优点是直观，而且能得到对称的展开

系数数值矩阵。但是，由于基矢的非正交性（即基矢是线性相关的），所得到的系数矩阵具有非物

理的冗余自由度，所得到的解并不一定是物理的，即不一定满足任意子的统计要求。对于正交基

矢方案，所得的解都是严格符合任意子的统计要求。因此，本文采用严谨的正交基矢方案。

依据方程 （4） 和 （6） ，将一维 SSH 模型双任意子态行为映射到二维晶格的单粒子系统，如图

1 所示。在该映射关系中，一维双任意子模型中位于格点 m和格点 n的波函数概率幅可映射为单

个粒子占据二维晶格 (m， n)的概率幅。具体而言，一维模型中一个粒子从格点 n跳跃到 n+ 1 而另

一个粒子在m格点保持不变，等效于二维模型中单粒子从格点 (m， n)跃迁到 (m， n+ 1)。
图 1 （a） 为一维 SSH 模型双任意子态的二维晶格映射图，非正交基矢的希尔伯特空间映射为整

个二维正方形晶格（图中为蓝色覆盖区域），由于格点编号限制 (m≥ n)，正交基矢的希尔伯特空间

映射仅包含二维正方形晶格的左下三角形区域（图中为绿色覆盖区域）。根据格点 j= 2k- 1 和 2k
为第 k个晶胞的 A 子格和 B 子格，所以图中空心圆表示两个任意子位于 A 子格，实心圆表示两个任

意子位于 B 子格，混合圆表示一个任意子位于 A 子格，另一个任意子位于 B 子格。图中的线条样式
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表示跳跃系数，实线表示胞内跳跃系数 t (1 + cos θ )，虚线表示胞间跳跃系数 t (1 - cos θ )。在该映射

下，跳跃仅发生在最近邻格点之间，即单粒子只能从格点 (m，n)跃迁至最近邻格点 (m，n± 1)或 (m±
1，n)。图中箭头表示包含统计因子的相互跳跃，绿色实心/空心箭头为 t (1 + cos θ ) e±iχπ，而蓝色实

心/空心箭头为 t (1 - cos θ ) e±iχπ。从图 1（a）中可知，在非正交基矢的映射方案中，对角格点与水平方

向相邻格点之间的跳跃因子中包含统计参数，而在正交基矢的希尔伯特空间中，仅在格点 (m，m )与
(m，m- 1)之间的跳跃因子包含统计参数。图 1（b）表示非正交基矢的希尔伯特空间，两个任意子的

希尔伯特空间张成了一个二维的格点网格，空间维度为 L2，而正交基矢的希尔伯特空间维度为

L ( )L+ 1 2，相比于非正交基矢情况减少了非物理部分的空间维度 L ( )L- 1 2，见图 1（c）。

2 数值结果分析和讨论 

为探究双任意子态在一维 SSH 模型中的行为特性，着重分析系统的本征值及本征态特性。为

了摒弃非物理自由度，采用正交基矢展开的本征方程式（6）进行计算和分析。在计算中，取格点数

L= 40，各能量物理量以 t为单位（即取 t= 1）。系统能谱如图 2 所示，图 2（a）和图 2（b）为统计参

数 χ= 0.5，跳跃循环参数 θ= 0.2π 和 θ= 0.8π 时，本征态能量随量子数 v的依赖情况。其中，v表示

能级按照本征能量 Ev 由低到高排序后的能级索引，用以标识各个本征能级。此外，图 2（c）—图 2
（f）给出了典型能谱随统计参数 χ的变化关系。从图 2（a）和图 2（b）可知，系统的能谱呈现能级化

结构。在 θ= 0.2π 下，能量区间 Ev ∈ [3.5， 3.6]与零能附近区间 Ev ∈ [ - 0.1， 0.1]随统计参数 χ的变

化，如图 2（c）和图 2（d）所示。统计参数 χ从 0 到 1 连续变化的过程中，能谱整体呈现出细微的数

值波动，但零能不依赖于统计参数。当 θ增加至 0.8π 时，如图 2（b）所示，能谱仍呈现能级化结构，

但具体情况发生显著变化：不仅能谱间隙缩小，而且在原能隙内所在的（e）区域出新的能级。这些

新增能级不显著依赖统计参数。

为进一步理解各本征能量所对应的物理态特性，本文分析了任意子在空间格点上的分布情

注：图中的黑/白圆形格点对应着一维SSH链的A/B格点。连接格点的实线代表跳跃系数 t (1 + cos θ )，而虚线为t ( )1 - cos θ 。

对角线附近的箭头代表含统计参数χ的跳跃因子：绿色实心箭头为t (1 + cos θ ) e+iχπ，绿色空心箭头为t (1 + cos θ ) e-iχπ；蓝色实心和空

心箭头分别为t (1 - cos θ ) e+iχπ和t (1 - cos θ ) e-iχπ。

Note:The black/white circular lattice sites correspond to the A/B sites of the one-dimensional SSH chain.  The solid lines connecting 

the sites represent the hopping coefficients t (1 + cos θ ), while the dashed lines represent t ( )1 - cos θ .  The arrows  near the diagonals 

represent hopping factors containing the statistical parameter χ: green solid arrows denote t ( )1 + cos θ e+iχπ, and green hollow arrows 

denote t ( )1 + cos θ e-iχπ; blue solid and hollow arrows represent t ( )1 - cos θ e+iχπ and t ( )1 - cos θ e-iχπ, respectively.

图1　一维SSH模型中的双任意子态的二维晶格映射图（a），以及非正交基组和正交基组所对应的展开系数集合（b， c）
Fig.  1　Two-dimensional lattice mapping diagram of the double anyon states in the one-dimensional SSH model (a).  Sets of expan‐

sion coefficients corresponding to the non-orthogonal basis and orthogonal basis (b, c)
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况。通过计算概率密度函数 P ( j )，可得到格点 j处的粒子密度分布，其表达式为：

P ( j )= 1
2 ψ || nj ψ = 1

2 ∑
m≤ j

|| c′jm
2 + 1

2 ∑
m≥ j

|| c′mj
2
， （7）

其中 nj = aj †aj 表示粒子数算符，因子 1 2 确保了 P ( j ) 的归一性。为了研究边缘处的粒子分布情

况，定义边缘概率密度 Pend：

Pend =P ( j= 1)+P ( j=L)， （8）
表示任意子在链两端的概率密度总和。当 Pend 趋于 0 时，表示在边缘处没有任意子分布，当其接近

于 1 时，表示两个任意子均局域于链的边缘处。为了研究统计参数对系统边缘局域性的影响，本

文选取统计参数 χ= 0、0.5、1 三种典型情况，计算边缘概率密度 Pend 随跳跃循环参数 θ的变化关系。

此外，以 χ= 1 的双任意子体系为例，展示不同 Pend 值所对应的粒子在格点上的分布特征。相应结

果如图 3 所示，图中横轴为跳跃循环参数 θ，纵轴为本征能量 Ev，色标为各本征态的边缘概率密度

Pend 数值。

图 3（a）—图 3（c）结果表明，不同统计参数 χ下，边缘概率密度在 θ ∈ (0.5 π， 1.5 π)范围内呈现

出整体相似的分布特征。在此 θ范围内，零能态（Ev = 0）对应的 Pend 数值接近于 1，结合图 3（d）中

的（Ⅰ）图分析可知 P ( j= 1) = 0.95，两个粒子均局域在链的边缘处，形成典型的边缘束缚态。并

且无论在玻色子（χ= 0）、任意子（χ= 0.5）或赝费米子（χ= 1）情况下，零能态对应的格点分布特

征不发生变化，表明统计参数对拓扑边缘束缚态的影响较小。当 Pend 数值约为 0.5（如图中绿色区

域所示），参考图 3（d）中的（Ⅱ）图可知，系统表现为一个任意子局域在边缘，另一个粒子则随机分

布于整条链。Pend 数值趋向于 0（如图中蓝色区域所示），系统处于体态，边缘处几乎无粒子分布。

然而，在 θ ∈ (0.5 π， 1.5 π) 范围之外，边缘概率密度 Pend 会随统计参数的改变而发生变化。例

如，对比图 3（a）—图 3（c）中靠近零能的中间区域，Pend 在统计参数 χ= 0.5 时相较于其他两种情况

数值偏高。此外，在赝费米子极限下，对应的 P ( j ) 分布如图 3（d）（IV）所示，系统存在粒子局域在

链两端的边缘束缚态。图 3（d）（IV）图的跳跃循环参数 θ= 1.71 π，处于拓扑平庸相，但通常情况

下拓扑平庸相中并不存在边缘束缚态。对照统计参数分别为 0 和 0.5 的图 3（a）和图 3（b），发现在

图2　χ= 0.5时双任意子态本征能谱Ev

（a） θ= 0.2π，（b） θ= 0.8π；（c—f） 典型的局部能谱随统计参数χ的变化关系，各自对应于 （a） 和 （b） 中的红色框。

Fig.  2　Eigenenergy spectrum Ev of two-anyon states at χ= 0.5
 (a) θ= 0.2π, (b) θ= 0.8π, (c-f) typical local energy spectra as functions of χ corresponding to the regions of  red squares in panels 

(a) and (b).

θ=0.2π

θ=0.8π
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θ= 1.71 π， Ev =-3.23 时系统并未显示出边缘束缚态，直到统计参数为 1 时才表现出边缘束缚特

性，这种行为表明该效应是由统计效应诱导的。

3 结论 

本文基于开边界条件下的一维 SSH 模型，研究双任意子态的边缘局域性规律及其能谱特性，

重点分析两者与任意子的统计参数和跳跃循环参数之间的依赖关系，分别推导了非正交基矢和正

交基矢展开波函数对应的本征方程，得到一维 SSH 模型双粒子态的二维晶格映射关系。研究结果

表明，双任意子态的本征能谱在跳跃循环参数 θ趋向 0（拓扑平庸相）或者 π（拓扑相）时呈现能级

化结构，且任意子的统计参数并不改变能谱的能级化特征。此外，双任意子态的本征能量随着统

计参数的改变而发生数值波动。通过数值计算粒子概率密度函数，发现跳跃循环参数 θ在一定范

围内粒子概率密度函数分布在不同统计参数下保持一致。但在此范围外，统计参数显著改变其分

布特征，在统计参数趋向赝费米子极限时系统存在边缘束缚态。该结论为深入理解任意子统计参

数对边缘态的调控作用提供了新视角。
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