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一类二阶非线性微分系统正解的存在性及多解性

程虎文
(西北师范大学数学与统计学院,甘肃 兰州730070)

摘要:[目的]考察二阶非线性微分系统

u″+θh1(t)f(t,u,v,u',v')=0,t∈(0,1),

v″+μh2(t)ɡ(t,u,v,u',v')=0,t∈(0,1),

u(0)=u(1)=v(0)=v(1)=0 正解的存在性和多解性,其中θ,

μ为正参数,f,ɡ:[0,1]×[0,∞)2×RR2→[0,∞)是连续函数.[方法]主要结果的证明基于锥上的不动点定理.[结果]
当f,ɡ满足适当条件时,存在正数λ1,λ2,若θ,μ≥λ1或θ,μ≤λ2,则该问题有两个解.[结论]当微分系统中的非线性项

包含增长不受限制的一阶导数项时,可以通过构造特殊的锥从而获得正解的存在性和多解性.
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Existenceandmultiplicityofpositivesolutionsforaclassof
second-ordernonlineardifferentialsystems

CHENGHuwen
(CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:[Objective]Inthisstudy,weconsidertheexistenceandthemultiplicityofpositivesolutionsforsecond-ordernonlinear

systemsgivenas
u″+θh1(t)f(t,u,v,u',v')=0,t∈(0,1),

v″+μh2(t)ɡ(t,u,v,u',v')=0,t∈(0,1),

u(0)=u(1)=v(0)=v(1)=0 whereθandμdenotepositiveparameters;f,ɡ:[0,1]×[0,∞)2×

RR2→[0,∞)denotecontinuousfunctions.[Methods]Theproofisbasedonthefixedpointtheoremoncones.[Results]Whenfandɡ
satisfysuitableconditions,positivenumbersλ1andλ2exist.Ifθ,μ≥λ1orθ,μ≤λ2,thentheproblemsecurestwosolutions.
[Conclusion]Whenthenonlinearterminthedifferentialsystemcontainsafirst-orderderivativetermwithunrestrictedgrowth,the
existenceandthemultiplicityofpositivesolutionscanbeobtainedbyconstructingaspecialcone.
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  近年来,二阶非线性微分系统正解的存在性和多

解性引起众多学者的广泛关注[1-10].特别地,Cheng
等[1]考虑了如下带参数的二阶非线性微分系统

u″(t)+λɡ1(t)f1(u(t),v(t))=0,t∈(0,1),
v″(t)+μɡ2(t)f2(u(t),v(t))=0,t∈(0,1),
u(0)=u(1)=v(0)=v(1)=0 (1)

正解的存在性和多解性,其中,λ,μ∈RR+,ɡi∈C([0,
1],RR+),fi∈(RR+×RR+,RR+

0)(i=1,2),RR+= [0,

+∞),RR+
0=(0,+∞).利用拓扑度方法获得主要结

果是引理1.
引理1 假设

(H1) ɡi(t)(i=1,2)在区间[0,1]上不等于0;
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(H2) f1(u,v1)≤f1(u,v2),v1≤v2和f2(u1,
v)≤f2(u2,v),u1≤u2;

(H3) liminf
u→∞

f1(u,0)
u =∞,liminf

v→∞

f2(0,v)
v =∞

成立,则存在λ*,μ* ∈RR+
0 和一条连接(λ*,0)和(0,

μ*)的简单曲线Γ0.
Γ0\{(λ*,0),(0,μ*)}⊂RR+

0×RR+
0将RR+

0×RR+
0分

成两个互不相交的子集 1,2.当(λ,μ)∈ 1 时,问
题(1)有两个解,当(λ,μ)∈Γ0时,问题(1)有一个解,
当(λ,μ)∈ 2时,问题(1)无解.

值得注意的是,问题(1)中非线性项不含导数项,
当非线性项含导数项时,会出现许多实质性的困难.
一般通过Nagumo条件限制非线性项,获得相应问题

可能解的先验解,进而根据Leray-Schauder不动点定

理得到正解的存在性,见文献[9-14].特别地,De
Figueiredo等[9]运用锥上不动点定理研究了非线性项

带有导数项的二阶常微分系统

-u″=f(t,u,v,u',v'),t∈(0,1),
-v″=ɡ(t,u,v,u',v'),t∈(0,1),
u(0)=u(1)=v(0)=v(1)=0 (2)

正解的存在性.该文获得主要结果引理2.
引理2 若下列条件成立:

(C1)liminf
u+v→+∞

f(t,u,v,ψ,η)+ɡ(t,u,v,ψ,η)
u+v ≥

μ>k0,对(t,ψ,η)∈[0,1]×RR2一致成立;

(C2)limsup
u+v→0

f(t,u,v,ψ,η)+ɡ(t,u,v,ψ,η)
u+v ≤

ν<85
,对(t,ψ,η)∈[0,1]×RR2一致成立;

(C3)f(t,u,v,ψ,η)≤A1+B1ψ2,ɡ(t,u,v,ψ,η)≤
A2+B2η2;

(C4)limsup
|ψ|+|η|→+∞

f(t,u,v,ψ,η)+ɡ(t,u,v,ψ,η)
|ψ|+|η| =

0,对(t,u,v)∈[0,1]×[0,∞)2一致成立.
则问题(2)有一个正解.

该文所研究的系统中,非线性项虽然包含一阶导

数项,但非线性项需满足很强的增长限制(C3),并且

该工作没有考虑系统(2)正解的多解性,那么一个自

然的问题是,当一阶导数项增长不受限制时,相应的

含参微分系统正解的存在性及多解性结果如何,本文

将给出一个肯定的回答.运用锥上拉伸与压缩不动点

定理考察含参系统

u″+θh1(t)f(t,u,v,u',v')=0,t∈(0,1),
v″+μh2(t)ɡ(t,u,v,u',v')=0,t∈(0,1),
u(0)=u(1)=v(0)=v(1)=0 (3)

正解的存在性和多解性.
本文总假设:
(A1)θ,μ>0为正参数;
(A2)h1,h2:[0,1]→[0,+∞)为连续函数且在

[0,1]的任意子区间不为零;
(A3)f,ɡ:[0,1]×[0,+∞)2×RR2→[0,+∞)

为连续函数.
记

f0= lim
(u+v)→0

f(t,u,v,φ,ψ)
u+v

,

ɡ0= lim
(u+v)→0

g(t,u,v,φ,ψ)
u+v

,

f∞ = lim
(u+v)→∞

f(t,u,v,φ,ψ)
u+v

,

ɡ∞ = lim
(u+v)→∞

g(t,u,v,φ,ψ)
u+v .

本文的主要结果如下:
定理1 假设(A1),(A2),(A3)成立.对任意θ>

0,μ>0,若满足下列条件之一:
(i)f0=ɡ0=0,且f∞ =∞或ɡ∞ =∞;
(ii)f∞ =ɡ∞ =0,且f0=∞或ɡ0=∞,

则系统(3)至少有一个正解.
定理2 假设(A1),(A2),(A3)成立.
(i)f0=ɡ0=f∞ =ɡ∞ =0,则存在正数λ1,当θ,

μ≥λ1,使得系统(3)至少有两个正解;
(ii)f0=∞或ɡ0=∞,且f∞ =∞或ɡ∞ =∞,

则存在正数λ2,当θ,μ≤λ2,使得系统(3)至少有两个

正解.

1 预备知识

系统(3)的等价积分形式为:

u(t)=θ∫
1

0
k(t,s)h1(s)f(s,u(s),v(s),u'(s),

 v'(s))ds,

v(t)=μ∫
1

0
k(t,s)h2(s)g(s,u(s),v(s),u'(s),

 v'(s))ds,
其中k(t,s)是格林函数,

k(t,s)=
t(1-s),0≤t≤s≤1,
s(1-t),0≤s≤t≤1. 

通过计算得:
k(t,s)≤k(s,s)=s(1-s),0≤t,s≤1,

k(t,s)≥s(1-s)
4

,1
4≤t≤

3
4
,0≤s≤1.

定义算子 :X→X为

·263·
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(u,v)(t)=( (u,v)(t),(u,v)(t)),t∈[0,1],
其中

(u,v)(t)=θ∫
1

0
k(t,s)h1(s)f(s,u(s),v(s),

 u'(s),v'(s))ds,

(u,v)(t)=μ∫
1

0
k(t,s)h2(s)g(s,u(s),v(s),

 u'(s),v'(s))ds.
则可看到算子 的不动点恰是系统(3)的解.

令X=C1ω[0,1],具体定义如下

C1ω[0,1]={(u,v)∈C([0,1]2),u,v在[0,1]上
连续可微,且sup

t∈[0,1]
ω(t)|u'+v'|<+∞},在其范数

‖(u,v)‖ max{‖(u,v)‖∞,‖(u',v')‖ω}定义下

为Banach空间.记
‖(u,v)‖∞ =‖u‖∞+‖v‖∞,‖u‖∞

 max
t∈[0,1]

|u(t)|,

‖(u',v')‖ω =‖u'‖ω+‖v'‖ω,‖u'‖ω

 sup
t∈[0,1]

ω(t)|u'|,ω(t)=t(1-t).
定义

K  (u,v)∈X:u,v≥0,min
1/4≤t≤3/4

(u(t)+

 v(t))≥14‖
(u,v)‖∞,‖(u,v)‖∞ ≥

 ‖(u',v')‖ω 
是X中的一个锥.

引理3[15] 假设X是一个Banach空间,K⊂X
是一个锥.设Ω1,Ω2为X 中的有界开子集,且令 :

K∩(Ω
-
2\Ω1)→K 为全连续算子,若下列条件之一成

立,则算子 有一个不动点u∈K∩(Ω
-
2\Ω1):

(i)∀u∈K∩∂Ω1,‖ u‖ ≤ ‖u‖,且 ∀u∈
K∩∂Ω2,‖ u‖≥‖u‖;

(ii)∀u∈K∩∂Ω1,‖ u‖≥‖u‖,且∀u∈
K∩∂Ω2,‖ u‖≤‖u‖.

引理4 :X→X为全连续算子且 (K)⊂K.
证明 由k(t,s)和f的连续性可知, 是连续算

子.下证 :X→X是紧算子.
设S⊂X为有界集,则存在正数B,使得对任意

的(u,v)∈S有‖(u,v)‖≤B.由f的连续性知,对
(t,u,v,u',v')∈[0,1]×[-B,B]2×RR2,存在M>
0,使得f(s,u(s),v(s),u'(s),v'(s))≤M.则有

‖ (u,v)(t)‖∞ ≤M∫
1

0
k(s,s)h1(s)ds,

t(1-t)| (u,v)'(t)|=θ -t(1-t)

 ∫
t

0
sh1(s)f(s,u(s),v(s),u'(s),v'(s))ds+

 t(1-t)∫
1

t
(1-s)h1(s)f(s,u(s),v(s),u'(s),

 v'(s))ds ≤θ t(1-t)∫
t

0
sh1(s)f(s,u(s),

 v(s),u'(s),v'(s))ds+t(1-t)∫
1

t
(1-

 s)h1(s)f(s,u(s),v(s),u'(s),v'(s))ds ≤
 θ (1-t)∫

t

0
sh1(s)f(s,u(s),v(s),u'(s),

 v'(s))ds+t∫
1

t
(1-s)h1(s)f(s,u(s),v(s),

 u'(s),v'(s))ds = (u,v)(t)≤

 ‖ (u,v)‖∞.
因此,‖ (u,v)'(t)‖ω≤ ‖ (u,v)‖∞, (S)一

致有界.对任意t1,t2∈[0,1](t1<t2)有
| (u,v)(t1)- (u,v)(t2)|≤

 θM∫
1

0
k(t1,s)h1(s)ds-∫

1

0
k(t2,s)h1(s)ds ≤

 θM∫
t1

0
s(1-t1)h1(s)ds+∫

1

t1
t1(1-s)h1(s)ds-

 ∫
t2

0
s(1-t2)h1(s)ds-∫

1

t2
t2(1-s)h1(s)ds ≤

 M|t1-t2|,
| (u,v)'(t3)- (u,v)'(t4)|≤

 θM -∫
t3

0
sh1(s)ds+∫

1

t3
(1-s)h1(s)ds+

 ∫
t4

0
sh1(s)ds-∫

1

t4
(1-s)h1(s)ds ≤

 M|t3-t4|.
对∀􀆠>0,存在δ1,δ2>0,δ=min{δ1,δ2},当|t1-
t2|<δ,|t3-t4|<δ时有

| (u,v)(t1)- (u,v)(t2)|<􀆠,
| (u,v)'(t3)- '(u,v)(t4)|<􀆠.

这表明 (S)是等度连续集.由Arzéla-Ascoli定理,
:X→X为全连续算子.同理 :X→X为全连续算

子,故 :X→X为全连续算子.
证明保锥性: (K)⊂K.

min
1/4≤t≤3/4

(u,v)(t)≥θ
4∫

1

0
k(s,s)h1(s)f(s,u(s),

 v(s),u'(s),v'(s))ds≥14‖
(u,v)‖∞.

同理

min
1/4≤t≤3/4

(u,v)(t)≥14‖
(u,v)‖∞.

因此

·363·
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min
1/4≤t≤3/4

( (u,v)(t)+ (u,v)(t))≥
 min
1/4≤t≤3/4

(u,v)(t)+ min
1/4≤t≤3/4

(u,v)(t)≥

 14
(‖ (u,v)‖∞+‖ (u,v)‖∞).

由上述证明得

‖ (u,v)‖∞ ≥‖ (u,v)'‖ω+
 ‖ (u,v)'‖ω.

从而 (K)⊂K.

2 主要结果的证明

2.1 定理1的证明

证明 (i)f0=ɡ0=0,则对∀􀆠>0,存在H1>
0,0<u+v≤H1,使得

f(t,u,v,u',v')≤􀆠(u+v),
ɡ(t,u,v,u',v')≤􀆠(u+v),

其中􀆠满足

2􀆠θ∫
1

0
k(s,s)h1(s)ds≤1,2􀆠μ∫

1

0
k(s,s)h2(s)ds≤1.

令

Ω1={(u,v):(u,v)∈X,‖(u,v)‖<H1}.
若(u,v)∈K∩∂Ω1,则

(u,v)(t)+ (u,v)(t)≤θ∫
1

0
k(s,s)h1(s)f(s,

 u(s),v(s),u'(s),v'(s))ds+

 μ∫
1

0
k(s,s)h2(s)ɡ(s,u(s),v(s),u'(s),v'(s))ds≤

 􀆠θ∫
1

0
k(s,s)h1(s)(u(s)+v(s))ds+

 􀆠μ∫
1

0
k(s,s)h2(s)(u(s)+v(s))ds≤􀆠θ(‖u‖∞+

 ‖v‖∞)∫
1

0
k(s,s)h1(s)ds+􀆠μ(‖u‖∞+

 ‖v‖∞)∫
1

0
k(s,s)h2(s)ds≤ ‖

(u,v)‖∞

2 +

 ‖
(u,v)‖∞

2 ≤‖(u,v)‖∞.

因此

‖ (u,v)‖=‖ (u,v)‖+‖ (u,v)‖≤
 ‖(u,v)‖,(u,v)∈K∩∂Ω1.
由f∞ =∞,则对∀η>0,存在H

∧

>0,u+v≥
H
∧

,使得

f(t,u,v,u',v')≥η(u+v),
其中η满足

ηθ
4∫

3
4

1
4
k 1
2
,s  h1(s)ds≥1.

令H2=max{2H1,4H
∧

}和
Ω2={(u,v):(u,v)∈X,‖(u,v)‖<H2}.

若(u,v)∈K∩∂Ω2,则

min
1/4≤t≤3/4

(u(t)+v(t))≥14
(‖u‖∞+‖v‖∞)≥

 H
∧

,

(u,v)12  =θ∫
1

0
k 1
2
,s  h1(s)f(s,u(s),v(s),

 u'(s),v'(s))ds≥θ∫
3
4

1
4
k 1
2
,s  h1(s)f(s,u(s),

 v(s),u'(s),v'(s))ds≥

 ηθ∫
3
4

1
4
k 1
2
,s  h1(s)(u(s)+v(s))ds≥

 ηθ
4
(‖u‖∞+‖v‖∞)∫

3
4

1
4
k 1
2
,s  h1(s)ds≥

 ‖(u,v)‖.
故

‖ (u,v)‖≥ (u,v)12  ≥‖(u,v)‖,
 (u,v)∈K∩∂Ω2.

当ɡ∞ =∞时上式也成立.由引理3可知, 有不动点
(u,v)∈K∩(Ω

-
2\Ω1),使得H1≤‖(u,v)‖≤H2.

(ii)f0 = ∞,则对 ∀η
∧

>0,存在H1>0,0<
u+v≤H1,使得

f(t,u,v,u',v')≥η
∧(u+v),

其中η
∧

满足

η
∧

θ
4∫

3
4

1
4
k 1
2
,s  h1(s)ds≥1.

令

Ω1={(u,v):(u,v)∈X,‖(u,v)‖<H1}.
若(u,v)∈K∩∂Ω1,则

(u,v)12  =θ∫
1

0
k 1
2
,s  h1(s)f(s,u(s),v(s),

 u'(s),v'(s))ds≥θ∫
3
4

1
4
k 1
2
,s  h1(s)f(s,u(s),

 v(s),u'(s),v'(s))ds≥

 η
∧

θ∫
3
4

1
4
k 1
2
,s  h1(s)(u(s)+v(s))ds≥

 η
∧

θ
4
(‖u‖∞+‖v‖∞)∫

3
4

1
4
k 1
2
,s  h1(s)ds≥

 ‖(u,v)‖.
进而

‖ (u,v)‖≥ (u,v)12  ≥‖(u,v)‖,
 (u,v)∈K∩∂Ω1.

当ɡ0=∞时上式也成立.
令 f*(t)= max

0≤u+v≤t
f(t,u,v,u',v'),ɡ*(t)=

max
0≤u+v≤t

ɡ(t,u,v,u',v').注意到f*(t),ɡ*(t)是非减函

数.此外,由f∞ =ɡ∞ =0,可得

lim
t→∞

f*(t)
t =0,lim

t→∞
g*(t)

t =0.
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因此,对∀􀆠>0,存在H2>2H1,t≥H2,使得f*(t)≤
􀆠t,ɡ*(t)≤􀆠t,其中􀆠满足

2􀆠θ∫
1

0
k(s,s)h1(s)ds≤1,2􀆠μ∫

1

0
k(s,s)h2(s)ds≤1.

令

Ω2={(u,v):(u,v)∈X,‖(u,v)‖<H2}.
若(u,v)∈K∩∂Ω2,则

(u,v)(t)+ (u,v)(t)≤θ∫
1

0
k(s,s)h1(s)f(s,

 u(s),v(s),u'(s),v'(s))ds+

 μ∫
1

0
k(s,s)h2(s)ɡ(s,u(s),v(s),u'(s),v'(s))ds≤

 θ∫
1

0
k(s,s)h1(s)f*(H2)ds+

 μ∫
1

0
k(s,s)h2(s)g*(H2)ds≤

 􀆠θH2∫
1

0
k(s,s)h1(s)ds+􀆠μH2∫

1

0
k(s,s)h2(s)ds≤

 H2

2 +H2

2 =H2=‖(u,v)‖∞.

故

‖ (u,v)‖≤‖(u,v)‖,(u,v)∈K∩∂Ω2.
由引理3可得系统(3)正解的存在性.

2.2 定理2的证明

证明 构造集合Ω3⊂Ω4,使得Ω1⊂Ω3⊂Ω4⊂
Ω2,其中Ω1,Ω2由定理1获得.

(i)对(u,v)∈K 且‖(u,v)‖=q,令
m(q)=min{c1,c2},

其中

c1=∫
3
4

1
4
k 1
2
,s  h1(s)f(s,u(s),v(s),u'(s),

 v'(s))ds,

c2=∫
3
4

1
4
k 1
2
,s  h2(s)ɡ(s,u(s),v(s),u'(s),

 v'(s))ds.
由假设(A1),(A2),(A3)可得q>0,使得m(q)>0.

选择0<H3<H4,令λ1=max{H3/(2m(H3)),
H4/(2m(H4))}和

Ωi ={(u,v):(u,v)∈X,‖(u,v)‖<Hi},
 (i=3,4).

则θ,μ≥λ1且(u,v)∈K∩∂Ωi(i=3,4),有

(u,v)12  ≥θ∫
3
4

1
4
k 1
2
,s  h1(s)f(s,u(s),v(s),

 u'(s),v'(s))ds≥λ1m(Hi)≥Hi

2
,(i=3,4),

和

(u,v)12  ≥Hi/2,(i=3,4),

可得

‖ (u,v)‖≥Hi =‖(u,v)‖,(u,v)∈
 K∩∂Ωi(i=3,4).

由于f0=ɡ0=0和f∞ =ɡ∞ =0,由引理3的(i)和
(ii),选择H1<H3/2和H2>2H4,使得

‖ (u,v)‖≤‖(u,v)‖,(u,v)∈
 K∩∂Ωi(i=1,2).

其中

Ωi ={(u,v):(u,v)∈X,‖(u,v)‖<Hi},
 (i=1,2).
在区域Ω1,Ω3 和Ω4,Ω2 应用引理3可得系统(3)

的正解(u1,v1),H1≤‖(u1,v1)‖≤H3和正解(u2,
v2),H4≤‖(u2,v2)‖≤H2.

(ii)对(u,v)∈K 且‖(u,v)‖=q,令
M(q)=max{C1,C2},

其中:

C1=∫
1

0
k(s,s)h1(s)f(s,u(s),v(s),u'(s),

 v'(s))ds,

C2=∫
1

0
k(s,s)h2(s)ɡ(s,u(s),v(s),u'(s),

 v'(s))ds.
由假设(A1),(A2),(A3)可得q>0,使得M(q)

>0.
选择0<H3<H4,令λ2=min{H3/(2M(H3)),

H4/(2M(H4))}和
Ωi ={(u,v):(u,v)∈X,‖(u,v)‖<Hi},
 (i=3,4).

则θ,μ≤λ2且(u,v)∈K∩∂Ωi(i=3,4),有

(u,v)(t)≤θM(Hi)≤λ2M(Hi)≤Hi

2
,

 (i=3,4),
和

(u,v)(t)≤λ2M(Hi)≤Hi

2
,(i=3,4),

可得

‖ (u,v)‖≤Hi =‖(u,v)‖,(u,v)∈
 K∩∂Ωi(i=3,4).

由于f0=∞或ɡ0=∞和f∞ =∞或ɡ∞ =∞,由引
理3的(ii)和(i),选择H1<H3/2和H2>2H4,使得

‖ (u,v)‖≥‖(u,v)‖,(u,v)∈
 K∩∂Ωi(i=1,2),

其中

Ωi ={(u,v):(u,v)∈X,‖(u,v)‖<Hi},
 (i=1,2).
在区域Ω1,Ω3 和Ω4,Ω2 应用引理3可得系统(3)

的正解(u1,v1),H1≤‖(u1,v1)‖≤H3和正解(u2,
v2),H4≤‖(u2,v2)‖≤H2.
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4 结 语

Clipperton等[5]证明了对任意最大度至少为3的

毛毛虫树T,有2Δ+1≤λ3,2,1(T)≤2Δ+2.且当T 中

任意4个连续的脊椎点至多包含两个Δ-点时,有
λ3,2,1(T)=2Δ+1.我们发现这个结果后半部分的刻画

是错误的.本文纠正了这一错误,并完全确定了最大

度为3的毛毛虫树的L(3,2,1)标号数.
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