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基于加权移位Grünwald-Letnikov公式的时间分数阶
抛物型积分微分方程的紧差分方法

陈 奥,陈雪娟*,朱小娟
(集美大学理学院,福建 厦门361021)

摘要:[目的]时间分数阶抛物型积分微分方程可用来描述具有记忆和遗传特性的复杂动态系统,其含有时间分数阶

Riemann-Liouville(R-L)积分项,与传统的抛物型方程有所不同.本文提出了一种有效求解时间分数阶抛物型积分微分

方程的紧差分法.[方法]时间方向上对时间分数阶R-L积分项利用二阶加权移位的Grünwald-Letnikov(SWGL)公式

逼近,并结合Crank-Nicolson(C-N)格式进行离散,空间方向上采用紧差分方法进行离散,从而得到基于SWGL公式的

全离散数值格式,并使用能量方法证明了该数值格式的无条件稳定性和收敛性.[结果]该数值解法在时间方向上具有

二阶精度,在空间方向上具有四阶精度.最后借助数值算例验证了方法的可行性和有效性.[结论]本文基于SWGL公

式建立的时间分数阶抛物型积分微分方程的紧差分格式,为求解工程领域中含有分数阶积分项的物理模型提供了一种

有效的高精度的数值解法.
关键词:时间分数阶抛物型积分微分方程;时间分数阶Riemann-Liouville积分;加权移位的Grünwald-Letnikov公式;

Crank-Nicolson格式;紧差分格式
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Compactdifferencemethodforthetimefractionalparabolicintegro-differential
equationbasedonweightedandshiftedGrünwald-Letnikovformulae

CHENAo,CHENXuejuan*,ZHUXiaojuan
(SchoolofScience,JimeiUniversity,Xiamen361021,China)

Abstract:[Objective]Timefractionalparabolicintegro-differentialequationscanbeusedtodescribecomplexdynamicsystemswith
memoryandhereditarycharacteristics.Notably,thetimefractionalRiemann-Liouville(R-L)integraltermdiffersfromtraditional
parabolicequations.Herein,aneffectivecompactdifferencemethodforsolvingtimefractionalparabolicintegro-differentialequations
isproposed.[Methods]Intime,thefractionalR-Lintegraltermisapproximatedbyusingthesecond-orderweightedandshifted
Grünwald-Letnikov(SWGL)formulae,combinedwiththeCrank-Nicolson(C-N)scheme.Whereasinspace,thecompactdifference
methodisusedfordiscretization.ThenafullydiscretenumericalschemebasedontheSWGLformulaeisobtained.Finally,resultsof
unconditionalstabilityandconvergenceofthisnumericalschemeareprovedbyusingtheenergymethod.[Results]Intheproposed
numericalmethod,accuraciesofthesecondorderintimeandthoseofthefourthorderinspacehavebeenachieved.Finally,through
numericalexamples,thefeasibilityandtheeffectivenessofthemethodareconfirmed.[Conclusions]Thecompactdifferenceschemeof
timefractionalparabolicintegro-differentialequationsbasedontheSWGLformulaeisestablished,thusprovidinganeffectiveand
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highlyaccuratenumericalmethodforthephysicalmodelcontainingfractionalintegraltermsintheengineeringfield.

Keywords:timefractionalparabolicintegro-differentialequations;Riemann-Liouvilleintegral;weightedandshiftedGrünwald-
Letnikovformulae;Crank-Nicolsonscheme;compactdifferencescheme

  分数阶微积分的核心概念之一是允许系统动态

的描述超越传统的局部性假设.在现代科学和工程领

域,复杂系统的动态行为常常表现出显著的非局部性

和记忆效应,这些特性在传统的整数阶微积分方程中

往往难以得到准确描述.为了更准确地描述这些现象

以及系统状态对历史行为的依赖性,我们使用分数阶

微积分方程来建造模型.例如,Oldham等[1]首次引入

了时间分数阶微分方程,并探讨了其在物理学中的应

用.Podlubny[2]提出了分数阶微积分的基本概念和理

论框架,且随着研究的深入,人们逐渐认识到分数阶

微积分方程在信号处理、黏弹性材料、医学、控制理论

以及流体力学等领域的广泛应用[3-6].这些工作为分

数阶微积分在相关工程领域应用中奠定了基础.
在物理相关工程领域,时间分数阶抛物型积分微

分方程一直是研究物质的记忆和遗传等性质方面的

重要工具.然而由于这类方程的解通常在初始时刻附

近具有奇异性,且积分项引入了非局部性,传统数值

方法在处理这类问题时有诸多困难,在实际应用中我

们是很难求出其解析解,因此寻求对此类方程既可行

又高效的数值解和数值方法是必要的.例如,Yan
等[7]提出了基于空间上的积分样条配置离散法和时

间方向上的拉普拉斯变换的一类带有光滑核的抛物

型积分微分方程的数值解法.Mclean等[8]研究了带有

光滑核和奇异核的抛物型积分微分方程初边值问题

的数值方法.Tang[9]采用乘积型梯形公式的数值分析

方法来处理积分项.Chen等[10]采用1985年Lubich
提出的二阶卷积求积公式处理方程中的积分项[11].曲
双红等[12]针对抛物型积分微分方程,提出了一种连续

时空有限元方法,与传统全离散方式不同的是,该方

法对时间和空间变量同时采用有限元逼近,且无时间

离散步长和空间网格尺寸的网格比限制.翁胜龙[13]在

针对时间方向的离散是使用非均匀网格的梯形

ProductInteration 法 则 来 逼 近 Riemann-Liouville
(R-L)积分.上述研究方法的时间精度至多达到1+α
阶.为了使时间达到二阶收敛,Wang等[14]提出了通

过对积分项的乘积型平均积分法则,并结合Crank-
Nicolson(C-N)格式的紧差分方法求解一类带有弱奇

异性抛物型积分微分方程的有效数值解法.
本文旨在给出一种求解时间分数阶抛物型积分

微分方程的高精度的数值解法,该解法在时间方向上

利用二阶加权移位的Grünwald-Letnikov(SWGL)公
式来逼近时间分数阶R-L积分项,并与C-N格式结合

进行离散,在空间方向上采用紧差分方法[15]进行离

散,从而得到全离散的紧差分格式.利用能量方法分

析数值格式的稳定性和收敛性,并通过引入紧差分方

法,使得该格式不仅在时间方向上达到二阶精度,在
空间方向上也可以达到四阶精度.最后通过数值实验

结果验证格式的可行性和有效性.
本文考虑时间分数阶抛物型积分微分方程[16]

ut(x,t)-0Iα
tΔu(x,t)-Δu(x,t)=f(x,t),

 0≤x≤L,0<t≤T,
u(x,0)=u0(x),0≤x≤L,
u(0,t)=φ1(t),u(L,t)=φ2(t),
 0<t≤T.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

其中,0<α<1,Δ为Laplace算子,u0(x)为初始条

件,φ1(t)以及φ2(t)为已知函数.这里 0Iα
t 表示R-L

分数阶积分,定义如下:

0Iα
tu(x,t)∫

t

0
ωα(t-τ)u(x,τ)dτ,ωα(t) tα-1

Γ(α)
,

 α∈(0,1),t>0.

1 预备知识

为了离散时间分数阶抛物型积分微分方程中的

时间分数阶R-L积分项以及建立紧差分格式,引入相

关的定义及引理.移位的Grünwald-Letnikov差分算

子[17],定义如下:

A-α
τ,ps(x)=τα∑

∞

k=0
g(α)

ks(x-(k-p)τ), (2)

其中p为整数,式(2)中的系数g(α)
k 是由生成函数

(1-z)-α 生成:

(1-z)-α =∑
∞

k=0

-α
k  (-z)k =∑

∞

k=0
g(α)

kzk, (3)

其中g(α)
k =(-1)k -α

k  = α+k-1
k  ,0<α<1,|z|<

1,且递归计算得

g(α)0 =1,g(α)k = 1-1-α
k  g(α)

k-1,k=1,2,….(4)

引理1[18] 设α>0,s(t)∈Lp(RR),p≥1,则

Riemann-Liouville分数阶积分算子的Fourier变换

满足

FIα
+s(t)  =(iw)-αs∧(ω),
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其中s∧(ω)=∫
∞

-∞
e-iωts(t)dt为s(t)的Fourier变换.

引理2[19] 设s(t),-∞D2-αt s(t)以及它的Fourier
变换都属于L1(RR),构造一个SWGL算子

ατ,p,qs(t)= 2q+α
2(q-p)A

-α
τ,ps(t)+

 2p+α
2(p-q)A

-α
τ,qs(t), (5)

且有
ατ,p,qs(t)=-∞Iα

ts(t)+O(τ2), (6)
其中t∈RR,p、q为整数且p≠q,这里p和q满足对

称性,即 ατ,p,qs(t)= ατ,q,ps(t).
引理3[15] 设c,d为给定的常数,且d>0.若函

数s∈C6[c-d,c+d],则有

1
12
[s″(c-d)+10s″(c)+s″(c+d)]=

 1d2
[s(c-d)-2s(c)+s(c+d)]+d4

240s
(6)(ζ),

 ζ∈(c-d,c+d). (7)

2 全离散紧差分格式的建立

本节将建立方程(1)的全离散紧差分格式.首先

为了得到齐次的初始条件,对方程(1)作变换:令v(x,
t)=u(x,t)-u0(x),即u(x,t)=v(x,t)+u0(x),考
虑以下时间分数阶抛物型积分微分方程

vt(x,t)-0Iα
tΔv(x,t)-Δv(x,t)=g(x,t),

 0≤x≤L,0<t≤T,
v(x,0)=0,0≤x≤L,
v(0,t)=ψ1(t),v(L,t)=ψ2(t),
 0<t≤T.

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(8)

其中

g(x,t)=f(x,t)+0Iα
tΔu0+Δu0=f(x,t)+

 1+ tα

Γ(1+α)  ·Δu0.
在下面数值方法的分析中,假设方程(8)存在一

个唯一且足够光滑的解.接下来,对时间和空间进行

离散,将求解区域D={(x,t)|0≤x≤L,0≤t≤T}
做剖分.取两个正整数M,N,将区间 [0,L]作M 等

分,将区间[0,T]作N 等分,记空间步长为h=L/M,
时间步长为τ=T/N,步长比r=τ/h2.时间方向上

的网格部分为Ωτ ={tn =nτ,0≤n≤N},空间方向

上的网格部分为Ωh={xi=ih,0≤i≤M}.记Vh=
{u|u=(u0,u1,…,uM)}和Vτ={u|u=(u0,u1,…,
uN)}分别为定义在Ωh 和Ωτ 的网格函数空间.再给出

定义在Ωh×Ωτ 上的网格函数u={un
i|0≤i≤M,

0≤n≤N},并引入以下记号

tn+1/2=tn+tn+1

2
,fn+1/2

i =f(xi,tn+1/2),

un+1/2
i =12

(un+1
i +un

i),δtun+1/2
i =1τ

(un+1
i -un

i),

δxun
i-1/2=un

i-un
i-1

h
,δ2xun

i =un
i+1-2un

i+un
i-1

h2 .

(9)
对于任意网格函数u,v∈Vh,定义如下紧算子

、离散内积以及范数:

ui =

1
12
(ui-1+10ui+ui+1)=

 1+h2
12δ

2
x  ui,1≤i≤M-1,

ui,i=0,M,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

<u,v>=h 1
2u0v0+∑

M-1

i=1
uivi+12uMvM  ,

 ‖v‖= <v,v>,

<δxu,δxv>=h∑
M

i=1
(δxui-1/2)(δxvi-1/2),

<u,v>=(u,v)-h2
12
(δxu,δxv),

 ‖v‖ = <v,v>,
‖v‖∞ = max

0≤i≤M
|vi|,|v|1=‖δxv‖.

(10)

若对于任意网格函数v∈Vh,且u∈Vh
° ={u|u=

(u0,u1,…,uM),u0=uM =0},则以下公式成立[20]:

<v,v> = (v,v),
2
3‖v‖

2≤‖v‖2 ≤‖v‖2,

<δ2xv,u>=-<δxv,δxu>,‖u‖≤L
6
|u|1.

(11)

我们考虑时间分数阶R-L积分的SWGL近似,
需把方程(8)中的函数v(x,t)其t≤0的部分扩展为

零,则可以得到

0Iα
tv(x,t)=ταλ1∑

[t/τ]+p

k=0
g(α)

kv(x,t-(k-p)τ)+

 ταλ2∑
[t/τ]+q

k=0
g(α)

kv(x,t-(k-q)τ)+O(τ2),(12)

其中λ1= 2q+α
2(q-p)

,λ2= 2p+α
2(p-q)

,且[·]表示取整.

令式(12)中(p,q)=(0,-1),则方程(8)中时间

分数阶R-L积分项在点(xi,tn)处的离散形式如下:

0Iα
tΔv(xi,tn)=2-α

2 τα∑
n

k=0
g(α)

k Δv(xi,tn-k)+
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 α
2τ

α∑
n-1

k=0
g(α)

k Δv(xi,tn-k-1)+O(τ2)=

 τα∑
n

k=0
ω(α)

k Δv(xi,tn-k)+O(τ2), (13)

其中,

ω(α)
0 =

(2-α)
2 g(α)

0 ,

ω(α)
k =

(2-α)
2 g(α)

k +α
2g

(α)
k-1,k≥1. (14)

有了以上的介绍,接下来将针对方程(8)建立一

个具有O(τ2+h4)精度的无条件稳定的紧差分格式.
将方程(8)的第一式在点(xi,tn+1/2)处离散,有
vt(xi,tn+1/2)-0Iα

tΔv(xi,tn+1/2)-Δv(xi,tn+1/2)=
 g(xi,tn+1/2),1≤i≤M-1,0≤n≤N-1.

(15)
在式(15)两端作用紧算子 ,得

vt(xi,tn+1/2)- 0Iα
tΔv(xi,tn+1/2)-

 Δv(xi,tn+1/2)= g(xi,tn+1/2),1≤i≤
 M-1,0≤n≤N-1. (16)
令Vn

i =v(xi,tn),0≤i≤M,0≤n≤N,由

Taylor展开公式以及引理3易得如下公式:
Δv(xi,tn)= vxx(xi,tn)=δ2xVn

i+O(h4),
(17)

1
2
[vxx(xi,tn)+vxx(xi,tn+1)]  =12(δ2xVn

i+

 δ2xVn+1
i )+O(h4),1≤i≤M-1,

 0≤n≤N-1, (18)

vt(xi,tn+1/2)=1τ
[v(xi,tn+1)-v(xi,tn)]+

 O(τ2)=δtVn+1/2
i +O(τ2). (19)

将式(13)、式(17)~(19)代入式(16),得到

δtVn+1/2
i -τα

2∑
n

k=0
ω(α)

k (δ2xVn+1-k
i +δ2xVn-k

i )-

 δ2xVn+1/2
i = gn+1/2

i +Rn+1/2
i . (20)

其中 gn+1/2
i = fn+1/2

i + 1+ tα
n+1/2

Γ(1+α)  ·δ2xu0i,存在

一个与τ和h无关的正常数C1使得

|Rn+1/2
i |≤C1(τ2+h4),1≤i≤M-1,0≤n≤

 N-1.
注意到初边值条件方程(8)的第二式和第三

式,有
V0

i =0,0≤i≤M,
Vn
0=ψ1(tn),Vn

M =ψ2(tn),0≤n≤N. (21)

在式(20)中略去小量项Rn+1/2
i ,用数值解vk

i 近似

精确解Vk
i,对方程(8)建立如下紧差分格式:

δtvn+1/2
i -τα

2∑
n

k=0
ω(α)

k (δ2xvn+1-k
i +δ2xvn-k

i )-

 δ2xvn+1/2
i = gn+1/2

i ,
 1≤i≤M-1,0≤n≤N-1,
v0i =0,0≤i≤M,
vn
0=ψ1(tn),vn

M =ψ2(tn),0≤n≤N.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(22)

在下一节中,将分析紧差分格式(22)解的存在唯

一性.

3 差分格式解的存在唯一性

定理1 紧差分格式(22)是唯一可解的.
证明 记

vn =(vn
0,vn

1,…,vn
M-1,vn

M).
由方程(22)知,第0层值v0 已给定.设已求得第n层

的值vn,则关于第n+1层值vn+1的差分格式为

δtvn+1/2
i -τα

2∑
n

k=0
ω(α)

k (δ2xvn+1-k
i +δ2xvn-k

i )-

 δ2xvn+1/2
i = gn+1/2

i ,1≤i≤M-1,

vn+1
0 =β1(tn+1),vn+1

M =β2(tn+1).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(23)

将方程(23)的第一式展开可得

vn+1
i -τα+1

2ω(α)
0δ2xvn+1

i -τ
2δ

2
xvn+1

i = vn
i+

 τ
2δ

2
xvn

i+τ gn+1/2
i +τα+1

2∑
n-1

k=0
ω(α)k+1+ω(α)k  δ2xvn-k

i ,

由式(10)定义的紧算子 ,得
1
12vn+1

i-1+10vn+1
i +vn+1

i+1  - rτα

2ω(α)
0 +r

2  (vn+1
i-1-

 2vn+1
i +vn+1

i+1)= 112
(vn

i-1+10vn
i+vn

i+1)+

 r
2 vn

i-1-2vn
i+vn

i+1  +τ gn+1/2
i +

 rτα

2∑
n-1

k=0
(ω(α)

k+1+ω(α)
k )(vn-k

i-1-2vn-k
i +vn-k

i+1),

进一步化简得到

1
12-rτα

2ω
(α)
0 -r

2  vn+1
i-1+ 5

6+rταω(α)
0 +r  vn+1

i +

 1
12-rτα

2ω(α)
0 -r

2  vn+1
i+1 = 1

12+r
2  vn

i-1+

 5
6-r  vn

i+ 1
12+r

2  vn
i+1+τ gn+1/2

i +

 rτα

2∑
n-1

k=0
ω(α)k+1+ω(α)k  vn-k

i-1-2vn-k
i +vn-k

i+1  .(24)

由式(24)容易看出,在每个时间层,差分格式的系数

矩阵是严格主对角占优的,因而我们建立的紧差分格

式(22)有唯一解.定理证毕.
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4 差分格式解的稳定性和收敛性

本节将借助如下引理4以及在第2节中引入的离

散内积和对应范数来分析数值格式的稳定性和收

敛性.
引理4[19] 式(14)定义的 ω(α)

k  ∞k=0,对于任何正

整数k和实向量(a1,a2,…,aN)T∈RRN,则有

∑
N-1

n=0
∑
n

k=0
ω(α)

kan+1-k  an+1≥0.

4.1 稳定性分析

在实际运算中,误差是不可避免的.在以上分析

中,得到紧差分格式(22)的解应是vn
i.记含有扰动误

差的方程(22)的解为v~ni,扰动误差为εn
i =v~ni -vn

i,

f
~n+1/2
i 表示fn+1/2

i 的扰动,0≤i≤M-1,0≤n≤N-
1,则扰动误差满足如下差分格式:

δtεn+1/2
i -τα

2∑
n

k=0
ω(α)

k δ2xεn+1-k
i +δ2xεn-k

i  -

 δ2xεn+1/2
i = f

~n+1/2
i + 1+ tα

Γ(1+α)  δ2xε0i,
 1≤i≤M-1,0≤n≤N-1,
εn
0=εn

M =0,0≤n≤N.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(25)

其中ε0i =v~0i-v0i(i=1,2,…,M-1)为初值扰动.我
们有如下稳定性结论.

定理2 差分格式(25)是无条件稳定的,即有

‖εn‖2≤32‖ε
0‖2+L2·T

4
·

  max0≤j≤n-1
‖ f

~j+1/2‖2+ 1+ Tα

Γ(1+α)  2·
 ‖δ2xε0‖2 ,1≤n≤N. (26)

证明 记

g~n+1/2i =f
~n+1/2
i + 1+ tα

n+1/2

Γ(1+α)  δ2xε0i,
用2εn+1/2和方程(25)的第一式两边作内积,可得

2 δtεn+1/2,εn+1/2  -τα

2∑
n

k=0
ω(α)

k (δ2x(εn+1-k+εn-k),

 2εn+1/2)-2δ2xεn+1/2,εn+1/2  =2 g~n+1/2,εn+1/2  ,
其中0≤n≤N-1,由式(11)有

2 δtεn+1/2,εn+1/2  =-τα

2∑
n

k=0
ω(α)

k (δx(εn+1-k+

 εn-k),δx(εn+1+εn))+2δ2xεn+1/2,εn+1/2  +
 2 g~n+1/2,εn+1/2  , (27)

利用以下公式

2 δtεn+1/2,εn+1/2  =1τ ‖εn+1‖2-‖εn‖2  ,

(28)
δ2xεn+1/2,εn+1/2  =- δxεn+1/2,δxεn+1/2  =
 - εn+1/2 2

1, (29)
由式(27)得到

1
τ ‖εn+1‖2-‖εn‖2  =-τα

2∑
n

k=0
ω(α)

k

 (δx(εn+1-k+εn-k),δx(εn+1+εn))-
 2εn+1/2 2

1+2 g~n+1/2,εn+1/2  ,
上式两边同乘τ,将n记为j,并对j从0到n-1求

和,得到

∑
n-1

j=0
‖εj+1‖2-‖εj‖2  =-τα+1

2∑
n-1

j=0
∑
j

k=0
ω(α)

k

 δx εj+1-k+εj-k  ,δx εj+1+εj    -

 2τ∑
n-1

j=0
εj+1/2 2

1+2τ∑
n-1

j=0
g~j+1/2,εj+1/2  ,

运用引理4,有

‖εn‖2 ≤‖ε0‖2-2τ∑
n-1

j=0
εj+1/2 2

1+

 2τ∑
n-1

j=0
g~j+1/2,εj+1/2  ,

再由式(10)和(11),可得

2
3‖ε

n‖2≤‖ε0‖2-2τ∑
n-1

j=0
εj+1/2 2

1+

 2τ∑
n-1

j=0
g~j+1/2,εj+1/2  ≤‖ε0‖2-

 2τ∑
n-1

j=0
εj+1/2 2

1+12L2τ∑
n-1

j=0
‖εj+1/2‖2+

 L2
12τ∑

n-1

j=0
‖ g~j+1/2‖2≤‖ε0‖2-

 2τ∑
n-1

j=0
εj+1/2 2

1+2τ∑
n-1

n=0
εj+1/2 2

1+

 L2
12τ∑

n-1

j=0
‖ g~j+1/2‖2≤‖ε0‖2+

 L2
12τ∑

n-1

j=0
‖ g~j+1/2‖2=‖ε0‖2+

 L2
12τ∑

n-1

j=0
f
~j+1/2+ 1+ Tα

Γ(1+α)  δ2xε0 2

≤

 ‖ε0‖2+L2·T
6
· max0≤j≤n-1

‖ f
~j+1/2‖2+

 1+ Tα

Γ(1+α)  2·‖δ2xε0‖2 ,
从而得到如下稳定性结论

‖εn‖2≤32‖ε
0‖2+L2·T

4
·
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  max0≤j≤n-1
‖ f

~j+1/2‖2+ 1+ Tα

Γ(1+α)  2·
 ‖δ2xε0‖2 .

定理证毕.

4.2 收敛性分析

定理3 设v(x,t)∈C6,2x,t([0,L]×[0,T])是方

程(20)的解,{vn
i|0≤i≤M,0≤n≤N}是紧差分

格式(22)的解,记误差en
i =v(xi,tn)-vn

i,0≤i≤M,
0≤n≤N,则有

‖en‖≤ 2T
4
·L·C1(τ2+h4),0≤n≤N.

证明 将式(20)与方程(22)第一式相减,得到误

差方程组

δten+1/2
i -τα

2∑
n

k=0
ω(α)

kδ2x en+1-k
i +en+1

i  -

 δ2xen+1/2
i =Rn+1/2

i ,
 1≤i≤M-1,0≤n≤N-1,
en
0=en

M =0,0≤n≤N,
e0i =0,1≤i≤M-1.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(30)

其中 Rn+1/2
i ≤C1(τ2+h4).

类似定理2的证明,用2en+1/2
i 与式(30)的第一式

作内积,经推导后得

2
3‖e

n‖2≤L2
12τ∑

n-1

j=0
‖Rj+1/2‖2≤L2·T

12
·

 C21(τ2+h4)2,0≤n≤N-1.
两边开方得

‖en‖≤ 2T
4
·L·C1τ2+h4  .

定理证毕.
通过本节的分析,我们建立的紧差分格式(22)

对 ∀α∈ (0,1)时,具有Oτ2+h4  精度且无条件

稳定.

5 数值实验

本节通过数值算例验证所构造的数值格式的可

行性和理论分析的有效性.在以下的数值实验中,所
有的测试都是在MATLAB中完成的,我们定义数值

解的最大误差以及收敛阶为

e∞(h,τ)= max
0≤i≤M
0≤n≤N

‖v(xi,tn)-vn
i‖,

Rateh =log2e
(2h,τ)

e(h,τ)
,Rateτ =log2e

(h,2τ)
e(h,τ).

考虑如下的时间分数阶抛物型积分微分方程:
ut(x,t)-0Iα

tuxx(x,t)-uxx(x,t)=f(x,t),
其中x∈[0,1],t∈ (0,1],设上述方程的精确解为

u(x,t)=extα+2,则对应的边界条件为

u(0,t)=tα+2,u(1,t)=etα+2,
初始条件为u(x,0)=0,相应的右端项为

f(x,t)=

 ex (α+2)tα+1-Γ
(α+3)

Γ(2α+3)t
2α+2-tα+2  .

表1列出了当α分别取0.1,0.5,0.9时,固定空

间步长h=1/50,取不同时间份数所得数值解的最大

误差及时间精度.实验结果反映出紧差分格式(22)在
时间方向上的收敛精度达到二阶.表2给出了固定时

间步长τ=1/10000和α=0.5,当取不同空间份数

时所得数值解的最大误差及空间精度.实验结果反映

出紧差分格式(22)在空间方向上的收敛精度达到四

阶.这和本文的理论分析结果一致.

6 结 论

本文主要研究含时间分数阶R-L积分项的分数

阶抛物型积分微分方程的高精度数值解法.在时间方

表1 时间方向的最大误差和收敛阶(h=1/50)

Tab.1 Themaximumerrorsandconvergenceordersfortime(h=1/50)

τ
α=0.1 α=0.5 α=0.9

e∞(h,τ) Rateτ e∞(h,τ) Rateτ e∞(h,τ) Rateτ

1/5 2.585×10-3 — 4.837×10-3 — 6.457×10-3 —

1/10 6.503×10-4 1.991 1.208×10-3 2.001 1.612×10-3 2.002
1/20 1.627×10-4 1.999 3.028×10-4 1.997 4.035×10-4 1.999
1/40 4.068×10-5 1.999 7.583×10-5 1.998 1.009×10-4 1.999
1/80 1.017×10-5 1.999 1.898×10-5 1.999 2.524×10-5 2.000
1/160 2.544×10-6 2.000 4.747×10-6 1.999 6.311×10-6 2.000
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表2 空间方向的最大误差和收敛阶(τ=1/10000,α=0.5)

Tab.2 Themaximumerrorsandconvergenceordersfor
space(τ=1/10000,α=0.5)

h e∞(h,τ) Rateh

1/2 4.646×10-5 —

1/4 2.922×10-6 3.991

1/8 1.819×10-7 4.006

1/16 1.032×10-8 4.139

向上,利用二阶SWGL公式,结合C-N格式逼近;在
空间方向上,采用紧差分方法近似,从而得到了一个

收敛阶为Oτ2+h4  且无条件稳定的紧差分格式.给
出了该格式的稳定性和收敛性的证明,并通过数值算

例来验证此方法的可行性和有效性.这种方法还可应

用到其他含分数阶积分项的物理模型中,以期获得工

程学科中其他潜在具有记忆和遗传特性的复杂动态

系统等问题的高精度数值解.由于该方法对所研究问

题的解有较高的正则性要求,对正则性较低的解会出

现掉阶的现象,如何处理该问题,这将是我们后续的

工作.
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