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关于图的特征多项式一些恒等式的初等证明

陈海燕,冯志尧*

(集美大学理学院,福建 厦门361021)

摘要:[目的]研究关于图的邻接特征多项式一些恒等式的证明.[方法]利用行列式的定义和基本性质.[结果]设

G=(V,E,ω)是一个边赋权有向图,A(G)=(aij)n×n是其邻接矩阵.令Φ=(ϕij(G,x))n×n表示xIn-A(G)的伴随矩阵.
本文给出了ϕij(G,x)和G的一些子图的特征多项式之间等式的初等证明.[结论]本文给出的证明比已知的证明初等、
简洁,并可以应用到其他类似的图多项式等式的证明.
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Abstract:[Objective]Hereinwestudymethodsofprovingidentitiessatisfiedbytheadjacencypolynomialsofgraphs.[Methods]
Thedefinitionandpropertiesofthedeterminantarepresented.[Results]LetG=(V,E,ω)beanedge-weighteddigraph,andA(G)=
(aij)n×nbeitsadjacencymatrix.LetΦ=(ϕij(G,x))n×ndenotetheadjointmatrixofxIn-A(G).Inthisnote,wegiveanelementary
proofforidentitiesbetweenϕij(G,x)andcharacteristicpolynomialsofsomesubgraphsofG.[Conclusions]Theproofgiveninthis
noteiselementaryandsimple.Moreover,theideacanbeusedtoprovesimilaridentitiesofotherpolynomialsofgraphs.
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1 预备知识

设G=(V,E,ω)是一个边赋权有向图,其中:D
=(V,E),是顶点集为V = {1,2,…,n},边集为E
(这里我们允许每个顶点上最多有一个自环)的有向

图;ω:E→RR+ 是边集E 上的一个权函数.A(G)=
(aij)n×n 表示G的邻接矩阵,其中aij =ω(e),如果e=
(i,j)∈E;否则aij =0.对任意的子图H⊆D,H 的

权重记为ω(H),定义为H 中所有边上权的乘积.令

ϕ(G,x)=det(xIn-A(G))
表示A(G)的特征多项式,

Φ=(ϕij(G,x))n×n≜adj(xIn-A(G))
表示xIn-A(G)的伴随矩阵.伴随矩阵Φ不仅和图G
的道路生成函数以及图G上的随机游走有着紧密的

联系,并 且 和 正 交 多 项 式 中 著 名 的 Christoffel-
Darboux恒等式有紧密的联系[1-2].特别地,利用

ϕij(G,x)的性质,Tutte[3]得到关于图重构理论中的一

个重要结论,即一个无向图G是可重构的,如果ϕ(G,
x)在有理数域上不可约.关于伴随矩阵Φ 详细的结
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果可参见文献[1].这里主要关注下面这些经典优美

的恒等式.
定理1[1] 设G= (V,E,ω)是一个边赋权有向

图,则对任意的i,j∈V:

ϕij(G,x)=∑
P∈ ij

ω(P)ϕ(G\P,x), (1)

其中:ij表示G 中从顶点i到顶点j的所有有向路的

集合,G\P表示从G 中去掉P 上所有的顶点及其所关

联的边所得到的子图.
注意到,如果D 是一个无向图且ω≡1,则对G

中的任意路P 有ω(P)=1.这时式(1)可简化为

ϕij(G,x)=∑
P∈ ij

ϕ(G\P,x). (2)

注1:恒等式(2)首先出现在Schwenk[4]的论文中.
Schwenk首先直接定义矩阵M = (mij),其中mij =

∑
P∈ ij

ϕ(G\P,x),然后验证M 等于adj(xI-A(G)).后

来,Godsil[1]利用ϕij(G,x)和道路生成函数的关系给

出了式(2)的一个归纳性证明.Godsil也在文献[1]中
首次给出了一般形式(1).注意到Schwenk和Godsil
所给出的关于式(2)的证明都很容易推广到式(1)的
证明.但本文将直接从行列式的定义出发,给出式(1)
一个简洁初等的证明.

2 定理1的初等证明

在给出定理1的证明之前,首先约定一些符号.
对任意的一个有限集合B,用SB 表示集合B 上的对

称群.如果[n]={1,2,…,n},则S[n]简记为Sn.众所

周知,对任意的σ∈Sn,σ可表示成不相交的循环的

乘积:

σ=(i1i2…it1
)(j1j2…jt2

)…(l1l2…ltk
)=

 C1C2…Ck,
且上面的表示除了循环Ci􀆳s之间的顺序以及每个循

环内的起点之外,是唯一的.所以不失一般性,下面总

是假定C1= (1…).用|C|表示循环C的长度,根据

|C|的奇偶性,分别称C是奇循环或偶循环.对任意

σ∈Sn,用cyc(σ)和τ(σ)分别表示σ中循环和偶循环

的个数.
给定一个n×n矩阵M =(mij)和一个子集B⊆

[n],令MB 表示从M 删掉B 中的行和列所得到的子

矩阵,令Mij表示mij的代数余子式.则由行列式的定

义可得

detM =∑
σ∈Sn

(-1)τ(σ)∏
cyc(σ)

j=1
ωM(Cj)=

 ∑
σ∈Sn

(-1)τ(σ)ωM(σ), (3)

这里对任意的循环C=(i1i2…it),有

ωM(C)=
mi1i1

, 如果t=1,

mi1i2mi2i3
…miti1

, 如果t>1. 
现在根据循环C1把集合Sn划分成如下n类:

C1=(1),Ci =(1i2i3…it),i2=2,…,n.
对任意σ=C1C2…Ck,令σ'=C2…Ck,则显然有σ'∈
S[n]\C1

,且
(-1)τ(σ')=(-1)τ(σ)+|C1|+1.

这样一方面由式(3)可得

detM =∑
σ∈Sn

(-1)τ(σ)∏
cyc(σ)

j=1
ωM(Cj)=

 ∑
σ∈Sn,C1=(1)

(-1)τ(σ)ωM(C1)∏
cyc(σ)

j=2
ωM(Cj)+

 ∑
n

i2=2
∑

σ∈Sn
C1=(1i2i3…it)

(-1)τ(σ)ωM(C1)∏
cyc(σ)

j=2
ωM(Cj)=

 m11 ∑
σt∈S[n]\1

(-1)τ(σ')ωMC1
(σ')+

 ∑
n

i2=2
∑

C1=(1i2i3…it
)
m1i2mi2i3

…mit-1itmit1

 ∑
σ'∈S[n]\C1

(-1)τ(σ')+t+1ωMC1
(σ')=m11detM{1}+

 ∑
n

i2=2
m1i2 ∑

C1=(1i2i3…it)
(-1)t+1mi2i3

…mit-1itmit1

 detM{1i2i3…it}. (4)
另一方面,把detM 按第一行展开可得

detM =m11M11+∑
n

i2=2
m1i2M1i2. (5)

注意到若把m1j,j=1,2,…,n看成为未定元,则

detM 是关于m1j,j=1,2,…,n的多元一次函数,所
以由式(4)和(5)比较对应项系数马上可得

M11=detM{1},

M1i2 = ∑
C1=(1i2i3…it)

(-1)t+1mi2i3
…mit-1it

 mit1detM{1i2i3…it}. (6)
现在开始定理1的证明.
定理1的证明.不失一般性,假定j=1.
令M=xIn-A(G)=(mij),回顾一下,在这种情
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况下对任意的i≠j,如果e= (i,j)∈E,则mij =
-ω(e),否则mij =0.

则由伴随矩阵的定义和式(6),当i=1时,可得

ϕ11(G,x)=M11=detM{1}=ϕ(G\{1},x),
当i≠1时,可得

ϕi1(G,x)=M1i = ∑
C1=(1ii3…it)

(-1)t+1mii3
…

 mit-1itmit1detM{1ii3…it}= ∑
{(i,i3)…,(it-1,it),(it,1)}⊆E

 (-1)t+1(-1)t-1ω(i,i3)…ω(it-1,it)

 ω(it,1)detM{1ii3…it}=

 ∑
P=ii3…it1∈ i1

ω(P)ϕ(G\P,x).

即对任意的i∈V,式(1)成立.证毕.
上面直接从行列式的定义出发,给出了定理1

的一 个 初 等 证 明,这 个 初 等 证 明 比 Schwenk和

Godsil的证明更简洁.更重要的是,本文的证明思

路可以应用到各种各样图的多项式,如拉普拉斯特

征多项式、归一化的拉普拉斯特征多项式等递推关

系的证明.
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