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摘要:[目的]在复平面CC上单连通区域Ω上赋予紧开拓扑的连续函数空间C(Ω)中,研究复合算子Cφ 和加权复合算

子Cω,φ 的拓扑传递性质以及不交拓扑传递性质.[方法]基于复合算子、加权复合算子、拓扑传递性质、不交拓扑传递性

质的定义,通过代数相关性质给出新引理,综合运用Tietze􀆳s延拓定理以及紧开拓扑相关性质对上述问题进行研究.
[结果]给出了连续函数空间上复合算子Cφ 拓扑传递性质的等价刻画,加权复合算子Cω,φ 是拓扑传递的充分条件,复合

算子Cφ 不交拓扑传递性质的等价刻画,以及加权复合算子Cω,φ 是不交拓扑传递的充分条件.[结论]刻画了连续函数空

间上(加权)复合算子的拓扑传递性质以及不交拓扑传递性质,这一成果对连续函数空间上复合算子的研究具有一定的

借鉴意义,推动了相关领域的发展.
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Abstract:[Objective]ThestudyofthetopologicaltransitivityanddisjointtopologicaltransitivityofthecompositionoperatorCφand
theweightedcompositionoperatorCω,φonthecontinuousfunctionspaceC(Ω)endowedwithacompact-opentopologyonthesimple
connecteddomainΩonthecomplexplaneCChasattractedconsiderableresearchattention.Hereinweparticipateinthisstudy.
[Methods]Basedondefinitionsofcompositionoperators,weightedcompositionoperators,topologicaltransitivity,anddisjoint
topologicaltransitivity,anewlemmaisderivedthroughalgebraicproperties,andTietze􀆳sextensiontheorem.Next,compact-open
topologicalpropertiesarecomprehensivelyappliedtostudytheproblem.[Results]Anequivalentcharacterizationofthetopologically
transitivecompositionoperatorCφonthecontinuousfunctionspaceisgiven.Furthermore,asufficientconditionforthetopologically
transitiveweightedcompositionoperatorCω,φ,anequivalentcharacterizationofthedisjointtopologicallytransitivecomposition
operatorCφ,andasufficientconditionforthedisjointtopologicallytransitiveweightedcompositeoperatorCω,φarealsogiven.
[Conclusions]Theproposedstudycharacterizesthetopologicallytransitiveanddisjointtopologicallytransitive (weighted)

compositionoperatorsoncontinuousfunctionspaces.Itmayserveasaguidingreferencefortheresearchofcompositeoperatorson
thecontinuousfunctionspaceandeffectivelypromotesthedevelopmentofrelatedfields.
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  文中用CC代表复数域,ZZ是整数集合,NN是正整数

集合且NN0=NN∪{0}.
设T是拓扑向量空间X 上的有界线性算子,若对

于拓扑向量空间X 中的任意非空开集U 和V,存在

n∈NN,有Tn(U)∩V≠Ø,则算子T是拓扑传递的

(topologicallytransitive).对作用在拓扑向量空间X
上的有界线性算子T1,T2,…,TN(N≥2),如果对于

拓扑向量空间X 中的任意非空开集V0,V1,…,VN,
存在n∈NN,有V0∩T-n

1 (V1)∩…∩T-n
N (VN)≠Ø,

则算子 T1,T2,…,TN 是不交拓扑传递的(disjoint
topologicallytransitive).

若存在向量x∈X使得其在T 下的轨道orb(x,
T)={Tnx:n∈NN0}在X 中稠密,则T是超循环的

(hypercyclic).在研究超循环性质时,经典的Birkhoff
传递定理很重要:

定理1(Birkhofftransitivitytheorem)[1] 若T
是没有孤立点的可分完备度量空间X 上的连续算子,
则下列断言等价:

(i)T是拓扑传递的;
(ii)存在x∈X使得orb(x,T)在X中稠密.
若上述条件之一成立,则X上具有稠密轨道的点

的集合是一个稠密的Gδ 集.
关于Banach空间、Fréchet空间和局部凸空间上

线性算子的动力学行为,可参见文献[1-2].
本文目的是研究复平面CC上的单连通域Ω 上赋

予紧开拓扑的连续函数空间中的拓扑传递复合算子.
拓扑传递性质刻画了动力系统在迭代过程中的混合

程度、遍历性、不可逆性、混沌性和全局性.这些特性使

拓扑传递系统能够在很长一段时间内表现出复杂和不

可预测的动态行为,是研究混沌系统的重要工具.
设Ω是一个复数域上的单连通开区域,C(Ω)表

示Ω上所有连续复值函数构成的空间,对C(Ω)赋予

紧开拓扑.Ω上的每个连续自映射φ:Ω→Ω都可以诱

导出一个非加权的复合算子Cφ:C(Ω)→C(Ω),使得

对任意的f∈C(Ω),Cφ(f)=f􀳱φ.另外对任意的

ω∈C(Ω),都能诱导出一个逐点乘法算子Mω,使得

对任意的f∈C(Ω),有Mω(f)(z)=ω(z)f(z).因此

可定义加权复合算子Cω,φ = MωCφ:C(Ω)→C(Ω),
Cω,φ(f)(z)=ω(z)(f􀳱φ)(z)(z∈Ω).

关于复数域中区域上复合算子的动力学性质研

究,已经有了丰富的结论.Bourdon和Shapiro[3]研究

了Hardy空间H2中复合算子的超循环性,Bès[4]研究

了单连通区域Ω上全纯函数空间H(Ω)赋予紧开拓

扑的加权复合算子的动力学性质,Rezaei等[5]研究了

向量值 Hardy空间 H2(X)上双边复合算子 (Cφ,T:

f→T􀳱f􀳱φ)的超循环性质,Meneu等[6]研究了在无

限维局部凸的连续函数空间上的加权复合算子的弱

超循环性.
本文主要刻画C(Ω)上赋予紧开拓扑的(加权)复

合算子的动力学性质,给出了(加权)复合算子是拓扑传

递和不交拓扑传递的性质刻画.函数空间C(Ω)上的子

基开集形式为[K;U]={f∈C(Ω):f(K)⊂U},其
中:K 是Ω 上的非空紧子集,U 是CC中的非空开集.

1 预备知识

设 是由定义在集合E 上的复值函数构成的集

合,若对任意的f∈ ,ɡ∈ ,和任意复数c,满足:
(i)f+ɡ∈ ,(ii)fɡ∈ ,(iii)cf∈ ,则称 是

一个代数.令 是 中所有一致收敛序列的极限,则
被称为 的一致闭包[7].

若对E中任意两个不相同的点x1,x2,存在f∈
使得f(x1)≠f(x2),则称 在E上可分点.若对

任意x∈E存在ɡ∈ 使得ɡ(x)≠0,则称 在E上

任何点不为零(vanishesatnopoint).若对任意的f∈
,其复共轭f∈ ,则称 是自伴的,这里f定义为

f(x)=f(x)[7].
定理2[7] 设 是由紧集K 上的复值连续函数构

成的自伴代数, 在K 上可分点且 在K 上任何点

不为零,则 的一致闭包 是由K 上的所有复值连续

函数构成.也就是 在C(K)中稠密.
引理1 设K 是Ω 上的紧子集,则

= p(z)=∑nanzn+∑
m
bm

mzm+∑
i,j
ci,jzizj:

 an,bm,ci,j∈CC,n,m,i,j≥0,z∈K 
是K 上的连续函数空间C(K)的子代数,且 在

C(K)中稠密.
证明 首先证明 是一个代数.取p1,p2∈ ,

p1(z)=∑na1,nz
n+∑mb

m
1,mzm +

 ∑i,jc1,i,jz
izj,

p2(z)=∑na2,nz
n+∑mb

m
2,mzm +

 ∑i,jc2,i,jz
izj,

则

(p1+p2)(z)=p1(z)+p2(z)=∑n
(a1,n+

 a2,n)zn+∑m
(b1,m +b2,m)zm +∑i,j

(c1,i,j+
 c2,i,j)zizj,
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所以p1+p2∈ .类似可证p1p2∈ ,cp1∈ (∀c∈
CC).因此 是一个代数.显然 中的元素是连续的,
即 ⊂C(K).因为 中存在非零常值函数,则 满

足在K 上任何点不为零,显然 是自伴的且在K 上

可分点,由定理2, 在C(K)上是稠密的.
定理3(Tietze􀆳s延拓定理)[8] 设K 是局部紧

Hausdorff空间X的一个紧子集且f∈C(K),则存在

F∈Cc(X)使得对任意x∈K,F(x)=f(x).(Cc(X)代
表X上所有具有紧支撑的连续复值函数的集合).

定义1 设φ:Ω→Ω是一个映射,若对任意的紧

子集K⊂Ω,存在n∈NN,使得φn(K)∩K=Ø,其
中φn =φ􀳱φ􀳱…􀳱φ是φ的n次复合,则φ在Ω 上是

逃逸的.
显然,若φ在Ω 上是逃逸的,则φ在Ω 上没有固

定点(否则取固定点z作为单点集,则对 ∀n∈NN,

φn(z)=z,这与φ是逃逸的矛盾).

2 主要结果

定理4 若φ 是Ω 上的连续自映射,则Cφ 在

C(Ω)上是拓扑传递的当且仅当φ 是Ω 上逃逸的

单射.
证明 ⇒:若Cφ 是拓扑传递的.对任意的ε>0,

任意的紧子集K⊂Ω和f,ɡ∈C(Ω),存在h∈C(Ω)
和n∈NN使得

supz∈K|f(z)-h(z)|<ε, (1)
supz∈K|Cφn(h)(z)-ɡ(z)|<ε. (2)
取如下的f,ɡ:
f(z)=0,ɡ(z)=4ε,∀z∈K.
由式(1),有supz∈K|h(z)|<ε.
假设φ不是逃逸的,即对任意n∈NN,存在某个

紧子集K,有φn(K)∩K≠Ø,则对任意的n∈NN,
存在z∈K使得|Cφn(h)(z)|<ε.由ɡ的定义知道,
这与式(2)矛盾.所以φ是逃逸的.

假设φ不是单射,则存在z≠ω,使得φ(z)=
φ(ω),则对任意的h,Cφn(h)(z)=Cφn(h)(ω).取紧子

集K⊂Ω使得z,ω∈K,令式(2)中的ɡ满足ɡ(z)=
ɡ(ω)+2ε,则由Cφn(h)(z)=Cφn(h)(ω)可得式(2)不
成立,因此φ是单射.

⇐:取K 是Ω 上的紧子集.由φ是单射且是逃逸

的,则存在n∈NN使得φn(K)∩K=Ø且φn|K 是单

射.定义Φ =φ-n:φn(K)→K,由φ的连续性可知

φn(K)∪K也是紧的.对任意的f,ɡ∈C(Ω)和ε>0,
由引理1,存在p∈ ,使得对K 上的连续函数f 和

φn(K)上的连续函数ɡ􀳱Φ,有
supz∈K|f(z)-p(z)|<ε,
supz∈φn(K)|(g􀳱Φ)(z)-p(z)|<ε.
因为p在K∪φn(K)上连续,由Tietze􀆳s延拓定

理,p延拓为Ω 上的连续函数p,即存在C(Ω)上的连

续函数p,使得

supz∈K|f(z)-p(z)|<ε,
supz∈φn(K)|(g􀳱Φ)(z)-p(z)|<ε.
从而supz∈K|(Cn

φp)(z)-ɡ(z)|<ε,Cφ是拓扑传

递的.
注1 在上述证明中,如果定义

R(z)=
f(z), z∈K,
(ɡ􀳱Φ)(z),z∈φn(K), 

则R在K∪φn(K)上连续.直接应用Tietze􀆳s延拓定理

把R延拓到Ω上,则定理的证明可得到简化.因此对一

般局部紧空间上的连续函数空间,上述定理也成立.
推论1 若Cφ 是拓扑传递的,则φ无固定点.
证明 若Cφ 是拓扑传递的,由定理4可得φ是逃

逸的,因此φ无固定点.
下面考虑C(Ω)空间上加权复合算子的拓扑传

递性.
定理5 设φ是Ω 上的连续自映射,ω是Ω 上的

连续函数.若φ是逃逸的单射,ω有界且对任意z∈
Ω,ω(z)≠0,则Cω,φ 在C(Ω)上是拓扑传递的.

证明 取Ω 的紧子集K.由φ是单射且是逃逸

的,则存在n∈NN使得φn(K)∩K=Ø且φn|K 是单

射.由φ的连续性,φn(K)∪K 也是紧的.对任意的

f,ɡ∈C(Ω)和ε>0,定义

R(z)=

 
f(z), z∈K,

∏n
i=1

1
ω􀳱φiɡ􀳱φ-n  (z),z∈φn(K), 

R在K ∪φn(K)上连续,又因为ω有界,则存在M>
0,使得对∀z∈Ω,有|ω(z)|≤M,因此

supz∈K|f(z)-R(z)|<ε,

supz∈φn(K) ∏n-1
i=0

1
ω􀳱φiɡ􀳱φ-n  (z)-R(z)<

 ε
|M|n.

由Tietze􀆳s延拓定理,R可延拓为Ω 上的连续函

数R.即存在C(Ω)上的连续函数R,使得

supz∈K|f(z)-R(z)|<ε, (3)

supz∈φn(K) ∏n-1
i=0

1
ω􀳱φiɡ􀳱φ-n  (z)-R(z)<

 ε
|M|n, (4)
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由式(4),有

supz∈K|ɡ􀳱φ-n􀳱φn(z)-∏n
i=1ω􀳱φ

i(z)R(φn(z))|<

 ∏n
i=1ω􀳱φ

i(z) ε
|M|n,

即supz∈K|(Cn
ω,φR)(z)-ɡ(z)|<ε,所以Cω,φ 是拓扑

传递的.
下面给出连续函数空间中的复合算子Cφ1

,Cφ2
,…,

CφN
是不交拓扑传递的刻画.
定理6 设φ1,φ2,…,φN,(N≥2)是Ω上两两不

同的连续自映射,且都是单射,则下列说法等价:
(i)Cφ1

,Cφ2
,…,CφN

是不交拓扑传递的;
(ii)对任意的紧子集K⊂Ω,存在n∈NN,使得

K,φn
1(K),…,φn

N(K)两两不相交.
证明

(i)⇒(ii):由Cφ1
,Cφ2
,…,CφN 是不交拓扑传递的可

得,对任意的ε>0,任意的紧子集K⊂Ω和f0,f1,…,
fN ∈C(Ω),存在h∈C(Ω)和n∈NN使得

supz∈K|h(z)-f0(z)|<ε,
supz∈K|C{φni}(h)(z)-fi(z)|<ε(i∈{1,2,…,N}).
取如下的fi(i∈{0,1,…,N}):

f0(z)=0,fi(z)=4iε(i∈{1,2,…,N}),∀z∈K.
若存在紧子集K⊂Ω和任意的n∈NN使得K,

φn
1(K),…,φn

N(K)中有两个集合相交,则有以下两种

情况:
1)K∩φn

i(K)≠Ø(i∈{1,2,…,N}).
此时supz∈K|h(z)|<ε,若对任意n∈NN,任意的

i,K∩φn
i(K)≠Ø,则存在z∈K使得|Cφni

(h)(z)|<
ε,这与fi 的定义矛盾.

2)φn
i(K)∩φn

j(K)≠Ø(i,j∈(1,2,…,N},i<
j).

当z∈K 时,有4iε-ε<h(φn
i(z))<4iε+ε.

φn
i(K)∩φn

j(K)≠Ø,则存在z∈K 使得φn
i(z)=

φn
j(z),又 |Cφnj

(h)(z)-fj(z)|<ε,代 入 得

|Cφni
(h)(z)-fj(z)|<ε,这与fj 的定义矛盾.
(ii)⇒(i):取K是Ω上的紧子集.由φi(i∈{1,2,…,

N})是单射和(ii)可得,存在n∈NN使得K∩φn
1(K)

∩…∩φn
N(K)=Ø且φi

n|K(i∈{1,2,…,N})是单

射.定义Φi =φ-n
i :φn

i(K)→K(i∈{1,2,…,N}).由

φi(i∈{1,2,…,N})的连续性可知K∪φn
1(K)∪…

∪φn
N(K)是紧的.对任意的f0,f1,…,fN ∈C(Ω),ε>

0,定义

  R(z)=
f0(z), z∈K,
(fi􀳱Φi)(z),z∈φn

i(K), 
则

supz∈K|f0(z)-R(z)|<ε,
supz∈φni(K)|(fi􀳱Φi)(z)-R(z)|<
 ε(i∈{1,2,…,N}).
由Tietze􀆳s延拓定理,R可延拓为Ω 上的连续函

数R,满足

supz∈K|f0(z)-R(z)|<ε,

supz∈φni(K)|(fi􀳱Φi)(z)-R(z)|<
 ε(i∈{1,2,…,N}),

则supz∈K|(Cn
φiR)(z)-fi(z)|<ε(i∈ {1,2,…,

N}),所以Cφ1
,Cφ2
,…,CφN

是不交拓扑传递的,即证.
由定理5及定理6的证明可得如下结论:
定理7 设φ1,φ2,…,φN(N≥2)是Ω上两两不

同的连续自映射且都是单射,ω1,ω2,…,ωN 是Ω 上连

续函数.对i∈{1,2,…,N},ωi 有界且对任意z∈Ω,
ωi(z)≠0.φ1,φ2,…,φN 满足对任意的紧子集K⊂Ω,
存在n∈NN,使得K,φn

1(K),…,φn
N(K)两两不相交.

则Cω1,φ1
,Cω2,φ2

,…,CωN,φN
是不交拓扑传递的.
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