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具有极值广义Clar覆盖多项式的六角链的刻画
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摘要:[目的]给出具有最大、最小广义Clar覆盖多项式的极值六角链的刻画.[方法]首先,根据多项式的拟序,对两个

广义Clar覆盖多项式如何比较进行说明.其次,固定六角链中六边形的个数,利用数学归纳法总结出六角链的极大线性

链满足什么条件时其广义Clar覆盖多项式达到最大.最后,在此基础上,将极大线性链从不同位置上裂开,观察并证明

其广义Clar覆盖多项式的变化情况.[结果]当每个极大线性链所包含的六边形个数相等时,其广义Clar覆盖多项式大

于或等于任意六角链的广义Clar覆盖多项式.并且极大线性链从不同位置上裂开后得到的新六角链,其广义Clar覆盖

多项式大于或等于没裂开之前的六角链的广义Clar覆盖多项式.此外,根据已有的递推公式,给出一个计算任意六角链

的广义Clar覆盖多项式的修正算法.[结论]通过算法实例及证明可知:任意一个固定六边形个数的六角链,当每个极大

线性链只包含2个六边形(即ZigZag六角链)时,其广义Clar覆盖多项式达到最大;反之,只包含一个极大线性六角链的

六角链的广义Clar覆盖多项式最小.
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Abstract:[Objective]ThegeneralizedClarcoveringpolynomialofhexagonalsystemcontainsmanyimportantissuesintheClar
aromatictheoryandthevalencebondtheory.Theseissuescanbeexemplifiedbythetopologicalindicators,suchasKekulénumber.
PreviousstudieshaveshownthatthegeneralizedClarcoveringpolynomialcanbeusedtoaccuratelycalculatethenumberofchemical
activitiesincludingresonanceenergy.Resonantenergyisoftenusedtopredictthearomaticstabilityofthickcyclicaromatic
hydrocarbonconjugatesystems.WegivethecharacterizationofhexagonalchainswiththemaximumandminimumgeneralizedClar
coveringpolynomials,andpresentamendatoryalgorithmaboutcomputingthegeneralizedClarcoveringpolynomialofarbitrary
hexagonalchains.[Methods]First,thequasi-orderofpolynomialisusedtoexplainthecomparisonoftwoClarcoveringpolynomials.
Thenwefixthenumberofhexagonsofthehexagonalchain,andusemathematicalinductiontosummarizewhatconditionsthe
maximumlinearchainofthehexagonalchainsatisfieswhenitsgeneralizedClarcoveringpolynomialreachesitsmaximum.Finally,

basedonthisfinding,wesplitthemaximallinearchainfromdifferentpositions,observeanddemonstratethechangeofitsgeneralized
Clarcoveringpolynomial.[Results]Inductionresultsshowthat,whennumbersofhexagonscontainedineachmaximallinearchain
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areunified,thegeneralizedClarcoveringpolynomialisgreaterthanorequaltothegeneralizedClarcoveringpolynomialofany
hexagonalchain.And,thenewhexagonalchainobtainedaftersplittingthemaximallinearchainfromdifferentpositions,its
generalizedClarcoveringpolynomialisgreaterthanorequaltothegeneralizedClarcoveringpolynomialofthehexagonalchainthat
isnotsplit.Foranyhexagonalchainwithafixednumberofhexagons,togetahexagonalchainwithlargergeneralizedClarcovering
polynomial,justfissioneachofitsmaximallinearhexagonalchains.Afteraseriesoffissions,ahexagonalchaincontainingonlytwo
orthreehexagonsisobtained.Finally,wediscussthenumberofmaximallinearhexagonalchainscontainingthreehexagonsand
obtainthefinalresult.Meanwhile,weproposeanamendatoryalgorithmforcalculatingthegeneralizedClarcoveringpolynomialfor
anyhexagonalchainsaccordingtotheexistingrecursiveformulas.Accordingtothealgorithm,wecanobtainthegeneralizedClar
coveringpolynomialsforthehexagonalchainofhexagonalnumbersm=2;3;4;5;6andfindthatthegeneralizedClarcovering
polynomialreachesitsminimumonalinearchainandreachesitsmaximumontheZigZaghexagonalchain.[Conclusions]Through
algorithmexamplesandproofs,wehavefoundinterestingbehaviorsofanyhexagonalchainwithafixednumberofhexagons.When
eachmaximallinearchaincontainsonlytwohexagons(i.e.ZigZaghexagonalchain),itsgeneralizedClarcoveringpolynomialreaches
itsmaximum.Onthecontrary,thegeneralizedClarcoveringpolynomialofahexagonalchaincontainingonlyonemaximallinear
hexagonalchainreachesitsminimum.

Keywords:hexagonalchain;Clarcoveringpolynomial;generalizedClarcoveringpolynomial

  在芳香族碳氢化合物的拓扑理论中,六角系统

(图1)表示一种芳香族碳氢化合物的碳原子骨架图,
六边形的顶点代表碳原子,边代表碳原子之间的双键

或单键.从图论角度来看,六角系统是一个2-连通的

平面图,它的每一个内部面的边界都是一个边长为1

图1 3种六角系统

Fig.1 Threehexagonalsystem

的正六边形,六角系统的子图称为广义六角系统.令
H 是一个六角系统,张福基和张和平在1996年首次

提出了六角系统H 的Clar覆盖多项式的概念[1],给
出了计算一个六角系统H 的Clar覆盖多项式的基本

递推公式.因此Clar覆盖多项式也叫做Zhang-Zhang
多项式.文献[1-4]中给出了一系列关于Clar覆盖多

项式的递推公式以及一些特殊六角链的Clar覆盖多

项式的具体表达式,并指出Clar覆盖多项式能够更加

精确、便捷地计算稠环芳香烃的共振能量等化学活

性.2016年Pleteršek在文献[5]中引入了同时包含六

边形和十边形的广义Clar覆盖多项式的概念.2022
年Furtula等[6]基于广义Clar覆盖多项式的概念,研
究了广义Clar覆盖多项式的一系列递推公式,并给出

了计算任意六角链的广义Clar覆盖多项式的算法,同
时揭示了广义Clar覆盖多项式能够更精确地估算、计

算稠环芳香烃的共振能量等化学活性,从而被用于预

测稠环芳香烃共轭体系的芳香族稳定性.本文则是在

已有的广义Clar覆盖多项式递推公式的基础上,利用

多项式的拟序创新性地给出了具有极值广义Clar覆

盖多项式的六角系统的刻画问题.
Gutman等[7]对六角系统进行了分类.在一个六

角系统中,若没有3个六边形共用一个顶点,则称此

六角系统为cata-型六角系统(如图1(a)所示),反 之

则称为peri-型六角系统(如图1(b)所示).对于cata-
型六角系统而言,若每个六边形至多与两个六边形相

邻,则称为无分支的cata-型六角系统,也叫六角链(如
图1(c)所示);反之称为分支cata-型六角系统(如图1
(a)所示).

在理论化学中,Kekulé结构和Kekulé数是非常

重要的概念.2022年Radenkovic'等[8]用广义Clar覆

盖多项式证明了分子振动能量与Kekulé和Clar结构

有关.令 G 是一个广义六角系统,化学中的一个

Kekulé结构对应于图G的一个完美匹配,一个六角系

统被称为Kekuléan当且仅当它具有Kekulé结构(即
具有完美匹配),用K(G)表示图G 的Kekulé结构
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数[9],其他未定义的术语可参考文献[6].
用Cn 表示n个顶点的圈,Kn 表示n个顶点的完

全图.广义六角系统G的一个生成子图被称为G 的一

个广义Clar覆盖,如果这个生成子图的每一个分支都

是C6,C10或K2.本文给出了具有最大、最小广义Clar
覆盖多项式的极值六角链的刻画,并给出了计算任意

六角链的广义Clar覆盖多项式的修正算法.

1 预备知识

Furtula等在文献[6]中给出了六角系统的广义

Clar覆盖多项式的一些基本性质和递推公式,并给出

了一些特殊六角系统的广义Clar覆盖多项式的具体

表达式.
定义1[6] 令G是任意一个广义六角系统,则G

的广义Clar覆盖多项式定义为

GZZ(G,x,y)= ∑
p≥0,q≥0

ɡz(G,p,q)xpyq,

其中ɡz(G,p,q)代表图G中包含p 个C6 和q个C10
的广义Clar覆盖的个数.

显然,ɡz(G,0,0)=K(G);且当G 是空图时,
GZZ(G,x,y)=1;当G无Kekulé结构时,GZZ(G,
x,y)=0.

定理1[6] 令G是任意一个广义六角系统,若e=
ab是G 中位于边界的某一个六边形S的一条边(如图

2所示),且与S相邻的六边形的个数为r(r≤5).
(i)若r=0,则
GZZ(G)=xGZZ(G-S)+GZZ(G-a-b)+
 GZZ(G-e).
(ii)若r≠0,令S1,S2,…,Sr为与S相邻的六边

形.则
GZZ(G)=xGZZ(G-S)+GZZ(G-a-b)+

 y∑
r

i=1
GZZ(G-S-Si)+GZZ(G-e).

图2 六边形S中的边e在广义六角系统G 的边界上

Fig.2 TheedgeeinthehexagonSisontheboundaryofG

定理2[6] 令G是一个广义六角系统,若e=ab是

G的一条边,但不属于G的任意一个Kekulé结构,则
GZZ(G)=GZZ(G-e),

且若e=ab属于G 的所有Kekulé结构,则
GZZ(G)=GZZ(G-a-b).
令G是一个如图3所示的广义六角系统.根据定

理1和定理2,G的广义Clar覆盖多项式为

GZZ( )=

 xGZZ( )+

 GZZ( )+

 GZZ( )+yGZZ( )=

 (x+1)GZZ( )+

 GZZ( )+y=(x+1)(2x+

 y+3)+(3x+2y+4)+y=3x2+xy+
 8x+3y+7.
令G1 和G2是两个 Kekuléan六角系统(或为

K2),通过粘合两个Kekuléan六角系统G1和G2 的外

围边,而得到的具有公共外围边e=ab 的图,记作

G1·G2(图4).

图3 具有外围边e的广义六角系统G
Fig.3 GeneralizedhexagonalsystemGwith

peripheraledgee

定理3[6] 令G1和G2 是两个分别包含S1 和S2
的Kekuléan六角系统,则G1·G2的广义Clar覆盖多

项式为

GZZ(G1·G2)=GZZ(G1)GZZ(G'2)+
 GZZ(G'1)GZZ(G2)+yGZZ(G″1)GZZ(G″2)-
 GZZ(G'1)GZZ(G'2),

·3101·
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图4 广义六角系统G1·G2
Fig.4 GeneralizedhexagonalsystemG1·G2

其中:G'i =Gi-a-b,G″i =Gi-Si(i=1,2).
在不引起混淆的情况下,本文用Lm 表示一个具

有m 个六边形的六角链,用lm 表示其广义Clar覆盖

多项式.显然,lm =mx+(m-1)y+m+1.
推论1[6] 令G1·Lm(m≥1)是一个广义六角系

统(图5),则
GZZ(G1·Lm)=GZZ(G1)+yGZZ(G″1)+
 (mx+(m-1)y+m)GZZ(G'1),

其中:G'1=G1-a-b,G″1=G1-S.

图5 广义六角系统G1·Lm

Fig.5 GeneralizedhexagonalsystemG1·Lm

图6 六角链B(rn)和辅六角链B(rn-1)

Fig.6 HexagonalchainB(rn)andauxiliaryhexagonalchainB(rn-1)

令f(x)=∑
n

k=1
akxk,ɡ(x)=∑

n

k=1
bkxk,(k=0,1,…,

n)是关于x的多项式,若f(x)⪯ɡ(x),当且仅当对

任意的k,ak≤bk;同时,若存在k,ak<bk,则f(x)≺
ɡ(x).

下面给出一些计算六角链的广义Clar覆盖多项

式的递推公式,令B(r1,r2,…,rn)表示相关序列为

(r1,r2,…,rn)且包含n个极大线性六角链的六角链

(图6(a)),其广义Clar覆盖多项式记为ZB(r1,r2,…,
rn)= GZZ(B(r1,r2,…,rn),x,y).B(r1,r2,…,rn -
1)表示从B(r1,r2,…,rn)中去掉第n个极大线性链

的末端六边形后得到的六角链(图6(b)),并称其为辅

六角链.在不引发混淆的情况下,用最后一个极大线

性链的序列符号表示此六角链和辅六角链,分别记作

B(rn)和B(rn-1).特别地,当r1=r2=…=rn 时,
用fn 表示对应六角链B(rn)的广义Clar覆盖多项式,
用f'n 表示对应辅六角链B(rn-1)的广义Clar覆盖

多项式.
Furtula等在文献[6]中给出了关于ZB(rn)和

ZB(rn-1)的一些递推公式.显然

当n=1时,ZB(r1)=r1x+(r1-1)y+r1+1.
当n=2时,ZB(r1,r2)的广义Clar覆盖多项

式为

ZB(r1,r2)=(r1r2-r1-r2+1)x2+(2r1r2-
 3r1-3r2+4)xy+(r1r2-2r1-2r2+4)y2+
 (2r1r2-r1-r2+1)x+(2r1r2-2r1-2r2+
 2)y+r1r2+1. (1)
当n≥3时,ZB(rn)和ZB(rn-1)的广义Clar覆

盖多项式为

ZB(rn)=ZB(rn-1)+yZB(rn-2-1)+((rn-1)x+
 (rn-2)y+rn-1)ZB(rn-1-1), (2)
ZB(rn-1)=ZB(rn-1)+yZB(rn-2-1)+[(rn-
 2)x+(rn-3)y+rn-2]ZB(rn-1-1). (3)
引理1 令B(rn)是相关序列为(r1,r2,…,rn)的

六角链,B(rn-1)是对应的辅六角链.则
ZB(rn)⪰ZB(rn-1).

·4101·
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在文献[6]中,Furtula根据式(2)和式(3)给出了

计算任意给定相关序列的六角链的广义Clar覆盖多

项式表达式的算法.本文给出了一个计算任意六角链

的广义Clar覆盖多项式的修正算法,在这个算法中只

要输入B(rn)的每个极大线性链的六边形个数(即算

法中第二行的r),就能计算出其对应的广义Clar覆盖

多项式;特别地,当n=1时,需将第五行注释.同时分

别计算了m=3,4,5,6时的六角链的广义Clar覆盖

多项式的具体表达式(见附录(http:∥jxmu.xmu.
edu.cn/upload/html/20250610)).

2 六角链的广义Clar覆盖多项式的最
大、最小值

  本节研究具有最大、最小广义Clar覆盖多项式

的极值六角链的刻画.以下考虑的六角链均为相关

序列为(r1,r2,…,rn),且固定六边形个数为m的六

角链.
定理4 令B(rn)是一个六角链,则
fn⪰ZB(rn),

其中fn 的相关序列为r1=r2=…=rn=p,且np-
(n-1)=m.

证明 对B(rn)中的极大线性链ri(i=1,2,…,
n)的个数n进行归纳.

当n=1时,结论显然成立.
当n=2时,不妨假设B(r1,r2)中的六边形个数

为q,即r1+r2 =q;由式(1)得到B(r1,r2)的广义

Clar覆盖多项式为

ZB(r1,r2)=(r1r2-q+1)x2+(2r1r2-3q+
 4)xy+(r1r2-2q+4)y2+(2r1r2-q+1)x+
 (2r1r2-2q+2)y+r1r2+1,

显然,当r1=r2时ZB(r1,r2)最大,因此f2 是B(r1,
r2)的广义Clar覆盖多项式中最大的.

假设当n=k-1时,定理结论是成立的,下面将

证明当n=k时,结论也是成立的.
令r1=r2=…=rk-2=p,rk-1=t1,rk =t2和

t1+t2=2p.根据假设知道广义Clar覆盖多项式fk-2

是ZB(rk-2)中最大的.根据推论1可以得到关于

B(rk)的广义Clar覆盖多项式

ZB(rk)=ZB(rk-2)lrk-1+ZB(rk-2-1)ZB(rk-1-
 1,rk)+yZB(rk-3-1)lrk-1-ZB(rk-2-1)lrk-1=
 [ZB(rk-2)-ZB(rk-2-1)]lrk-1+ZB(rk-2-
 1)ZB(rk-1-1,rk)+yZB(rk-3-1)lrk-1=(x+
 2y+1)ZB(rk-3-1)lrk-1+ZB(rk-2-1)

 ZB(rk-1-1,rk).
先考虑ZB(rk-1-1,rk),由假设知rk-1=t1,rk=

t2和t1+t2=2p,则
ZB(rk-1-1,rk)=[(t1-1)t2-(t1-1)-t2+
 1]x2+[2(t1-1)t2-3(t1-1)-3t2+4]xy+
 [(t1-1)t2-2(t1-1)-2t2+4]y2+[2(t1-
 1)t2-(t1-1)-t2+1]x+[2(t1-1)t2-
 2(t1-1)-2t2+2]y+(t1-1)t2+1=
 [-t21+(2p+1)t1-4p+2]x2+[-2t21+
 (4p+2)t1-10p+7]xy+[-t21+(2p+
 1)t1-6p+6]y2+[-2t21+(4p+2)t1-6p+
 2]x+[-2t21+(4p+2)t1-8p+4]y+[-t21+
 (2p+1)t1-2p+1].
显然每一项的系数都是关于t1 的二次函数,开口

向下,有最大值,对称轴为t1=p+12
,但t1 为整数,

故rk-1=rk=p时,ZB(rk-1-1,rk)达到最大;继续考

虑ZB(rk):
ZB(rk)=(x+2y+1)ZB(rk-3-1)lrk-1+
 ZB(rk-2-1)ZB(rk-1-1,rk)=(x+2y+
 1)ZB(rk-3-1)lrk-1+[ZB(rk-3)+yZB(rk-4-
 1)+[(p-2)x+(p-3)y+p-2]ZB(rk-3-
 1)]ZB(rk-1-1,rk)=(x+2y+1)ZB(rk-3-
 1)[(rk-1)(x+1)+1+(rk-2)y+
 ZB(rk-1-1,rk)]+[(p-3)x+(p-5)y+
 p-3]ZB(rk-3-1)ZB(rk-1-1,rk)+
 [ZB(rk-3)+yZB(rk-4-1)]ZB(rk-1-1,rk).
由归纳假设,上式的第二、第三项以及ZB(rk-3-

1)已达到最大值.故只需考虑

(rk-1)(x+1)+1+(rk-2)y+ZB(rk-1-1,rk)=
 [-t21+(2p+1)t1-4p+2]x2+[-2t21+
 (4p+2)t1-10p+7]xy+[-t21+(2p+1)t1-
 6p+6]y2+[-2t21+(4p+2)t1-6p+2]x+
 [-2t21+(4p+2)t1-8p+4]y+[-t21+
 (2p+1)t1-2p+1]+(2p-t1-1)(x+1)+
 1+(2p-t1-2)y=[-t21+(2p+1)t1-
 4p+2]x2+[-2t21+(4p+2)t1-10p+7]xy+
 [-t21+(2p+1)t1-6p+6]y2+[-2t21+
 (4p+1)t1-4p+1]x+[-2t21+(4p+1)t1-
 6p+2]y+[-t21-2pt1+1].
类似可以证明,当rk-1=rk=p时,(rk-1)(x+

1)+1+(rk-2)y+ZB(rk-1-1,rk)达到最大.综上可

知,定理结论成立.
定理5 令B(rn)是相关序列为(r1,r2,…,rn)的
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六角链.则
ZB(r1,…,ri-1,ri1

,ri2
,ri+1,…,rn)⪰ZB(rn),

其中ri =p,ri1+ri2 =ri+1,i=1,2,…,n.
证明 显然,有ri1+ri2-1=p,2≤ri1<p,2≤

ri2 <p.将X1,X2,X3去掉点x,y后的图形分别记作

X'1,X'2,X'3,并将X1,X2,X3去掉边xy所在的六边

形后的图形分别记作X″1,X″2,X″3,根据定理1和定

理2可以得到六角链B(rn)(图7(a))和六角链B(r1,…,

ri-1,ri1
,ri2
,ri+1,…,rn)(图7(b))的广义Clar覆盖多

项式为

ZB(rn)=ZB(X1)·ZB(X'3)+ZB(X'1)·
 ZB(X3)+yZB(X″1)·ZB(X″3)-
 ZB(X'1)·ZB(X'3), (4)
ZB(r1,…,ri-1,ri1

,ri2
,ri+1,…,rn)=ZB(X2)·

 ZB(X'3)+ZB(X'2)·ZB(X3)+yZB(X″2)·
 ZB(X″3)-ZB(X'2)·ZB(X'3). (5)

图7 六角链B(rn)(a)和六角链B(r1,…,ri-1,ri1
,ri2
,ri+1,…,rn)(b)

Fig.7 HexagonalchainB(rn)(a)andhexagonalchainB(r1,…,ri-1,ri1
,ri2
,ri+1,…,rn)(b)

  由式(4)和(5)可得

图8 六角链B(rn)中的X1(a)与六角链B(r1,…,ri-1,ri1
,ri2
,ri+1,…,rn)中的X2(b)

Fig.8 X1inhexagonalchainB(rn)(a)andX2inhexagonalchainB(r1,…,ri-1,ri1
,ri2
,ri+1,…,rn)(b)

ZB(r1,…,ri-1,ri1
,ri2
,ri+1,…,rn)-ZB(rn)=

 [ZB(X2)-ZB(X1)]·ZB(X'3)+[ZB(X'2)-
 ZB(X'1)]·[ZB(X3)-ZB(X'3)]+
 y[ZB(X″2)-ZB(X″1)]·ZB(X″3).

由引理1知ZB(X3)-ZB(X'3)⪰0,故只需考虑

ZB(X2)-ZB(X1),ZB(X'2)-ZB(X'1)和ZB(X″2)-
ZB(X″1)的序关系即可,断言ZB(X2)⪰ZB(X1).

如图8(a)和(b)所示,根据定理3,可得

ZB(X1)=ZB(ri-1)+ZB(ri-1-1)·lri-1+
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 yZB(ri-2-1)-ZB(ri-1-1), (6)
ZB(X2)=ZB(ri-1)·lr2-1+ZB(rr-1-1)·
 ZB(X4)+yZB(ri-2-1)·lri2

-1-
 ZB(ri-1-1)·lri2

-1, (7)

ZB(X4)=lri2
-1·lri1

-2-1+lri2
+y. (8)

因此,根据式(6)~(8)可得(图9)
ZB(X2)-ZB(X1)=ZB(ri-1)(lr

i2
-1-1)+

 ZB(ri-1-1)[ZB(X4)-lri-1
]+yZB(ri-2-1)·

 (lri2
-1-1)-ZB(ri-1-1)·(lri2

-1-1)=
 (lri2

-1-1)[ZB(ri-1)-ZB(ri-1-1)]+
 yZB(ri-2-1)·(lri2

-1-1)+ZB(ri-1-
 1)[ZB(X4)-lri-1

]=(x+2y+1)(lri2
-1-

 1)ZB(ri-2-1)+ZB(ri-1-1)·(ZB(X4)-
 lri-1

).

图9 六角链B(r1,…,ri-1,ri1
,ri2
,ri+1,…,rn)的

X2中的片段X4
Fig.9 FragmentX4inX2ofhexagonalchain

B(r1,…,ri-1,ri1
,ri2
,ri+1,…,rn)

结果中第一项系数都大于等于0,而ZB(ri-1-1)⪰
0,故只需考虑

ZB(X4)-lri-1=lri2
-1·lri1

-2-1+lri2
+y-lri-1=

 [(ri1-2)(x+1)+(ri1-3)y]·[(ri2-1)
 (x+1)+1+(ri2-2)y]-[((ri-1)(x+1)+
 1+(ri-2)y)]+[ri2

(x+1)+1+(ri2-1)y]+
 y-1=(ri1-2)(ri2-1)(x+1)2+(2ri1-
 5)(ri2-1)(x+1)y+(ri1-3)(ri2-2)y

2+
 (ri2-1)(x+1)+(ri2-2)y.
由此可知当ri1 ≥3且ri2 ≥2时,ZB(X4)-lri-1

的系数都大于等于零.而当ri1 =2时,由ri1 +ri2 =
ri+1知ri2 =ri-1;故当ri1 =2时,ZB(X4)-lri-1=
lri2

-1+y-1⪰0.因此ri1≥2,ri2≥2时,ZB(X2)⪰
ZB(X1).ZB(X'2)⪰ZB(X'1),ZB(X″2)⪰ZB(X″1)
可以类似证明.综上可知定理结论成立.

推论2 令B(rn+k)是相关序列为(r1,r2,…,
ri-1,ri,ri+1,…,rn,rn+1,…,rn+k)的六角链,则

ZB(r1,…,ri-1,ri1
,ri2
,ri+1,…,rn+k)⪰ZB(rn+k),

其中:r1=r2=…=ri=p,ri1+ri2 =ri+1,ri+1=
ri+2=…=rn =t,rn+1=rn+2=…=rn+k =r,p≥
3,i=1,2,…,n-1.

推论3 令B(rn)是相关序列为(r1,r2,…,ri-1,
ri,ri+1,…,rn)的六角链,则

ZB(r1,…,ri-1,ri1
,ri2
,ri+1,…,rn)⪰ZB(rn),

其中:r1=r2=…=ri=p,ri1+ri2 =ri+1,ri+1=
ri+2=…=rn =t,p≥3,i=1,2,…,n-1.

推论4 令B(rn)是相关序列为(r1,r2,…,ri-1,
ri,ri+1,…,rn).则

ZB(r1,…,rn-1,rn1
,rn2
)⪰fn,

其中:r1=r2=…=rn=p,rn1+rn2 =rn+1,p≥3.
以下考虑的是相关序列为(r1,r2,…,rn)且包含s

个六边形的六角链.
定理 6 令 B (rn)是 一 个 六 角 链.则

ZB(2,2,…,2􀮣 􀮥􀮤􀪁􀪁 􀪁􀪁
s-1

)⪰ZB(rn).
证明 由定理5可知对于任意一个包含s个六边

形的六角链,想要得到广义Clar覆盖多项式更大的六

角链,只需对其每个极大线性六角链进行裂变,通过

一系列裂变后,最终可以得到一个每个极大线性链中

只包含两个或三个六边形的六角链.即
s=3u+2v-(u+v-1)=2u+v+1,u≥0,
 v≥0,

其中u代表恰好包含3个六边形的极大线性六角链的

个数,v代表恰好包含2个六边形的极大线性六角链

的个数.显然这样的u,v一定是存在的.当u为奇数

时,v=0,2,4,…,s-1;当u为偶数时,v=1,3,5,…,
s-1.事实上,只需要考虑v=0或v=1的情形.

情形1.当v=0时,则最终包含s个六边形的六

角链的相关序列满足r1=r2=…=ru=3.根据推论3
和推论4可知,对此六角链做一系列裂变,最终裂变

成每个极大线性链只包含2个六边形的六角链,即

ZigZag六角链ZB(2,2,…,2􀮣 􀮥􀮤􀪁􀪁 􀪁􀪁
s-1

).
情形2.当v=1时,可以考虑以下两种子情形:
情形2.1.当r1=r2=…=ru=3,ru+1=2时,证明

方法类似于情形1.
情形2.2.当ri=2,r1=…=ri-1=ri+1=…=ru+1,

i=1,2,…,u时,根据推论2和推论3可知,对此六角链

做一系列裂变,最终裂变成每个极大线性链只包含2个

六边形的六角链,即ZigZag六角链ZB(2,2,…,2􀮣 􀮥􀮤􀪁􀪁 􀪁􀪁
s-1

).
综上所述,在所有六边形个数为s的六角链中,具
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有最大广义Clar覆盖多项式的六角链是其每个极大

线性链恰包含2个六边形的Zigzag六角链,即ZB

(2,2,…,2􀮣 􀮥􀮤􀪁􀪁 􀪁􀪁
s-1

).
由上述分析可知,对于任意一个相关序列为(r1,

r2,…,rn)的六角链,若对六角链中的任意一个极大线

性六角链做一次裂变就会使其广义Clar覆盖多项式

变大.由此可知对于包含s个六边形的任意六角链,只
包含一个极大线性六角链的六角链的广义Clar覆盖

多项式是最小的.因此,有如下结果:
定理7 令B(rn)是包含s个六边形的六角链.则

ls⪯ZB(rn).
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