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摘要:[目的]为了实现转子系统中存在不确定性时各变量对临界转速影响程度的快速求解,提出一种考虑混合不确

定性的全局灵敏度快速计算方法.[方法]采用概率盒表征输入参数的混合不确定性;再将混沌多项式展开(polynomial
chaosexpansion,PCE)与切比雪夫(Chebyshev)区间法相结合,分别用于处理随机和认知不确定性;最后通过不确定性

传递求解Sobol灵敏度指标的上下界实现全局灵敏度分析.建立某动力涡轮模拟转子的有限元模型,以系统参数对其临

界转速的灵敏度分析为例,对所提出方法进行验证,并与传统的双层蒙特卡洛采样法(MonteCarlosampling,MCS)进
行对比.[结果]在计算精度相当的情况下,与双层MCS相比,本文所提方法计算时间减少了98.63%,显著提高了灵敏

度分析的效率.[结论]该方法可快速获得考虑混合不确定性情况下与转子临界转速有关参数的重要性排序.
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Abstract:[Objective]Torapidlydeterminetheimpactofvariousvariablesonthecriticalspeedofrotorsystemswithuncertainty,
hereinweproposearapidglobalsensitivitycalculationmethodinwhichhybriduncertaintiesareconsidered.[Methods]Inthis
method,probabilityboxesareusedtorepresentthemixeduncertaintyofinputparameters.ThencombinetheChebyshevinterval
methodwiththepolynomialchaosexpansion(PCE)tohandlecognitiveandrandomuncertainties,respectively.Finally,global
sensitivityanalysisisachievedbysolvingtheupperandlowerboundsoftheSobolsensitivityindexthroughuncertaintytransfer.A
finiteelementmodelofasimulatedpowerturbinerotorisestablishedtoverifytheproposedmethodthroughsensitivityanalysesof
systemparametersonitscriticalspeeds.[Results]Oursimulationresultsarecomparedwiththoseobtainedbythetraditionaldouble-
loopMonteCarlosampling(MCS)method.Theyindicatethat,withcomparablecomputationalaccuracy,theproposedmethod
reducescomputationtimeby98.63%comparedtothedouble-loopMCS,thussignificantlyenhancingtheefficiencyofsensitivity
analyses.[Conclusions]Theproposedmethodcanquicklyobtaintheimportancerankingofparametersrelatedtothecriticalspeedof



厦门大学学报(自然科学版) 2025年

http:∥jxmu.xmu.edu.cn

rotor-consideringmixeduncertainties.
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  转子系统是航空发动机、燃气轮机等涡轮机械的

核心部件,其设计是一项重要且复杂的工作[1].在现

代工业设计中,工程人员普遍采用建模和仿真技术进

行转子系统的结构设计与评估,以确保其能够安全平

稳地运行.转子的临界转速是结构设计过程必须考虑

的重要因素,需要使临界转速远离工作转速,以防系

统产生剧烈振动.然而仿真得到的转子动态特性易受

到普遍存在的不确定性的影响而与真实动态特性存

在误差,这甚至可能导致性能偏离初始设计或振动恶

化[2],这些不确定性包括制造误差、材料特性、外部激

励,以及模型简化、测量和仿真误差等.
考虑到上述不确定性因素的存在,有必要定量分

析输入变量的不确定性对临界转速的影响程度,为简

化模型、减小决策失误率和提高产品质量提供理论依

据[3].全局灵敏度分析可以用于描述模型受每个输入

变量或其组合的可变性的影响,常用的灵敏度分析包

括:基于方差的全局灵敏度分析[4]、基于相关性度

量[5]和基于线性化方法的局部灵敏度分析[6-7]等.Cao
等[8]在考虑模型随机不确定性的情况下,利用全局灵

敏度分析对航空往复式发动机最大压力的相关参数

进行重要性排序,并根据结果重新设计相关参数实现

发动力性能提升.Ma等[9]基于蒙特卡洛法揭示了双

转子在非平衡态下的振动规律和各参数的灵敏度.
Salomon等[10]以涡扇发动机为例,用Kucherenko指

标进行灵敏度分析,证实了劣化效应对飞机发动机关

键性能参数的直接影响.由于计算灵敏度过程往往需

重复调用模型,计算成本高,因此常常利用代理模型

技术来提高计算效率.常用的代理模型方法包括多项

式响应面法(responsesurfacemethod,RSM)、Kriging
模型、支持向量机(supportvectormachine,SVM)、神
经网络(neuralnetwork,NN)等.陈 泽 权[11]借 助

Kriging模型,提出了适用于全局精度代理模型的序列

与并行自适应采样策略,构建了全局精度代理模型.李
朝阳[12]提出全域响应面法,克服了传统标量型响应面

法的位置依赖性,大幅度减少有限元分析次数.庞慧

明[13]将方向重要性抽样和双拓展支持向量回归相结

合,并拓展为一种自适应算法,该方法减少了灵敏度分

析所需样本数.金燕等[14]采用遗传算法改善了神经网

络法中随机变量多且差异大时灵敏度计算效率低下的

问题.在不确定性分析领域,多项式混沌展开(PCE)是

最常用的代理模型技术之一,其核心为各类正交多项

式,而每一类正交多项式正好对应一类典型的概率分布

模型,使得PCE能非常高效地获得响应在特定分布参

数下的随机统计矩[15],从而快速求解灵敏度指标.
现有灵敏度研究主要考虑参数的随机性,随着工

程需求提升以及实际问题复杂度的增加,存在因认知

不足导致难以确定各输入变量的分布参数的情况,有
必要进一步发展兼顾随机不确定性与认知不确定性

的灵敏度分析方法.宋静文[16]提出了一种基于扩展双

层蒙特卡洛采样(MonteCarlosampling,MCS)的灵

敏度指标求解方法.汤鸿杰等[17]提出一种概率盒框架

下的全局灵敏度分析方法,基于双层非嵌入式PCE求

解灵敏度指标,提升计算效率.现有研究在考虑混合

不确定性的灵敏度分析中,针对认知不确定性通常使

用MCS方法,然而 MCS的主要缺点是收敛速度慢,
这意味着它需要大量采样才能产生准确可靠的输出,
导致计算效率低.此外,在转子临界转速的灵敏度分

析方面相关工作较少.本文提出一种考虑混合不确定

性的转子临界转速快速灵敏度计算方法.采用概率盒

表征转子系统输入参数的混合不确定性,利用切比雪

夫(Chebyshev)区间法(即利用切比雪夫多项式估计

变量区间的方法)处理认知不确定性,用PCE处理随

机不确定性,最后用Sobol灵敏度指标的上下界来判

别变量对系统输出响应的影响程度.Chebyshev-PCE
法旨在结合两类多项式代理模型的优势,在不改变原

系统求解方案的前提下有效处理包含两类不确定性

的动力学问题.

1 考虑混合不确定性的转子模型

1.1 转子临界转速

对于一个转子系统,建立其运动微分方程为

MU
··
+(C+ΩG)U

·
+KU =F, (1)

式中,M、C、G和K 分别表示转子系统全局质量矩阵、
阻尼矩阵、陀螺矩阵和刚度矩阵,Ω 为转子自转角速

度,F为外部激励,U
··、U

·
和U分别为加速度、速度和位

移向量.考虑陀螺力矩的情况下,圆盘不仅有自转角

速度,还有圆盘中心绕静平衡位置作频率为ω的简谐

运动,称为涡动或进动.当Ω和ω 方向相同时称为正

进动,反之为反进动.式(1)的齐次式为

·872·
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MU
··
+(C+ΩG)U

·
+KU =0. (2)

设其解为U =U0eiωt,代入式(2)得其特征方程为

[-Mω2+(C+ΩG)ω+K]U0=0. (3)
令系数行列式为0,有

|-Mω2+(C+ΩG)ω+K|=0. (4)
求解ω,就可以得出在自转角速度为Ω时,转子系统的

涡动角速度.当ω=Ω时,称此时的进动为同步正进

动,ω=-Ω时则称为同步反进动.由于不平衡量的激

励,转子将作正进动,因此通常所说的转子临界转速

一般指同步正进动时的临界转速.将Ω =ω带入式

(3),特征值的算术平方根即为各阶临界角速度.有限

元软件中计算复杂转子临界转速最通用的方法是作

坎贝尔图.在感兴趣的转速区间内选取若干个自转角

速度,计算对应的涡动角速度,将相同阶次、相同涡动

方向的点连接起来,找到连线上与直线ω=Ω相交的

点,即为临界转速.

1.2 混合不确定性

如今最受认可的分类法将各种不确定性分为两

类:随机不确定性和认知不确定性.随机不确定性用

于描述物理系统和自然过程中固有的随机性或可变

性,认知不确定性源于对物理系统和人为因素的不完

整了解,通过收集更多信息和学习更多知识,可以减

少甚至消除它.在实际工程应用中,对于一个随机变

量,由于无法获得该变量足够多的测量值,则难以确

定该变量的参数.例如已知转子的密度ρ~N(7870,
σ2),这表现了随机不确定性;但方差σ2 的值不确定,
只知其在某区间内变化,这表现了认知不确定性,则
可称ρ考虑了随机和认知的混合不确定性.

在混合不确定性条件下,式(2)可改为

M(abI)U
··(abI)+(C(abI)+ωG(abI))U

·(abI)+
 K(abI)U(abI)=F(abI), (5)

其中,abI表示同时考虑转子系统存在的随机不确定

性和认知不确定性.对于这样的不确定系统,很难有

统一的理论框架来求解.常规的处理方法是分别量化

随机和区间不确定性,本研究提出的方法将首先处理

认知不确定性,其次解决随机不确定性,通过不确定

性传递计算概率盒框架下转子临界转速参数的Sobol
灵敏度指标.

1.3 基于Chebyshev-PCE的混合不确定性快

速传递方法

  针对转子临界转速灵敏度计算问题,若用传统

MCS方法对混合不确定性系统进行抽样,将需要大量

样本数量,产生巨大的计算成本,因此考虑使用其他

高效的不确定性分析方法.在众多概率和非概率方法

中,Chebyshev区间法相比于其他区间法有更小的过

估计;PCE方法能够精确地描述任意分布形式的随机

变量的随机性,理论上,当条件满足时,PCE方法可以获

得指数收敛的速度,是一种非常有效的基于随机展开的

不确定性分析方法.因此本文提出一种Chebyshev-
PCE方法,以期在保证准确性的前提下大幅减少计算

时间.
首先采用Chebyshev区间法处理混合不确定性

问题中的认知不确定性.对于任意标准区间变量x∈
[-1,1],n维Chebyshev多项式定义为

Cn(x)=cos(n·arccos(x)),x∈[-1,1].(6)
根据 Weierstrass定理,任意一个定义在标准区

间内的实函数f(x)可以找到一个n阶最佳平方逼近

函数gn(x):

f(x)≈gn(x)=S0
2+∑

n

i=1
SiCi(x),x∈[-1,1],

(7)

Si =2π∫
1

-1

f(x)Ci(x)
1-x2

dx≈

 2π∑
q

k=1
Skf

~(xk)Ci(xk), (8)

式中:q为插值节点数;Sk 为积分系数,可取为Sk =
π/q;f

~(xk)为 原 函 数 f(x)在 插 值 节 点 处 的 值;

Ci(xk)为Ci(x)在插值节点处的值.插值节点xk可以

取为

xk =cos2k-1
2q π  ,k=1,2,…,q. (9)

至此,可将式(7)改写为

gn(x)=1q∑
q

k=1
f
~(xk)+

 2q∑
n

i=1
∑
q

k=1
f
~(xk)Ci(xk)Ci(x). (10)

由于Chebyshev多项式要求在标准区间内进行,
因此需要将任意区间范围[b,b

-]的输入参数b线性变

换到标准区间[-1,1]内:

x=
2b-(b-+b

-)
b--b

,x∈[-1,1],b∈[b,b
-    ].(11)

式(11)是一维区间参数的表达方式,若区间参数有多

维且各自独立,则每一个参数都按此法逐一进行变

换.为方便说明,考虑一维区间参数的转子系统动力

学不确定性问题可表示为

gn(x)=1q∑
q

k=1
Y
~(bk)+

·972·
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 2q∑
n

i=1
∑
q

k=1
Y
~(xk)Ci(xk)Ci(x), (12)

式中Y
~(bk)为转子系统在原区间插值节点bk 处的实

际输出值,是一个确定性的值,在本研究中代表Sobol
指标.进一步,容易求出gn 在区间[-1,1]的最值.最
后根据式(11)进行逆变换即可得到取得转子Sobol指

标边界时的实际区间参数向量.将得到的确定性区间

参数向量传递至内层随机不确定性中进行后续计算.
接着考虑随机不确定性,区间参数都使用上一步

计算得到的确定值.转子系统的位移写为

U =∑
p

i=0
αiψi(ξ), (13)

其中:αi 为PCE系数,是重点关注的部分;ψi(ξ)表示

Hermite正交多项式.PCE的项数p为

p=
(n1+λ)!
n1!λ! -1, (14)

其中:n1为随机参数的维数,λ为截断后PCE的阶

数.理论上求p+1个系数需要有p+1个真实样本

点,但实际操作中取样本点多于p+1的情况对结果

收敛效果更好[18],本研究取样本点数Q ∈ [1.5p,
2p].式(13)可化为矩阵形式

ψ0(ξ1) ψ1(ξ1) … ψp(ξ1)

ψ0(ξ2) ψ1(ξ2) … ψp(ξ2)
︙ ︙ ⋱ ︙

ψ0(ξQ)ψ1(ξQ) … ψp(ξQ)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

α0
α1
︙
αp

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

 

U(ξ1)
U(ξ2)
︙

U(ξQ)

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

. (15)

图1 精确与非精确概率的差异

Fig.1 Thedifferencebetweenexactandimpreciseprobabilities

其中,ξj(j=1,2,…,Q)为随机参数样本点,U(ξj)为
转子系统在样本点处的实际位移输出,是一个确定的

数值或向量.求出系数后即可成功构建多项式混沌代

理模型,后续计算只需在代理模型上进行即可,较好

解决了原模型计算量庞大的问题.
计算PCE系数的方法主要有回归法和投影法,回

归法相比于投影法的最主要的优势在于可以使用任

意数量的点来计算系数.由于样本数目多于PCE系数

个数,因此选用普通最小二乘回归(ordinaryleast
squares,OLS)即可求得PCE系数.熊芬芬等[19]的研

究表明,在低维问题中基于OLS求解PCE系数的计

算精度可以与MCS非常接近.对于高维问题,OLS将

不可避免地遇到维数灾难与多重共线性问题.因此,
赵威等[20]提出一种稀疏偏最小二乘回归-PCE代理模

型方法,用于解决高维全局灵敏度分析问题.在转子

设计问题中自变量个数一般比较少,可以简化为低维

问题,因此本文暂时不纳入与高维方法的对比.
上述产生样本点的方法假定了所有样本点同等

重要,但该假设是不合理的,那些处于低频区的样本

点对回归的影响会被放大,从而带来误差.因此可在

式(15)中加上样本权值矩阵W =diag(w1,w2,…,
wQ),如此考虑了各样本点的重要性,以确保数据的

代表性,可以一定程度上避免过拟合或欠拟合问题,
从而提高PCE系数的估算精度.

2 基于概率盒框架的Sobol灵敏度指标

2.1 概率盒理论

概率盒是非精确概率描述方法的一种,对于任意随

机变量 X,其累积分布函数(cumulativedistribution
function,CDF)F(x)的下限和上限为

F(x)=P(X≤x),x∈R,
F(x)=P(X>x),x∈R.

(16)

精确与非精确概率的差异如图1所示.概率盒

[图1(b)]由若干条CDF曲线组成,每条CDF的光滑
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程度与随机不确定性的样本数量正相关,概率盒宽度

由认知不确定性决定.当信息充足时,变量的参数都

已确定,此时精确概率分布曲线如图1(a)所示;若变

量的参数只知变化范围时,所有的CDF曲线包含在如

图1(b)两条曲线包围的区域内,该区域就是描述变量

X不确定性的概率盒.随着收集到更多的信息,概率

盒会向着精确分布靠近.

2.2 概率盒框架下的Sobol指标

全局灵敏度分析旨在根据每个单个输入参数或

其组合的贡献来分解模型输出的方差[21].判别参数贡

献程度的指标多种多样,有Borgonovo指标、Sobol指

标、协方差分析指标和 Kucherenko指标等,其中

Sobol指标可以将输出方差分解成输入变量的各部分

及其交互作用的贡献,有助于全面理解参数间的复杂

关系.由此可得灵敏度的定义为

Si,… =Vi,…

V
, (17)

其中,V 为总方差,Vi,… 为偏方差.无论是一阶效应项

(如Si)还是高阶交互效应项(如Si,j)公式皆一致,均
表示对应变量或变量组的贡献占总方差的比例.在后

续阐述中,将Si 称为主指标,STi 称为总指标,其定义

为STi =1-S~i,其中S~i是除变量Xi之外的所有变

量的灵敏度之和.
传统Sobol法输入变量为精确分布函数,因此灵

敏度指标结果为常值,而用概率盒描述输入变量不

确定性时,灵敏度指标结果将在区间内变化.考虑一

存在混合不确定性的输入变量Xi,其分布参数θi

存在认知不确定性,并用区间描述,即θi ∈ [θLi,
θUi],分布参数在区间内每指定一个值,就可得对应

的灵敏度指标,因此Sobol指标是分布参数的函数,
定义为:

SLi = min
k=1,2,…,K

Sik(θik),

SUi = max
k=1,2,…,K

Sik(θik), (18)

STLi = min
k=1,2,…,K

ST
ik(θik),

STUi = max
k=1,2,…,K

ST
ik(θik). (19)

其中,K 为分布参数θi 在区间[θLi,θUi]内的取值个数.
输入变量Xi 为概率盒时,主指标下界SLi 表示Xi 的

分布参数θi 取值对结果影响最小的情况,若其大于一

个较大的规定值ε1,则区间[SLi,SUi]内所有值均大于

ε1,那么减小该参数的不确定性可以显著影响到输出

结果;总指标上界STUi 表示Xi 的分布参数θi取值对结

果影响最大的情况,若其小于一个较小的规定值ε2 则

区间[STLi ,STUi ]内所有值均小于ε2,则无论怎样减小

该参数的不确定性对输出结果的影响都可忽略不计.
综上,对于概率盒框架下的灵敏度问题可用主指标下

界SLi 作为确定重要变量的指标,用总指标上界STUi 作

为确定可忽略不确定性的变量的指标.

2.3 基于Chebyshev-PCE的概率盒框架的参

数灵敏度求解

  根据1.3节中介绍的混合不确定性快速传递方

法,基于Chebyshev-PCE的概率盒灵敏度求解方法总

体思路为:用Chebyshev区间法确定取得灵敏度区间

边界时的参数θi 的取值,将其传递至内层,再由构建

的PCE代理模型求得已知参数θi 对应的灵敏度区间

边界.具体步骤如下:
步骤1:从转子系统的材料特性和几何特性中选

择具有混合不确定性的变量,确认其服从的分布类型

和分布参数的区间范围.
步骤2:按顺序从r个参数中选择第i个参数

(i=1,2,…,r),根据该参数的区间边界和设置的插

值点数计算Chebyshev插值点bk.
步骤3:此时将其他参数取区间中值,计算系统在

插值点处的各变量的主指标Si 和总指标ST
i.该步骤

可以用步骤5~7的PCE方法简化计算.
步骤4:构建切比雪夫逼近方程,寻找最值位置

bmax和bmin,得到取得灵敏度区间边界时参数的实际

值,将该组值传递至内层.
步骤5:根据每一个随机不确定性变量的分布选

择合适的正交多项式基底,选择合适的阶数和配置

节点.
步骤6:将配置点带入系统原模型中得到确定性

的输出值并用于求解PCE系数.
步骤7:通过PCE代理模型计算各变量的SLi、

SUi、STLi 和STU
i .依照SLi 和SU

i 对各变量进行排序分

析,筛选主要变量和可忽略不确定性的变量.
从图2可以看出,基于Chebyshev-PCE的方法计

算概率盒框架下Sobol灵敏度指标时,共调用原模型

计算M×r×(q+2)次,M 为PCE配置点数.相比于

双层MCS调用次数Q×(N(r+2))(其中N 是内层

抽样数)和双层 MCS-非嵌入式PCE(MCS-NIPC)法
调用次数 M×Q(其中Q 为认知不确定性的抽样

数)[17],因r×(q+2)≪Q,所以本方法提升了概率盒

框架下Sobol指标的求解效率.而其他元模型方法(如
Kriging模型)通常只应用于某一类型的不确定性.在
考虑随机和认知均存在的混合不确定问题中,本文所

采用的方法在抽样效率上显著优于多种目前广泛采

用的单层代理模型.
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图2 基于Chebyshev-PCE概率盒框架下的Sobol指标求解流程

Fig.2 SobolindicessolvingprocessbasedonChebyshev-PCEunderprobabilityboxframework

3 基于Chebyshev-PCE的灵敏度分析
算例

  为了验证所提出方法是否可以高效且准确地计

算概率盒框架下的Sobol灵敏度指标,本节先用一个

简单的数值算例验证Chebyshev-PCE法的准确性,然
后将本方法应用于转子临界转速的灵敏度分析中.

3.1 数值算例

考虑一个3变量模型Y=X21+X2+0.1X1X3[21],
具体不确定性特征如表1所示.

表1 数值算例的不确定性表征

Tab.1 Uncertaintyrepresentationofnumericalexample

自变量 参数分布类型 分布参数的认知不确定性

X1 正态分布 μ1=0,σ21∈[0.04,1]

X2 正态分布 μ2=0,σ22∈[0.04,1]

X3 正态分布 μ3=0,σ23∈[0.04,1]

  通过解析法求得三个变量的一阶方差和总方

差为:
V(Y)=2σ41+σ22+0.01σ21σ23,
V1=2σ41,V2=σ22,V3=0,

VT
1 =2σ41+0.01σ21σ23,VT

2 =σ22,
 VT

3 =0.01σ21σ23.

(20)

由上式容易求得灵敏度指标上下界,作为对照解.
根据图2所示流程,PCE截断阶数取6,配置点数

为100,抽样方法为拉丁超立方抽样;Chebyshev插值

点数为10,多项式阶数为5.将Chebyshev-PCE法与

解析法的求解结果进行对照,如表2所示.
从表2可知两种方法计算结果基本相同,按SLθk

对变量重要程度进行排序,结果均为X2>X1>X3,
由此可得基于Chebyshev-PCE的概率盒框架下灵敏

度求解方法可以准确判断变量的重要性大小.

3.2 动力涡轮转子临界转速灵敏度分析算例

以某动力涡轮模拟悬臂柔性转子[22]为例对所提出

方法进行验证,转子有限元模型如图3所示.盘和轴分

别采用四面体网格和六面体网格,单元尺寸为5mm,
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表2 不同求解方法下数值算例各变量的灵敏度指标对比

Tab.2 Sensitivityindicatorscomparisonofvariablesinnumericalexamplesolvedbydifferentmethods

自变量 求解方法 SL SU STL STU

X1 解析法 0.0032 0.9802 0.0033 0.9805
Chebyshev-PCE法 0.0032 0.9802 0.0032 0.9805

X2 解析法 0.0195 0.9967 0.0196 0.9968
Chebyshev-PCE法 0.0195 0.9968 0.0195 0.9968

X3 解析法 0 0 0.0001 0.0174
Chebyshev-PCE法 0 0 0 0.0103

节点数量为147954,单元数为69708,已经过网格收

敛性验证.使用Inteli7-9700@3.00GHz台式机进行

计算,单次计算平均时间为48s.选择轴弹性模量E,
密度ρ,泊松比ν,4个支点处轴承刚度k1、k2、k5、k6,两
级盘的质量m,极转动惯量Jp和直径转动惯量Jd,共

10个物理量作为输入随机变量.假设各随机变量服从

正态分布且相互独立,利用有限元法求出上述10个

物理量的值作为平均值,变异系数取5%~15%求出

方差的区间,动力涡轮转子系统各变量具体信息如表

3所示.

图3 动力涡轮转子有限元模型

Fig.3 Finiteelementmodelofpowerturbinerotor

表3 动力涡轮转子变量的分布及其参数信息

Tab.3 Variablesdistributionanditsparameterinformationofpowerturbinerotor

变量 参数分布类型
分布参数的认知不确定性

μ σ2

弹性模量E/Pa 正态分布 2.09×1011 [1.09×1020,9.83×1020]
密度ρ/(kg·m-3) 正态分布 7870 [1.55×105,1.39×106]
泊松比ν 正态分布 0.295 [2.18×10-4,1.96×10-3]

1号支点轴承刚度k1/(N·m-1) 正态分布 5×107 [6.25×1012,5.63×1013]

2号支点轴承刚度k2/(N·m-1) 正态分布 6.3×105 [9.92×108,8.93×109]

5号支点轴承刚度k5/(N·m-1) 正态分布 5×107 [6.25×1012,5.63×1013]

6号支点轴承刚度k6/(N·m-1) 正态分布 4.6×105 [5.29×108,4.76×109]
盘的质量m/(kg) 正态分布 9.354 [0.22,1.97]
盘极转动惯量Jp/(kg·m2) 正态分布 0.05548 [7.70×10-6,6.93×10-5]
盘直径转动惯量Jd/(kg·m2) 正态分布 0.0309 [2.39×10-6,2.15×10-5]

  根据图2所示步骤,PCE截断阶数取8,配置点数

为200,抽样方法为拉丁超立方抽样,根据变量分布类

型均取Hermite多项式为基函数;Chebyshev插值点

数为8,多项式阶数为5.为验证结果准确性,采用双层

蒙特卡洛抽样计算灵敏度作为对照,如表4所示,误
差均在6%合理范围内,不影响排序结果,证明该方法
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有很好的准确性.Chebyshev-PCE法调用原模型次数

为16400次,(MCS-MCS)法调用原模型次数为1.2×
106次,计算时间减少98.63%,计算效率明显提升.依

据主指标下界SLi,十个变量按照重要性程度从大到

小排列为:E>ρ>Jp>Jd>m>k6>k1=k2=
k5=ν.主指标和总指标排序分别如图4和图5所示.

表4 动力涡轮转子的Sobol指标计算结果

Tab.4 Sobolindicescalculationresultsofpowerturbinerotor

变量 计算方法 SL 误差/% SU STL STU 误差/%

E/Pa MCS-MCS 0.0943 0.8527 0.0966 0.8828

Chebyshev-PCE 0.0999 5.9 0.9060 0.1003 0.9066 2.7

ρ/(kg·m-3) MCS-MCS 0.0642 0.7976 0.6580 0.8721

Chebyshev-PCE 0.0610 5.0 0.8396 0.0637 0.8430 3.3

ν MCS-MCS 0 0 3.7927×10-5 9.1689×10-5

Chebyshev-PCE 0 0 0 3.7832×10-5 8.9422×10-5 2.5

k1/(N·m-1) MCS-MCS 0 0 2.8146×10-4 8.6886×10-4

Chebyshev-PCE 0 0 0 2.8020×10-4 8.2973×10-4 4.5

k2/(N·m-1) MCS-MCS 0 6.0804×10-4 5.4503×10-4 5.6345×10-4

Chebyshev-PCE 0 0 6.0798×10-4 5.4357×10-4 5.4822×10-4 2.7

k5/(N·m-1) MCS-MCS 0 0 0.0013 0.0026

Chebyshev-PCE 0 0 0 0.0013 0.0025 3.8

k6/(N·m-1) MCS-MCS 2.6083×10-5 0.0019 5.9073×10-4 0.0012

Chebyshev-PCE 2.5051×10-5 4.0 0.0019 5.8908×10-4 0.0012 0
m/kg MCS-MCS 0.0028 0.2055 0.0053 0.2127

Chebyshev-PCE 0.0027 3.6 0.1984 0.0051 0.2040 4.1
Jp/(kg·m2) MCS-MCS 0.0053 0.3019 0.0072 0.3118

Chebyshev-PCE 0.0052 1.9 0.3001 0.0069 0.2996 3.9
Jd/(kg·m2) MCS-MCS 0.0041 0.2780 0.0051 0.2752

Chebyshev-PCE 0.0039 4.9 0.2650 0.0049 0.2650 3.7

图4 SL

Fig.4SL

  由表4和图4~5可知,弹性模量E、密度ρ、盘的

质量m、转动惯量Jp 和Jd 主指标下界SL 较大,这些

变量对转子临界转速的影响很大,不可忽略其不确定

图5 STU

Fig.5STU

性.泊松比ν和刚度k1、k2、k5、k6的总指标上界STU 较

小,这些变量对转子临界转速的影响很微弱.因此可

以得出结论,该动力涡轮转子临界转速不确定性主要
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由弹性模量、密度和盘的质量与转动惯量引起,对该模

型进行不确定性量化和分析时可将泊松比和4个支

承处刚度的参数定为其区间内任意值,该做法不会对

结果产生影响且实现了模型的降维.

4 结 论

1)考 虑 参 数 在 混 合 不 确 定 性 的 情 况 下,
Chebyshev-PCE法可以进行概率盒框架下的灵敏度

指标求解,且准确性好.该方法使用了Chebyshev多

项式拟合逼近和PCE代理模型,避免了传统方法抽取

大量样本,显著提升了Sobol灵敏度指标计算的效率.
2)概率盒灵敏度方法可以在考虑混合不确定性

时对转子系统的变量进行重要性排序,筛选其中对输

出响应影响小的变量.在对该模型后续的研究中可将

该变量视为确定的数值,实现模型降维.
3)本研究仅考虑了转子系统的临界转速进行灵

敏度分析,然而实际工程中对转子不平衡响应等其他

输出响应也感兴趣,后续研究会考虑多响应情况的灵

敏度分析.另外为了方便说明方法的原理且不失一般

性,本文将各变量视为互相独立,后续将会研究变量

间相关性问题.
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