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摘要:[目的]声学黑洞(acousticsblackhole,ABH)很薄的局部位置存在结构强度问题,并可能产生裂纹.本文对

ABH梁随机振动的裂纹疲劳扩展分析理论进行研究,并对其疲劳寿命进行预测.[方法]采用Paris公式模拟裂纹疲劳

的扩展速率,构建裂纹扩展速率与应力范围均方根的关系式;再基于假设振型法建立振动方程,通过应力频响函数推导

出应力功率谱密度(powerspectraldensity,PSD),进而计算随机激励下的应力范围均方根.最后将裂纹情况下等效弯曲

刚度修正模型带入应力范围均方根,并提出了一种针对ABH梁的随机振动疲劳寿命预测流程.[结果]ABH梁中裂纹

相对深度与疲劳寿命基本呈负相关.裂纹位置和ABH结构参数(包括黑洞半径、黑洞阶次和截断厚度)对裂纹疲劳寿命

的影响具有明显的非线性特性;此外,增加阻尼能够有效延长裂纹疲劳寿命.[结论]当监测到ABH梁的裂纹时,需根据

裂纹的位置和相对深度、黑洞半径、截断厚度等参数预测ABH梁的裂纹疲劳寿命.
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Abstract:[Objective]Inthethinlocalareaoftheacousticblackhole(ABH),structuralstrengthissuesexist,andcracksmay
develop.Herein,weattempttotheoreticallyanalyzetherandomvibrationcrackfatiguegrowthofABHbeamsandpredictstheir
fatiguelife.[Methods]TheParisformulaisusedtosimulatethecrackfatiguegrowthrateandtoestablishtherelationshipbetween
thecrackgrowthrateandtherootmeansquare(RMS)ofstressrange.Then,thevibrationequationisalsoestablishedbasedonthe
assumedmodemethod,andthestresspowerspectraldensityisderivedthroughthestressfrequencyresponsefunction.Allthese
resultsleadtothecomputationoftheRMSofstressrange.Finally,theequivalentbendingstiffnesscorrectionmodelundercrack
conditionsissubstitutedintotheRMSofstressrange,andarandomvibrationfatiguelifepredictionprocessforABHbeamsis
proposed.[Results]Thecorrectnessofthemethodisvalidatedbycomparingthenaturalfrequencies.TheRMSofstressrangevalues
ofABHbeamsanduniformbeamsarecompared,anditisfoundthattheRMSofstressrangevaluesofABHbeamssignificantly
exceedsthanthatofuniformbeams,indicatingamoreobviouslocalstressconcentrationeffect.Meanwhile,therelativedepthofthe
crackinABHbeamsisbasicallynegativelycorrelatedwiththefatiguelife.Furthermore,theinfluenceofcracklocationandABH
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structuralparameters(includingblackholeradius,blackholeorder,andtruncationthickness)onthecrackfatiguelifeshowsobvious
nonlinearcharacteristics.Inaddition,increasingdampingcaneffectivelyextendthecrackfatiguelife.[Conclusion]Whencracksare
detectedintheABHbeam,thefatiguelifeoftheABHbeamneedstobepredictedbasedonparameterssuchasthelocationandthe
relativedepthofcracks,theradiusoftheblackhole,aswellasthecutoffthickness.

Keywords:acousticblackholebeam;randomvibration;crackpropagation;stresspowerspectrum;lifeprediction

  Krylov等[1]提出声学黑洞(acousticsblackhole,
ABH)这一术语,借鉴天体物理学中 ‘黑洞’(BH)的
概念.其基本原理源于 Mironov[2]的开创性研究:在薄

板楔形结构中,存在类似于黑洞效应的现象:随着薄

板厚度的减小,弯曲波的传播速度也随之降低;在薄

板的边界附近,由于厚度的减少,波到达边缘所需的

传播时间趋于无限,从而导致该区域的反射系数接近

于零.Krylov等[1,3]首次将ABH的概念应用于梁结

构,通过在结构中引入厚度变化来操控弯曲波的传

播,从而实现对弯曲波的有效控制.
ABH作为一种全新的结构形式,在振动噪声控

制、声波调控和能量回收等领域展示出极大应用潜

力[4-5].由于ABH梁存在局部位置较薄,在实际应用

中会引起结构强度问题.Du等[6]提出了一种基于高

斯展开的频域方法,用于ABH结构的疲劳分析.该方

法通过利用ABH 结构模态的特性,直接在频域中估

算疲劳损伤.结果表明,该方法在ABH结构的疲劳分

析中表现出良好的适用性和高精度.魏彩凤等[7]采用

四种随机载荷谱对ABH梁进行数值建模,并进行了

疲劳可靠性分析.结果表明,特征频率和位移功率谱

密度(powerspectraldensity,PSD)偏差均在误差范围

内,且ABH区域的振动疲劳寿命随载荷谱变化而变

化.在航空航天、航海及汽车工程等领域,结构常面临

复杂的随机振动载荷环境,这使得振动疲劳寿命成为

这些重要工程领域的关键制约因素.目前,针对随机

载荷下的疲劳寿命问题已取得了不少研究进展.
Petrucci等[8]提出了一种基于应力PSD的方法,用于

高效预测部件在高斯稳态宽带随机载荷下的高周疲

劳寿命.该方法避免了繁琐的时域仿真,适用于任意

形状的PSD随机应力过程,并显著提升了预测精度.
Wu等[9]建立基于道路载荷谱的平均值和振幅分布模

型,结合高低周疲劳的临界应力与载荷校正因子,提
出了一种改进的疲劳寿命预测方法,并通过材料试验

与发动机支架实验验证了其准确性和实用性.Wang
等[10]改进了疲劳寿命预测模型,采用加权系数、动弹

性模量及等幅疲劳中值面,并结合 Miner线性损伤理

论,大幅提升了随机载荷下寿命估计的准确性.Ge
等[11]则提出了一种频-时混合方法,用于随机载荷下

多轴疲劳寿命预测.该方法基于频域等效应力法确定

临界损伤点,并通过功率谱密度生成随机载荷时间历

史,在时域中进行寿命预测.其在7075-T6铝合金随

机振动疲劳试验中的验证表明,该方法预测结果与实

验数据高度一致.
目前,ABH梁的研究主要集中在减振降噪和能

量回收,而针对振动疲劳寿命的研究较少.为了预测

存在裂纹时的裂纹扩展情况并确保工程安全性,本文

以含裂纹ABH梁为研究对象,通过修正等效弯曲刚

度模型,建立其振动方程,并在此基础上进行裂纹疲

劳扩展分析,提出疲劳寿命预测的计算流程.

1 结构振动分析

1.1 模型建立

本文的研究对象是含有表面裂纹的ABH悬臂梁

结构(图1).ABH悬臂梁是一种根据幂律分布h(x)=
εxm(m≥2,m为黑洞阶次,ε为斜率)沿波传播方向

不断减小结构厚度以实现减震消音的结构.在这种

悬臂梁末端,弯曲波传播速度不断降低,波长被压

缩,弯曲波收敛形成ABH现象.本文中,ABH悬臂

梁结构黑洞区域的厚度服从幂律分布h(x)=εxm +
h0(即[x1,x2]区域),h0 为截断厚度,ε= (huni-
h0)/rABHm 为斜率,[0,x1]区域均匀部分的厚度为

huni.梁的左端通过平移弹簧kt 和旋转弹簧kr 连接,
调整刚度系数kt 和kr 可以模拟不同的边界条件.为
了模拟ABH悬臂梁左端固定的边界条件,本文设置

了平移弹簧刚度系数kt→+∞和旋转弹簧刚度系数

kr→+∞.在x=xf处施加随机激励使梁振动.梁的

几何参数见表1.

图1 ABH悬臂梁模型

Fig.1 ABHcantileverbeammodel
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表1 ABH悬臂梁的几何参数

Tab.1 GeometricparametersofABHcantileverbeam

参数 数值

梁长l=x2/m 0.5
均匀厚度huni/(10-3m) 8
截断厚度h0/(10-4m) 8
斜率ε 0.1152
黑洞阶次m 2
裂纹坐标c/m 0.4

裂纹相对深度 a0
h(c) 0.2

黑洞半径rABH/m 0.25

1.2 随机振动裂纹扩展

在裂纹扩展中,通常采用Pair定律来描述裂纹扩

展速率:
da
dN =C(ΔK)n, (1)

其中,a为裂纹深度,N 为裂纹扩展疲劳寿命,C,n为

材料常数,ΔK 为裂纹尖端动态应力强度因子.

ΔK =f a
h(c)  Δσd πa, (2)

其中,Δσd为各振动周期内裂纹截面处的动弯曲应力

幅值,f a
h(c)  是几何校正因子.当 a

h(c)<0.6
时,可

用以下数值函数近似几何校正因子[12]:

f a
h(c)  =1.12-1.4 a

h(c)  +7.33 a
h(c)  2-

 13.8 a
h(c)  3+14 a

h(c)  4. (3)

本文为零均值平稳随机过程,应力比为-1,因
此,应力强度因子可定义为[13]ΔK =Kmax.

在随机激励下,裂纹尖端的应力强度因子表现为

一种随机过程.从概率统计的角度来看,应力强度因

子的均方值ΔKrms反映了随机变量的能量能级,而其

均方根值则揭示了应力强度因子在整个频域上的平

均特性.在考虑能量守恒的原则下,本文将Kmax 替换

成ΔKrms[14].
本文只考虑宏观裂纹,即裂纹为Ⅰ型裂纹,则裂

纹扩展速率公式改写为:
da
dN =C(ΔKrms)n, (4)

ΔKrms=f a
h(c)  Δσrms πa, (5)

其中,Δσrms为应力范围的均方根值,可表示为:

Δσrms= 12π∫
+∞

-∞
Ssf(x,ω)dω, (6)

其中,Ssf(x,ω)为应力响应的PSD函数,ω为角频率.
假设ABH梁的总裂纹深度为ai,初始裂纹深度

为a0,则第i个振动周期后的总裂纹深度为

ai =a0+∑i
k=1Δak. (7)

其中,i为总振动循环次数,Δak 是第k个振动周期处

的裂纹增量,可以近似为

Δak =C Δσrms πak-1fak-1

h    n
, (8)

其中,ak-1为第k-1个振动周期处的裂纹深度.
本文考虑两个ABH悬臂梁发生失效破坏标准:
标准1)当裂纹疲劳延伸至悬臂梁中性面可确定

发生失稳破坏,即当ai≥h(c)/2时发生破坏;
标准2)当裂纹尖端的应力强度因子达到ABH

梁的断裂韧性时,认为其失稳破坏,即(Kmax≥KC).

1.3 应力频响函数

已知无裂纹悬臂梁弯曲应力的公式:

σ(x,t)= Eh(x)
2v(x,t).

(9)

其中,E为弹性模量,v(x,t)为t时刻x位置的曲率半

径,它可由位移函数w(x,t)求导得到:

v(x,t)=
1+ dw(x,t)

dx  2  
3/2

d2w(x,t)
dx2

. (10)

然而,所述表达式属于时域范畴,缺乏频域应力

计算公式.假设能够获取时域应力谱,仅需进行PSD
估计,即可获得相应的PSD.

在进一步的动力学建模中,位移函数w(x,t)往

往难以直接计算.通常情况下,w(x,t)需通过一系列

形函数与广义坐标的乘积表示,具体形式如下[15]:

w(x,t)=∑qi(t)φi(x)=qTφ=φTq, (11)

其中,q,φ分别是的时间相关的权重列向量与形函数

列向量.
对ABH 梁进行能量分析,可以得到它的动能

Ek、势能Ep,以及外力做功W 分别为:

Ek=12∫
l

0ρh
(x)w·2dx=

 12∫
l

0ρh
(x)(q·TφφTq·)dx≡12q·TMq·, (12)

Ep=12∫
l

0
EI∂

2w
∂x2  2dx+12ktw2(x2,t)+

 12kr
∂w(x2,t)
∂x  2=12∫

l

0
EI(qT∂2xxφ∂2xxφTq)dx+

·843·
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 ktqTφ(x2)φT(x2)q/2+
 krqT∂xφ(x2)∂xφT(x2)q/2=(qTKbq+
 qTKedge,1q+qTKedge,2q)/2≡qTKq/2, (13)

W =∫
l

0
δ(xf)f(t)w(xf,t)dx=qT∫

l

0
f(t)φdx≡

 qTf. (14)
其中:ρ为梁的密度;EI为等效抗弯刚度,当ABH梁

含裂纹时,按1.5节对EI进行修正;kb为ABH梁本

身的刚度矩阵,Kedge,1为平移弹簧刚度矩阵,Kedge,2为旋

转弹簧刚度矩阵;K 为加上边界条件后整个ABH梁

的刚度矩阵.由式(12)~(14)可得系统的拉格朗日函

数为:

L=Ek-Ep+W =12q
·TMq·-12q

TKq+qTf,

(15)
其中,M 为ABH悬臂梁的质量矩阵,f为外力在形函

数下的力向量.
进而借助欧拉-拉格朗日方程

d
dt

∂L
∂q·j(t)  - ∂L

∂qj(t)  =0, (16)

将式(12)~(15)代入式(16)可得到时域内振动方程

Mq··(t)+Kq(t)=f(t). (17)
将式(17)进行傅里叶变换得

(K-ω2M)Q=F, (18)
其中,ω为角频率,Q为激励响应幅值向量,F为激励

幅值向量.
在简谐激励条件下,可从上述方程直接计算振

幅.然而,针对本文所涉及的随机激励情景,需要获得

相应的频率响应函数.
一般来说,位移函数w(x,t)的频率响应函数为

H=(K-ω2M)-1, (19)
但是,真实的外力激励为

f(t)=f(t)·φ(xf), (20)
其中,φ(xf)为位置xf处的模态形状函数.

因此,真实的位移函数w(x,t)的频率响应函数为:
H=(K-ω2M)-1φ(xf). (21)
位移函数w(x,t)的一阶导数和二阶导数分别为:
dw(x,t)
dx =qTdφdx

, (22)

d2w(x,t)
dx2 =qTd

2φ
dx2.

(23)

式(22)~(23)的频率响应函数为:

Hx =[(K-ω2M)-1φ(xf)]dφdx
, (24)

Hxx =[(K-ω2M)-1φ(xf)]d
2φ
dx2.

(25)

1.4 应力功率谱密度

根据式(24)和(25)可知,位移函数w(x,t)的导

数的PSD分别为:
S1=H*

xHxSf(ω)=|Hx|2Sf(ω), (26)
S2=H*

xxHxxSf(ω)=|Hxx|2Sf(ω), (27)
其中,Sf(ω)为激励的PSD,*表示求共轭复数.

由于在频域内直接计算PSD较为复杂,需要在时

域内进行计算.因此,需要将频域内的结果转换回

时域.
首先,把单边PSD幅值变为双边PSD幅值,计算

期望双边频谱幅值:

A1= S1·M·fs/2, (28)

A2= S2·M·fs/2, (29)
其中,M 为调整系数,fs为采样频率.考虑到信号仅

具有幅度谱而缺乏相位谱,在信号合成过程中,引入

随机相位角ϑs,其取值范围为0到π,且服从均匀分

布,通过以下方式得到频谱:
Xs1(x,ω)=A1·efs·ϑs, (30)
Xs2(x,ω)=A2·efs·ϑs, (31)
接着,借助频谱的共轭对称性,计算双边频谱,并

应用傅里叶逆变换.这样得到的实部即为所需的时域

条件下位移关于x的一阶导数和二阶导数:
dw(x,t)
dx =Re 12π∫

∞

-∞
X*

s1(x,ω)eiωtdω  , (32)

d2w(x,t)
dx2 =Re 12π∫

∞

-∞
X*

s2(x,ω)eiωtdω  , (33)

式中,Re为取复数的实部.
最后,把式(32)和(33)的结果代入式(10),得曲

率半径v(x,t),再由式(9)得到应力响应函数σ(x,
t).应力频率响应函数Hsf和应力响应函数σ(x,t)可
通过傅里叶变换相互转换:

Hsf(x,ω)=∫
∞

-∞
σ(x,t)e-iωtdt. (34)

最终,得到应力响应的PSD:
Ssf(x,ω)=H*

sf(x,ω)·Hsf(x,ω)·Sf(x,ω),
(35)

式中Sf(x,ω)为激励的PSD.

1.5 等效抗弯刚度修正

值得注意的是,裂纹的存在会导致动态刚度下

降,从而对梁的特征频率和振型产生影响.因此,考
虑梁上存在裂纹的情况时,需要进行修正的模态分

析.Swamida等[16]提出了等效抗弯刚度的修正式:

EIc(x)= EI
1+ EIR(a,c)

1+ x-c
k(a,c)a  2

. (36)
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其中,EIc(x)是在裂纹位置x处的修正抗弯刚度,
EIR(a,c)和k(a,c)分别为:

EIR(a,c)=

 
3πf a

h(c)  2a
k(a,c)harctan l-c

k(a,c)a  +arctan c
k(a,c)a    

,

(37)

k(a,c)=
3πf a

h(c)  2(h(c)-a)3a
(h(c)3-(h(c)-a)3)h(c).

(38)

ABH梁的初始裂纹在外部激励下逐渐扩大.同
时,裂纹尺寸的变化会导致弯曲刚度的减小,从而影

响ABH的动态特性.含裂纹梁的振动与裂纹疲劳扩

展是相互影响和相互作用的.因此,为了提高疲劳寿

命预测的精度,需要进行结构振动分析和裂纹疲劳扩

展计算.图2为振动疲劳寿命预测流程图.

图2 ABH悬臂梁失效预测流程

Fig.2 FailurepredictionprocessofABHcantileverbeam

2 仿真与讨论

2.1 数值解与有限元验证

本文使用有限元软件COMSOL建立了一个包含

裂纹的ABH悬臂梁的有限元模型.通过高斯扩展法

对该模型进行了振动特性分析,并将MATLAB的数

值计算结果与有限元分析结果进行对比(表2).分析

结果表明,在前7阶模态中,最大误差仅为0.42%,整
体计算精度在可接受范围内.

表2 有限元与数值结果的固有频率比较

Tab.2 Comparisonofeigenfrequenciesbetweenfinite
elementandnumericalresults

固有频率/Hz 有限元解 数值解 误差/%

ω1  46.89  46.88 0.02
ω2 121.31 121.68 0.30
ω3 274.32 274.10 0.08
ω4 466.94 466.34 0.13
ω5 758.30 758.25 0.01
ω6 1119.70 1115.60 0.37
ω7 1530.39 1524.00 0.42

2.2 裂纹疲劳扩展寿命分析

2.2.1 无裂纹时应力范围均方根值

为了研究ABH区域对振动疲劳寿命的影响,在
x=l/8处对ABH梁和均匀梁施加随机载荷,采用表

1所示的几何参数和表3所示的材料参数,进行ABH
梁振动疲劳寿命的预测.图3显示了在相同随机载荷

下,区域[0.25,0.50]内ABH梁和均匀梁的应力范围

的均方根值.整体上,ABH梁的应力范围均方根值明

显高于均匀梁,尤其在ABH区域[0.450,0.475]范围

表3 ABH悬臂梁的材料参数

Tab.3 MaterialparametersofABHcantileverbeam

参数 数值

杨氏模量E/GPa  73
ρ/(kg·m-3) 2700
指数n 4.05
常数C/10-11 1.86

图3 ABH梁与均匀梁的应力范围均方根值对比

Fig.3 Comparisonofrootmeansquaresofstressrange
valuebetweenABHbeamanduniformbeam
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内达到了峰值.因此,该ABH梁的失效破坏区域多数

集中在此.所以,在使用 ABH 梁时需要特别关注

ABH区域的安全性.

2.2.2 裂纹参数对疲劳寿命的影响

图4给出了不同裂纹位置坐标下,不同裂纹相对

深度失效破坏的最小随机振动即最小寿命循环次数.
随着裂纹相对深度的增加,ABH梁的整体寿命呈下

降趋势.这是由于随着裂纹相对深度的增加,裂纹更

容易扩展至结构中面.裂纹位置坐标的增加与寿命的

缩短呈正相关,即裂纹位置坐标越大,寿命越短.当裂

纹相对深度一定时,寿命不完全随裂纹坐标位置的增

加而减小.当a/h(c)为0.25和0.30时,裂纹位于0.
35m时寿命最大,而裂纹位于0.30m时的寿命远小

于裂纹位于0.35m的情况.
从中可以得出结论,裂纹位置会影响ABH梁的

寿命,因为不同位置的裂纹会导致不同的动应力响

应.对ABH梁的振动进行寿命估算时必须考虑裂纹

位置的影响.

图4 不同裂纹位置坐标c下随裂纹相对深度变化的疲劳寿命

Fig.4 Fatiguelifevaringwithrelativecrackdepthunder
differentcrackpositioncoordinatec

2.2.3 ABH梁结构参数对疲劳寿命的影响

通常情况下,ABH效应只有在激励频率超过特

定频率时才会显现,这一频率被称为黑洞的截止频

率,其由黑洞直径(2rABH)决定.换言之,只有波长小于

2rABH的声波能够进入黑洞,并在一定程度上被吸收.
黑洞截止频率为

fjiezhi= huni
4rABH

E
3ρ
, (39)

式中,E为杨氏模量,ρ为材料密度,其数值见表3所示.
从上式可知截止频率仅与rABH有关,为了研究黑

洞半径对寿命的影响,在黑洞阶次m=2,裂纹位于

0.4m时,设置不同的黑洞半径做对比研究,如表4所

示.从表中可以看出在rABH固定时,最小寿命随截断

厚度的减小呈下降趋势;h0 固定时,最小寿命随黑洞

半径呈波动性变化.值得一提的是,最小寿命随截断

厚度减小呈下降趋势可能只是h0 取值稀疏,若h0 取

值密集,也会呈波动下降(图5).

表4 不同黑洞半径下随截断厚度变化的最小寿命

Tab.4 Minimumlifetimevaringwithtruncationthickness
atdifferentblackholeradii

h0/huni
最小循环次数/103

rABH=0.1 rABH=0.2 rABH=0.45

1/3 442 786 336

1/5 219 404 126

1/7 104 36 105

1/9 63 30 65

1/11 21 27 36

图5 不同黑洞阶次下最小寿命随截断厚度的变化

Fig.5 Thevariationofminimumlifetimevaringwith
truncationthicknessatdifferentblackholeorders

  理想情况下ABH梁尖端厚度为零,但现实中总

会在某个厚度产生截断,因此对ABH梁的截断厚度

进行研究.图5显示了rABH=0.25m,裂纹位于0.4m
时,不同黑洞阶次随截断厚度变化的疲劳寿命.可以

看出,当黑洞阶次一定时,疲劳寿命随截断厚度减小,
呈波动式下降,且阶次越大,波动越明显.当截断厚度

一定时,寿命随黑洞阶次的变化也呈现出明显的波动

性.这可能与振动本身具有波动性有关.
ABH的效果主要取决于截断频率,由式(39)可

知截断频率与黑洞半径rABH 相关.通常情况下,黑洞

半径越大,ABH的效果越好,但其寿命会相应缩短.
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为了延长疲劳寿命,引入阻尼模块.在截断厚度h0 为

huni/10和rABH=0.25的条件下,对比了无阻尼和有阻

尼的ABH梁在裂纹位置c=0.4处的疲劳寿命和应

力范围均方根值.结果显示,增加阻尼模块可显著降

低应力范围均方根值,并提高疲劳寿命(表5).所以,
实际工程中,也需要把阻尼因素考虑进去实现减振和

结构疲劳强度之间的平衡.

表5 有无阻尼时的应力范围均方根值和疲劳寿命

Tab.5 RMSofstressrangevaluesandfatiguelife
with/withoutdamping

阻尼情况 应力范围均方根值/Mpa最小循环次数/103

无阻尼 39.44 2060
阻尼层厚huni/10 17.05 61486
阻尼层厚huni/5 8.29 113966.6

3 结 论

本文对含裂纹的ABH梁进行了随机振动裂纹疲

劳扩展分析,从解析角度研究了随机振动应力集中的位

置,绘制了应力范围均方根值分布图,并得出以下结论:
1)对随机载荷作用下ABH梁裂纹扩展进行分

析,为随机载荷条件下存在裂纹扩展的ABH梁的疲

劳寿命预测提供了一种有效的方法.
2)研究表明含裂纹的ABH梁的寿命受黑洞的

半径、阶次和截断厚度的影响,且呈明显的非线性关

系.当ABH梁内出现裂纹时,有必要根据裂纹的位置

和相对深度以及ABH梁的参数对裂纹扩展进行分

析,根据裂纹疲劳寿命的预测情况进行妥善处理,以
达到既保证降低成本又保证消除安全隐患的目的.
3)通过引入阻尼模块,应力范围均方根值显著降

低,疲劳寿命也得到了有效提高.
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