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路和圈的极大分离集的数目
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摘要:[目的]对路和圈这两类特殊图的极大分离集的数目进行研究.[方法]记MD(G)为图G的所有极大分离集构

成的集合,ϕ(G)为这个集合的基数.根据极大分离集的定义,对任意的点v∈V(G),有ϕ(G)=ϕ(G,v)+ϕ(G,v-)=
ϕ(G,v1)+ϕ(G,v0)+ϕ(G,v-).通过运用这个公式,分别求出路和圈的极大分离集数目的表达式;对阶数n用归纳法,比
较路和圈的极大分离集数目的大小关系.[结果]对n≥6的路Pn,其极大分离集的数目满足关系ϕ(Pn)=ϕ(Pn-2)+
ϕ(Pn-3)+ϕ(Pn-4)-ϕ(Pn-6);对n≥11的圈Cn,其极大分离集的数目满足关系ϕ(Cn)=ϕ(Cn-2)+ϕ(Cn-3)+ϕ(Cn-4)-
ϕ(Cn-6);当n≥4且n≠6时,路和圈的极大分离集的数目满足关系ϕ(Cn)≥ϕ(Pn-1)+1.[结论]分别给出了路和圈的

极大分离集数目的表达式,比较了二者的大小关系,这丰富了图的极大分离集的计数问题的结果.
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Abstract:[Objective]Theconceptofdissociationsetgeneralizesthatofindependentset.Ingraphtheoryandcombinatorics,the
problemoffindingthenumberofmaximumormaximalindependentsetswithgivenpropertiesiswellestablished.Hereweturnthe
studyofthisproblemtofindingthenumberofmaximaldissociationsetsfortwospecialgraphs,i.e.,pathsandcycles,andwepresent
therelationshipbetweenthem.[Methods]LetMD(G)bethesetofallmaximaldissociationsetsofgraphGandϕ(G)beits
cardinality.LetS∈MD(G).Foranyv∈V((G),wecanreadilywriteϕ(G)=ϕ(G,v)+ϕ(G,v-)=ϕ(G,v1)+ϕ(G,v0)+ϕ(G,v-)

accordingtothedegreeofthevintheinducedgraphG[S]andwhethervisinSornot.Forpaths,weconsiderthesecondvertexfrom
theendpointandobtaintherepresentationforϕ(Pn).Thecaseofcyclesabidesbythesameargument.Thenwecomparethenumber
ofmaximaldissociationsetsofpathsandcyclesbyinductiononn.Duetothevalidityofthetheoremforanypathsandcycleswithat
mostn-1vertices,hereweconsidertheorderofn.[Results]Fromcalculations,wefindthatϕ(Pn)isrelatedtoitemsϕ(Pn-2),

ϕ(Pn-3),ϕ(Pn-4)andϕ(Pn-6)forn≥6,andϕ(Cn)isrelatedtoitemsϕ(Cn-2),ϕ(Cn-3),ϕ(Cn-4)andϕ(Cn-6)forn≥11.Accordingto
theinductionhypothesis,weintroducetherelationbetweenϕ(Pn)andϕ(Cn),i.e.,whenn≥4andn≠6,wecanvalidatethatϕ(Cn)≥
ϕ(Pn-1)+1.[Conclusion]Inthispaper,weintroducethenumberofmaximaldissociationsetsoftreesandcycles,anddescribethe
relationbetweenthembyusingthemethodofinductionhypothesis.Thispresentationenrichesresultsofcountingthenumberof
maximaldissociationsetsofgraphs.
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  本文中所指的图均为无向简单图,符号和术语同

文献[1-2].
一个点子集S是图G 的一个分离集,当且仅当其

导出子图的最大度为1.1981年,Yannakakis[3]首次提

出分离集的概念,这推广了图论里的另外两个重要的

概念:独立集和导出匹配.一个分离集是极大分离集,
当且仅当其不被其他任何的分离集所包含.若图中的

一个分离集包含的点数最多,则该分离集叫做最大分

离集,对应的点数叫做分离数.对分离集的研究大致

可分为两类:一类是求图的分离数或分离数的范围,
可参考文献[4-5];一类是计算图的极大分离集或最大

分离集的数目.近年来,确定一个图的极大或最大分

离集的数目吸引了越来越多学者的注意,一些好的结

果可参考文献[6-9].本文研究了两类图路和圈的极大

分离集数目的递归关系,并比较了二者极大分离集数

目的大小.

1 基本概念

设G=(V,E)是一个图,点子集S是图G 的一个

分离集,当且仅当其导出子图的最大度为1.记G[S]
为图G的导出子图.对任意的v∈V(G),N(v)表示v
点的邻域,d(v)=|N(v)|表示点v的度.图G的所

有极大分离集构成的集合记为MD(G),其数目记作

ϕ(G),于是有ϕ(G)=|MD(G)|.可以根据一个点是

否在集合MD(G)里,对其进行如下的划分:
MD(G,v)={S:S∈MD(G),v∈S},
MD(G,v-)={S:S∈MD(G),v∉S}.

因为图的一个分离集的导出子图的最大度是1,所
以有

MD(G,v)=MD(G,v1)∪MD(G,v0),
其中:

MD(G,v1)={S:S∈MD(G),v∈S,dG[S](v)=1},
MD(G,v0)={S:S∈MD(G),v∈S,dG[S](v)=0}.
设ϕ(G,v1)、ϕ(G,v0)和ϕ(G,v-)分别为集合MD(G,

v1)、MD(G,v0)和MD(G,v-)的基数,则有

ϕ(G)=ϕ(G,v)+ϕ(G,v-)=ϕ(G,v1)+
 ϕ(G,v0)+ϕ(G,v-).

显然,ϕ(G)≥1.此外,MD(G,v0)有可能是空集,可
见下面的引理1.

引理1[7] 如果图G有一个叶子点,其邻点记作

v,则有ϕ(G,v0)=0.
下面分别给出n阶的路和圈的极大分离集数目

的递归关系.

2 主要结论及其证明

定理1 对于n阶的路和圈,有

ϕ(Pn)=ϕ(Pn-2)+ϕ(Pn-3)+ϕ(Pn-4)-
 ϕ(Pn-6),(n≥6);

ϕ(Cn)=ϕ(Cn-2)+ϕ(Cn-3)+ϕ(Cn-4)-
 ϕ(Cn-6),(n≥11).
证明 记Pn 和Cn 的顶点为v1,v2,…,vn,S是一

个分离集.下面首先讨论ϕ(Pn).
注意到v1是Pn的叶子点,v2是其邻点,如图1所

示,则有:

ϕ(Pn)=ϕ(Pn,v12)+ϕ(Pn,v-2). (1)

图1 Pn 的顶点

Fig.1 VerticeofPn

可以分别计算式(1)等号右边的两项.首先,

ϕ(Pn,v12)=ϕ(Pn,v11v12)+ϕ(Pn,v12v13).
对任意的S∈MD(Pn,v11v12),有{v1,v2}∈S和v3∉
S,这意味着

ϕ(Pn,v11v12)=ϕ(Pn-3).
对任意的S∈MD(Pn,v12v13),有{v2,v3}∈S和{v1,
v4}∉S,这意味着

ϕ(Pn,v12v13)=ϕ(Pn-4).
所以有

ϕ(Pn,v12)=ϕ((Pn-3)+ϕ(Pn-4). (2)
其次,对任意的S∈MD(Pn,v-2),有{v1,v3}∈S和

v2∉S.这是因为v2∉S,所以v1一定在集合S里.若
v3也不在集合S 里,这会与S 的极大性矛盾,因此

v3∈S.记Pn-v1-v2=Pn-2,有

ϕ(Pn,v-2)=ϕ((Pn-2)-ϕ(Pn-2,v-3).
记Pn-2 里 的 极 大 分 离 集 为 S'.对 任 意 的 S' ∈
MD(Pn-2,v-3),我们知道当v3∉S'时,根据S'的极大

性,一定有{v4,v5}∈S',此时,{v3,v6}∉S'.因此,

ϕ(Pn-2,v-3)=ϕ(Pn-2-{v3,v4,v5,v6})=
 ϕ(Pn-6).

于是对n≥6,有

ϕ(Pn,v-2)=ϕ(Pn-2)-ϕ(Pn-6). (3)
结合式(2)和(3)得到

ϕ(Pn)=ϕ(Pn-2)+ϕ(Pn-3)+ϕ(Pn-4)-ϕ(Pn-6).
圈Cn 的证明与Pn 类似,这里省略.定理1证毕.
事实上,可以给出ϕ(Pn)的一个下界.在文献[7]

里,作者给出了任意的n≥3阶树的极大分离集的数
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目的下界:
引理2[7] 对任意的n≥3阶树T,有ϕ(T)≥

n
2 +1.

由于Pn 是特殊的树,不难验证,对任意的n≥3

阶路Pn,有ϕ(Pn)≥ n
2 +1,当且仅当n=3,4,5时

等号成立.
定理2 设n≥4且n≠6,有ϕ(Cn)≥ϕ(Pn-1)+1.
证明 当4≤n≤10且n≠6时,容易验证结果是

成立的,且当n=5时,有ϕ(C5)=ϕ(P4)+1.下面假设

n≥11且定理对n-1阶的路和圈成立.由定理1有

ϕ(Pn-1)=ϕ(Pn-3)+ϕ(Pn-4)+ϕ(Pn-5)-
 ϕ(Pn-7), (4)

ϕ(Cn-1)=ϕ(Cn-3)+ϕ(Cn-4)+ϕ(Cn-5)-
 ϕ(Cn-7). (5)
另外,根据归纳假设,定理对n-1阶的路和圈成

立,所以

ϕ(Cn-2)≥ϕ(Pn-3)+1,ϕ(Cn-3)≥ϕ(Pn-4)+1,

ϕ(Cn-4)≥ϕ(Pn-5)+1,φ(Cn-6)≥ϕ(Pn-7)+1.
(6)

首先,对n用归纳法来证明以下结果成立:

ϕ(Cn)-ϕ(Cn-4)>ϕ(Pn-1)-ϕ(Pn-5). (7)
根据归纳假设,式(7)对至多n-1(n≥11)个点都成

立,所以有

ϕ(Cn-2)-ϕ(Cn-6)>ϕ(Pn-3)-ϕ(Pn-7).
式(4)可变形得

ϕ(Pn-1)-ϕ(Pn-5)=ϕ(Pn-3)+ϕ(Pn-4)-
 ϕ(Pn-7),

结合定理1、式(5)和(6),有

ϕ(Cn)-ϕ(Cn-4)=ϕ(Cn-2)+ϕ(Cn-3)-
 ϕ(Cn-6)=ϕ(Cn-2)-ϕ(Cn-6)+ϕ(Cn-3)>
 ϕ(Pn-3)-ϕ(Pn-7)+ϕ(Pn-4)+1=ϕ(Pn-1)-
 ϕ(Pn-5)+1>ϕ(Pn-1)-ϕ(Pn-5),

即证得

  ϕ(Cn)-ϕ(Cn-4)>ϕ(Pn-1)-ϕ(Pn-5).
再次回到定理的证明中.由式(6)还可得到

ϕ(Cn-3)+ϕ(Cn-4)≥ϕ(Pn-4)+ϕ(Pn-5)+2.
结合定理1和式(7),得

ϕ(Cn)=ϕ(Cn-2)+ϕ(Cn-3)+ϕ(Cn-4)-
 ϕ(Cn-6)=ϕ(Cn-2)-ϕ(Cn-6)+ϕ(Cn-3)+
 ϕ(Cn-4)>ϕ(Pn-3)-ϕ(Pn-7)+ϕ(Pn-4)+
 ϕ(Pn-5)+2=ϕ(Pn-1)+2>ϕ(Pn-1)+1,

定理2证毕.
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