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摘要:[目的]近年来,图的电阻距离得到了国内外研究学者的广泛关注和深入研究,但是对k-树的电阻距离研究较

少,本文主要研究星型k-树的电阻距离、(度)基尔霍夫指标和生成树的数目.[方法]本文用串并联法则和星-三角变换

以及推广的星-网格变换等方法来计算星型k-树的电阻距离和生成树的数目.[结果]设G是连通图,G中任意两点之间

的电阻距离定义为将G 中的每条边用电阻(通常用单位电阻)代替后所得到的电网络中这两个节点之间的等效电阻.连
通图G的基尔霍夫指标Kf(G)定义为图G中所有点对之间的电阻距离之和.本文得出了星型k-树的(度)基尔霍夫指

标和生成树的数目.[结论]生成树的数目经常用谱的方法来计算,本文用推广的星-网格变换的方法得出生成树的数

目,这给出了一个新的思路.
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Abstract:[Objective]Inrecentyears,theresistancedistanceofgraphshasattractedwidespreadresearchattentionregardingin-
depthresistancedistanceofk-trees.Inthispaper,wemainlystudytheresistancedistanceandthe(degree)Kirchhoffindexandthe
numberofspanningtreesofastar-typek-tree.[Methods]Herein,weusetheseries-parallellawandthestar-deltatransformationas
wellasthegeneralizedstar-meshtransformationtocalculatetheresistancedistanceandthenumberofspanningtreesofastar-type
k-tree.[Results]LetGbeaconnectedgraph.TheresistancedistancebetweenanytwopointsinGisdefinedastheequivalent
resistancebetweenthesetwonodesintheelectricalobtainedbyreplacingeachedgeinGwitharesistor(usuallyaunitresistor).The
KirchhoffindexKf(G)ofaconnectedgraphGisdefinedasthesumofresistancedistancesbetweenallpairsofverticesin
G.Finally,the(degree)Kirchhoffindexandthenumberofspanningtreesofastar-typek-treeareobtained.[Conclusion]The
numberofspanningtreesistraditionallycalculatedbyspectrum.Herein,itisderivedbythegeneralizedstar-meshtransformation.
Thisproposedapproachoffersanewperspective.
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1 预备知识

本文仅考虑有限连通图,若无特别说明,有关图

论的符号和术语参见文献[1].
近年来,图的电阻距离[2]得到了国内外学者的广

泛关注和深入研究.图的电阻距离来源于电网络中的

等效电阻.给定一个n阶连通图G =(V(G),E(G)),
其顶点集 {1,2,…,n},如果将G 中的每条边都看作

是一个电阻(通常看作单位电阻),则G就可以看作一

个(纯电阻)电网络N.那么顶点i和j之间的电阻距

离rij就等于电网中节点i和j之间的等效电阻,并且

满足欧姆定律和基尔霍夫法则.基尔霍夫指标Kf(G)
就定义为G中所有点对之间的电阻距离之和.

Kf(G)=∑
i<j

rij =12∑
n

i=1
∑
n

j=1
rij.

k-树[3]递归定义如下:固定一个整数k≥1.(i)完

全图Kk 是一个k-树;(ii)如果T是一个k-树,那么通

过在T中添加一个与T 的某个k-团的所有顶点相邻

的新点所得到的图也是k-树.基本k-团是k-树递归定

义中的初始k-团.图1是k-树(k=2和3)的例子.

图1 k-树的例子

Fig.1 Examplesofk-trees

从树的递归定义知当k=1时是k-树.k-树T 是

平凡的当且仅当T≅Kk,否则为非平凡.k-树T 的子

k-树是T的一个子图,它本身就是一个k-树.
星型k-树的定义如下:固定一个整数k≥1.(i)完

全图Kk 是星型k-树;(ii)如果S是星型k-树,那么在

S中添加一个新的顶点,这个顶点连接到S的基本k-
团上得到的图也是星型k-树.图2是星型k-树(k=3)
的例子.

图2 星形k-树

Fig.2 Star-typek-tree

为了计算和估计电阻距离,经常会用到对电网络

进行简化或者做一些等效变换.接下来介绍一些经常

用到的简化法则和等效变换.
首先介绍最常用到的基本法则———串联法则和

并联法则,这两个法则可以由基尔霍夫定律直接

得到.
性质1 (i)(串联法则)设P是一条路,a,b是P

的两个端点,那么a,b之间的电阻距离等于P 中所有

边上的电阻之和.
(ii)(并联法则)设G是由两个点a,b以及连接这

两点的s条独立路所构成的图,假设这s条独立路上

的边的电阻分别是r1,r2,…,rs,则有

1
rG(a,b)=

1
r1+1r2+…+1rs

.

除了串并联法则,在电路理论中,星形联结与三

角形联结的等效变换(Y-Δ变换)也是一个经常用到的

基本变换.
性质2[4] (Y-Δ变换)设三角形联结的3个顶点

是u1,u2,u3,3条边u1u2,u1u3 和u2u3 上的电阻值分

别是R12,R13和R23;再设星形联结的中心点是u,其余

3个顶点是u1,u2,u3,3条边u1u,u2u和u3u上的电阻

值分别是r1,r2和r3图(3),则有

(i)星形联结可以通过如下公式转换为三角形

联结:

R12=r1r2+r1r3+r2r3
r3

,

R13=r1r2+r1r3+r2r3
r2

,

R23=r1r2+r1r3+r2r3
r1 .

(ii)三角形联结可以通过如下公式转换为星形
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联结:

r1= R12R13
R12+R13+R23

,

r2= R12R23
R12+R13+R23

,

r3= R13R23
R12+R13+R23.

图3 Y-Δ变换

Fig.3 Wye-deltatransformation

电导是电阻的倒数,关于电导的Y-Δ变换也有下

面的结论.
定理1[4] (电导Y-Δ变换)设星形联结的中心点

是O,其余3个顶点是A,B,C,3条边OA,OB,OC上

的电导值分别是a,b,c,三角形联结的3个顶点是A,
B,C,则3条边AB,BC 和CA 上的电导值分别是

ab
a+b+c

, bc
a+b+c

和 ac
a+b+c

(图(4)).

图4 电导Y-Δ变换

Fig.4 Conductancewye-deltatransformation

这个结论可以推广到一般的星型变换(星-网格变

换)(设有n条射线的星型)(图5).

图5 一般的星-网格变换

Fig.5 Generalstar-meshtransformation

定理2[5] 设星形联结的中心点是O,其余n个

顶点是A1,A2,…,An,n条边OA1,OA2,…,OAn 上的

电导值分别是a1,a2,…,an,则这个星形可以等效变换

成一个具有n个顶点A1,A2,…,An 的完全图,这个完

全图的 1
2n
(n-1)条边分别是 A1A2,…,A1An,

A2A3,…A2An,…,An-1A,每条边AiAj 的电导值分别

是 aiaj

a1+a2+…+an
.

设G是一个边赋权图,边权函数为W,τ(G)表示

G中生成树的集合,t(G)表示G的生成树的权和,这
里生成树T的权表示T 中边的权的乘积.即

t(G)= ∑
T∈τ(G)
∏

e∈E(T)
w(e). (1)

若G是一个每条边权都为1的边赋权图,则称G
为一个图.显然,如果G 是一个图,那么t(G)就是G
的生成树的数目.图的生成树的计数不仅是组合数学

也是电网络中的重要问题,它与数学、物理、计算科学

等学科都有紧密的联系,多年来一直受数学家和物理

学家的广泛关注和研究[6].
著名的凯莱公式表明,具有k个顶点的完全图Kk

有kk-2棵生成树,即
t(Kk)=kk-2. (2)
定理3[7] 完全图Kk 中的顶点i和j之间的电

阻距离rij =2k.

设Kw
1,s 是一个边赋权星图,其顶点集为 {v1,v2,

…,vs}∪{o},边集为{ov1,ov2,…,ovs},边权函数满

足:w(ovi)=ai(i=1,2,…,s).设G是一个边赋权

图,它有一个边赋权子图H 同构于Kw
1,s,设G*是从G

中获得的边赋权图,它是把G 中子图H 替换成顶点

集为{v1,v2,…,vs}的边赋权完全图Kw
s,其中边权函

数满足

w(vi,vj)= aiaj

∑
s

i=1
ai

,1≤i≠j≤s.

则由推广的Y-Δ变换[8],边赋权图G与G*的生成树

有如下的关系:
t(G)=(a1+a2+…+as)t(G*). (3)

边权函数是电导的时候,计算生成树可以用等效电导

来代替.

2 主要内容

本文主要讨论一般的星型k-树的基尔霍夫指标、

·507·



厦门大学学报(自然科学版) 2025年

http:∥jxmu.xmu.edu.cn

度基尔霍夫指标和生成树的数目.
定理4 设星型k-树(图6)中,初始k-团中的顶

点记为vi(i=1,2,…,k),新添加进来的点记为

uj(j=1,2,…,n),则有下面的结论:

(i)r(ui,uj)=2k
,1≤i≠j≤n,

(ii)r(vi,vj)= 2
n+k

,1≤i≠j≤k,

(iii)r(ui,vj)=n+2k-1
k(n+k)

,i=1,2,…,n,j=1,

2,…,k.

图6 一般的星型k-树

Fig.6 Generalstar-typek-tree

证明 (i)初始k 团完全图Kk 中的每个点

vi(i=1,2,…,k)对于uj(j=1,2,…,n)来说都是等

势的,所以可以捏成一点v(图7),从而由性质1,

r(ui,v)=1k
,r(v,uj)=1k

,

所以

r(ui,uj)=2k.

图7 计算ui 和uj 之间的电阻

Fig.7 Calculatetheresistancebetweenuianduj

(ii)要计算完全图Kk 中的任意两点间的电阻距

离,可以把外面新加进来的n个点uj(j=1,2,…,n)
都做一次一般的星-网格变换(图5),这里原来每条边

的电导ai 都等于1,则vi 与vj(i≠j)之间,除了原来

初始k团中的那条边,会增加n条边(图8),新加的每

条边的电导变成1
k
,从而vi 与vj(i≠j)之间的等效

电导为

c(vi,vj)=1k×n+1=n+k
k . (4)

图8 计算vi 和vj 之间的电导

Fig.8 Calculatetheconductancebetweenviandvj

再结合定理3,有

r(vi,vj)= k
n+k×2k = 2

n+k.

(iii)要计算ui 与vj 两点间的电阻距离,可以把

外面新加进来的点,除ui 外剩余的n-1个点都做一

次一般的星-网格变换(图5),这里原来每条边的电导

ai 都等于1,则vi 与vj(i≠j)之间,除了原来初始k团

中的那条边,会增加n-1条边(类似于图8),新加的

每条边的电导变成1k
,从而vi 与vj(i≠j)之间的等效

电导为

c(vi,vj)=1k×(n-1)+1=n+k-1
k

,

从而

r(vi,vj)= k
n+k-1.

完全图Kk 中剩下的k-1点对vj 来说都一样,可
以把剩下的k-1个点捏成一个点v*(图9),则由并

联公式可得

r1(vj,v*)= k
n+k-1× 1

k-1=

 k
(n+k-1)(k-1)

,

及

r1(ui,v*)= 1
k-1.

再由串联公式计算出

r1(ui,vj)= 1
k-1+ k

(n+k-1)(k-1)=

 n+2k-1
(n+k-1)(k-1)

,

最后再次利用并联公式计算出

r(ui,vj)=n+2k-1
k(n+k)

,
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图9 计算ui 和vj 之间的电阻

Fig.9 Calculatetheresistancebetweenuiandvj

证毕.
定理5 星型k-树G的基尔霍夫指标为

Kf(G)=∑
i<j

rij =n(n-1)
k +(n+k-1).

证明 要计算任意两点间的电阻距离之和,可以

分为3种情况:
(i)在ui 与uj 之间任取两点,则

∑
i<j

r(ui,uj)=C2n·2k =n(n-1)
k

,

(ii)在vi 与vj 之间任取两点,则

∑
i<j

r(vi,vj)=C2k· 2
n+k=k(k-1)

n+k
,

(iii)在ui 与vj 之间任取两点,则

∑r(ui,vj)=n·k·n+2k-1
k(n+k)=

 n(n+2k-1)
n+k .

从而

Kf(G)=∑
i<j

rij =n(n-1)
k +k(k-1)

n+k +

 n(n+2k-1)
(n+k) =n(n-1)

k +

 k2-k+n2+2nk-n
n+k =n(n-1)

k +

 (n+k-1),
证毕.
2007年,ChenandZhang[9]提出度基尔霍夫指标

的定义:K'f(G)=∑
i<j

didjrij,其中di 和dj 是指顶

点i和j的度.从而下面可以得到星型k-树G的度基

尔霍夫指标.
定理6 星型k-树G的度基尔霍夫指标为

K'f(G)=∑
i<j

didjrij =kn(n-1)+

 k(n+k-1)[(n+k-1)2+nk]
n+k .

证明 可以分为3种情况讨论:
(i)在ui 与uj 之间任取两点,则

∑
i<j

didjrij =C2
n·k·k2k =kn(n-1),

(ii)在vi 与vj 之间任取两点,则

∑
i<j

didjrij =C2k·(n+k-1)·(n+k-1)·

 2
n+k=k(k-1)(n+k-1)2

n+k
,

(iii)在ui 与vj 之间任取两点,则

∑
i<j

didjrij =n·k·k·(n+k-1)·n+2k-1
k(n+k)=

 nk(n+k-1)(n+2k-1)
n+k .

从而

K'f(G)=∑
i<j

didjrij =kn(n-1)+

 k(k-1)(n+k-1)2
n+k +

 nk(n+k-1)(n+2k-1)
n+k =kn(n-1)+

 k(n+k-1)[(k-1)(n+k-1)+n(n+2k-1)]
n+k =

 kn(n-1)+k(n+k-1)[(n+k-1)2+nk]
n+k

,

证毕.
定理7 星型k-树G的边赋权(每条边权都是1)

生成树的数目为

t(G)=kn-1(n+k)k-1.
证明 星型k-树G外面新添加的每个点ui(i=

1,2,…,n)都可以做一次一般的星型变换(定理2),总
共可以做n次,由于刚开始星型k-树G每条边的电导

ai 都为1,从而由式(3)可得

t(G)=(1+1+…+1􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁
k

)t(G1*)=
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 (1+1+…+1􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁
k

)2t(G2*)=…=

 (1+1+…+1􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁
k

)nt(Gn*),

其中Gi*是变换外面的i个顶点后的结果图,所以Gn*

就是完全图Kk(也就是星型k-树G中的初始k-团),

Gn*边的权是等效电导n+k
k
(即图8中vi 与vj 之间的

电导),所以由式(2)和(4)有:

t(G)=(1+1+…+1􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁
k

)nt(Gn*)=kn·

 n+k
k  k-1

·kk-2=kn-1(n+k)k-1,

证毕.
注:生成树的数目也可以用其他方法来计算,比

如谱.
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