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摘要:[目的]旨在构造一类新的带有形状参数的λ-Bernstein算子,并研究其逼近性质,以提升Bernstein型算子的逼

近能力和适用范围.[方法]通过引入改进的Bézier调配函数,构造新的λ-Bernstein算子,并对其矩量和中心矩量进行详

细估计.进一步推导该算子的局部逼近定理、Lipschitz连续函数的收敛定理及Voronovskaja型渐近展开公式.此外,通
过数值实验分析该算子的实际逼近效果和误差上界.[结果]研究结果表明,与Cai等提出的λ-Bernstein算子相比,本文

构造的算子在逼近速率和误差上界方面均表现出更优的性能.特别地,在不同参数设定下,该算子的逼近误差上界低于

已有方法.[结论]本文提出的改进型λ-Bernstein算子在理论分析和数值实验中均展现出优越的逼近能力,能够有效提

高函数逼近的精度,为Bernstein型逼近算子的研究和应用提供了新的思路和方法.
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Abstract:[Objective]Inthisstudy,weaimtoconstructanewtypeofλ-Bernsteinoperatorswithshapeparametersandanalyzetheir
approximationpropertiestoenhancetheapproximationcapabilityandapplicabilityofBernstein-typeoperators.[Methods]Introducingan
improvedBézierblendingfunction,weconstructanewλ-Bernsteinoperatorandconductadetailedestimationofitsmomentsandcentral
counterparts.Furthermore,wederivethelocalapproximationtheorem,theconvergencetheoremforLipschitzcontinuousfunctions,

andtheVoronovskaja-typeasymptoticexpansionformulafortheproposedoperator.Finally,numericalexperimentsareconductedto
analyzethepracticalapproximationperformanceanderrorboundsoftheoperator.[Results]Resultsindicatethat,comparedwiththe
λ-BernsteinoperatorproposedbyCaietal.,theproposedoperatordemonstratessuperiorperformancesintermsofapproximation
ratesanderrorbounds.Specifically,underdifferentparametersettings,theapproximationerrorboundoftheproposedoperatoris
lowerthanthatofexisting methods.[Conclusion]Theimprovedλ-Bernsteinoperatorproposedhereinexhibitsexcellent
approximationcapabilityinboththeoreticalanalysesandnumericalexperiments.Iteffectivelyenhancestheaccuracyoffunction
approximationandprovidesnewinsightsandmethodsfortheresearchandapplicationofBernstein-typeapproximationoperators.
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  对于定义在[0,1]上的连续函数f,Cai等[1]提出了

一种新的Bernstein型算子,被称为λ-Bernstein算子:
Bn,λ(f;x)=∑

n

k=0
b
~
n,k(λ;x)f k

n  , (1)

其中b
~
n,k(λ;x)是由Ye等[2]提出的一种带有形状参
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数λ∈[-1,1]的Bézier调配函数.该调配函数的定

义如下:

b
~
n,0(λ;x)=bn,0(x)- λ

n+1bn+1,1(x),

b
~
n,k(λ;x)=bn,k(x)+λn-2k+1

n2-1 bn+1,k(x) -

 n-2k-1
n2-1 bn+1,k+1(x) ,(1≤k≤n-1),

b
~
n,n(λ;x)=bn,n(x)- λ

n+1bn+1,n(x),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

其中bn,k(x)=
n
k  xk(1-x)n-k 是经典的Bernstein

基函数,n
k  是二项式系数,即组合数.近年来,众多研

究人员对λ-Bernstein算子的相关问题进行了研

究[3-6].本文的目的是构造一类新的λ-Bernstein算子,
并对其矩量、中心矩量、局部逼近定理、Lipschitz连续

函数的收敛定理和Voronovskaja型渐近展开式进行

研究.

1 一类新的λ-Bernstein算子

首先,提出一种新的带有形状参数λ的Bézier调

配函数:

b
∧

n,0(λ;x)=bn,0(x)- λ
n+1bn+1,1(x),

b
∧

n,k(λ;x)=bn,k(x)+ λ
n+1bn+1,k(x) -

 bn+1,k+1(x) ,(1≤k≤n-1),

b
∧

n,n(λ;x)=bn,n(x)+ λ
n+1bn+1,n(x),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

其中x∈[0,1],λ∈[-1,1].根据经典Bernstein基

函数的性质和式(2)的定义,可以得到下列关于

b
∧

n,k(λ;x)性质的定理.
定理1 令x∈[0,1],λ∈[-1,1],则b

∧

n,k(λ;x)
具有下列性质:
i)非负性:b

∧

n,k(λ;x)≥0,k=0,1,…,n.

ii)单位分解性:∑
n

k=0
b
∧

n,k(λ;x)=1.

iii)端点性质:

b
∧

n,k(λ;0)=
1,k=0,
0, 其他, 

b
∧

n,k(λ;1)=
1,k=n,
0, 其他. 

根据这个新的带有形状参数λ的Bézier调配函数

b
∧

n,k(λ;x),对于任意的f∈C[0,1],引入一类新的λ-

Bernstein算子,如式(3)所示:

B
∧

n,λ(f;x)=∑
n

k=0
b
∧

n,k(λ;x)f k
n  . (3)

注记1 由b
∧

n,k(λ;x)的非负性和单位分解性可

得,B
∧

n,λ(f;x)是正线性算子.

2 一些引理

在这一节中,将估计算子B
∧

n,λ(f;x)的矩量和中

心矩量.根据式(3)的定义,通过直接计算可得到下列

引理.
引理1 记ei(t)=ti(i=0,1,…,4),则对于算

子B
∧

n,λ(f;x),x∈[0,1],以下等式成立:
B
∧

n,λ(e0;x)=1;

B
∧

n,λ(e1;x)=x+λ1-xn+1-(1-x)n+1
n(n+1)

;

B
∧

n,λ(e2;x)=x2+x(1-x)
n +

 λ2x
(1-xn)
n2 -1-xn+1-(1-x)n+1

n2(n+1)  ;
B
∧

n,λ(e3;x)=x3+3x
2(1-x)
n +x-3x2+2x3

n2 +

 λ3x
2(1-xn-1)

n2 +1-xn+1-(1-x)n+1
n3(n+1)  ;

B
∧

n,λ(e4;x)=x4+6x
3(1-x)
n +

 7x
2-18x3+11x4

n2 +x-7x2+12x3-6x4
n3 +

 λ 4x
3(1-xn-2)

n2 +

 6x
2(1-xn-1)-4x3(1-xn-2)

n3 +

 2x(1-xn)
n4 -1-xn+1-(1-x)n+1

n4(n+1)  .
根据引理1的结论,结合算子B

∧

n,λ(f;x)的性质

可得下列引理.
引理2 记Φk

x(t)=(t-x)k(k=1,2,4),则对

于算子B
∧

n,λ(f;x),x∈[0,1],以下等式成立:

B
∧

n,λ(Φ1x;x)=λ1-xn+1-(1-x)n+1
n(n+1)

,

B
∧

n,λ(Φ2x;x)=x(1-x)
n +

 λ 2x(1-xn)
n2 -2x

(1-xn+1-(1-x)n+1)
n(n+1) -

 1-xn+1-(1-x)n+1
n2(n+1)  ,

lim
n→∞

nB
∧

n,λ(Φ1x;x)=0, (4)

·817·
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lim
n→∞

nB
∧

n,λ(Φ2x;x)=x(1-x), (5)

lim
n→∞

n2B
∧

n,λ(Φ4x;x)=3x2-6x3+3x4. (6)

由于x∈[0,1],因而有1-xn+1-(1-x)n+1≥
0.又因为λ∈[-1,1],因此

B
∧

n,λ(Φ1x;x)=λ1-xn+1-(1-x)n+1
n(n+1) ≤

 1-xn+1-(1-x)n+1
n(n+1) φn(x); (7)

B
∧

n,λ(Φ2x;x)≤x(1-x)
n +2x

(1-xn)
n2 +

 2x(1-xn+1-(1-x)n+1)
n(n+1) +

 1-xn+1-(1-x)n+1
n2(n+1) ψn(x). (8)

3 主要定理及其证明

为了介绍接下来的收敛定理,回顾以下概念.记
C(I)为定义在I=[0,1]上的实值连续函数空间.对
于f∈C(I),
i)范数:‖f‖=sup

x∈I
|f(x)|.

ii)连续模:
ω(f;δ)=sup

0<h≤δ
sup

x,x+h∈I
|f(x+h)-f(x)|.

iii)二阶光滑模:
ω2(f;δ)=sup

0<h≤δ
sup

x,x+h,x+2h∈I
|f(x+2h)-

 2f(x+h)+f(x)|.
iv)PeetreK-泛函:
K2(f;δ)= inf

g∈C2(I)
{‖f-g‖+‖g″‖}.

其中δ>0,C2(I)={g∈C(I):g',g″∈C(I)}.由文

献[7]可知,存在常数C>0,使得

K2(f;δ)≤Cω2(f;δ). (9)
首先,给出算子B

∧

n,λ(f;x)的局部逼近定理及其

证明.
定理2 设f是I上的绝对连续函数,则有

|B
∧

n,λ(f;x)-f(x)|≤

 Cω2 f;12 ψn(x)+φ2n(x)  +ω(f;φn(x)).

证明 记ηλ
n =x+λ1-xn+1-(1-x)n+1

n(n+1) .对于

f∈C(I),构造辅助算子

n,λ(f;x)=B
∧

n,λ(f;x)-f(ηλ
n(x))+f(x).(10)

容易得到 n,λ(1;x)=1, n,λ(t;x)=x.令g∈
C2(I),根据Taylor展开式,得到

g(t)=g(x)+g'(x)(t-x)+∫
t

x
(t-u)g″(u)du.

将算子 n,λ 作用在g(t),得到

n,λ(g;x)=g(x)+

 n,λ∫
t

x
(t-u)g″(u)du;x  .

因而,根据三角不等式、式(7)和(8)得
| n,λ(g;x)-g(x)|≤

 B
∧

n,λ∫
t

x
(t-u)g″(u)du;x  +

 ∫
ηλn(x)

x
(ηλ

n(x)-u)g″(u)du ≤

 B
∧

n,λ∫
t

x
(t-u)|g″(u)|du ;x  +

 ∫
ηλn(x)

x
|ηλ

n(x)-u||g″(u)|du≤

 B
∧

n,λ((t-x)2;x)+(ηλ
n(x)-x)2  ‖g″‖≤

 [ψn(x)+φ2n(x)]‖g″‖. (11)
同时,由式(10)得

| n,λ(f;x)|≤|B
∧

n,λ(f;x)|+2‖f‖≤
 B

∧

n,λ(1;x)‖f‖+2‖f‖=3‖f‖. (12)
故,由式(10)、(11)和(12)得

|B
∧

n,λ(f;x)-f(x)|≤| n,λ(f-g;x)|+
 |f(x)-g(x)|+| n,λ(g;x)-g(x)|+
 |f(ηλ

n(x))-f(x)|≤4‖f-g‖+[ψn(x)+
 φ2n(x)]‖g″‖+ω(f,φn(x)). (13)

对式(13)右端取所有g∈C2(I)的下确界,得到

|B
∧

n,λ(f;x)-f(x)|≤

 4K2 f;ψn(x)+φ2n(x)
4  +ω(f;φn(x)).

进一步,由式(9)得到

|B
∧

n,λ(f;x)-f(x)|≤

 Cω2 f;12 ψn(x)+φ2n(x)  +ω(f;φn(x)).

其中,C是一个正常数.定理2证毕.
推论 1 由于当 x ∈I,有lim

n→∞φn(x)=0,

lim
n→∞ψn(x)=0,所以对于在I上绝对连续的任意函

数f,
lim
n→∞

ω(f;φn(x))=0,

lim
n→∞

ω2 f;12 ψn(x)+φ2n(x)  =0.
(14)

因此,当n→∞时,算子B
∧

n,λ(f;x)一致收敛于f.
接下来,利用 Lipschitz类 LipM(α)研究算子

B
∧

n,λ(f;x)的收敛阶,其中M>0且0<α≤1.若函数

f∈LipM(α),则满足不等式

|f(y)-f(x)|≤M|y-x|α,x,y∈RR.
定理3 令f∈LipM(α),x∈[0,1],则有

·917·
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|B
∧

n,λ(f;x)-f(x)|≤M[ψn(x)]
α
2.

证明 由于B
∧

n,λ(f;x)是正线性算子,所以

|B
∧

n,λ(f;x)-f(x)|≤B
∧

n,λ(|f(t)-

 f(x)|;x)≤M∑
n

k=0
b
∧

n,k(λ;x) k
n -x

α

=

 M∑
n

k=0
b
∧

n,k(λ;x) k
n -x  2  

α
2

b
∧

n,k(λ;x)  
2-α
2 .

利用Hölder不等式和式(8),得到

|B
∧

n,λ(f;x)-f(x)|≤

 M ∑
n

k=0
b
∧

n,k(λ;x)k
n -x  2  

α
2

 ∑
n

k=0
b
∧

n,k(λ;x)  
2-α
2 =M B

∧

n,λ((t-x)2;x)  
α
2 ≤

 M[ψn(x)]
α
2.

因此,定理3证毕.
最后,给出算子B

∧

n,λ(f;x)的Voronovskaja型渐

近展开式.
定理4 设f∈C2(I),对于算子B

∧

n,λ(f;x)有

lim
n→∞

nB
∧

n,λ(f;x)-f(x)  =x(1-x)
2 f″(x).

证明 对于任意给定的x∈[0,1],由Taylor公

式得

f(t)=f(x)+f'(x)(t-x)+12f″
(x)(t-x)2+

 r(t;x)(t-x)2, (15)
其中,r(t;x)∈ C(I)是 Peano余 项,而 且 满 足

lim
t→x

r(t;x)=0.将算子B
∧

n,λ 作用在式(15)两边,得

nB
∧

n,λ(f;x)-f(x)  =nf'(x)B
∧

n,λ(Φ1x;x)+

 n
2f″

(x)B
∧

n,λ(Φ2x;x)+nB
∧

n,λ(r(t;x)Φ2x;x).

由Cauchy-Schwartz不等式,得到

nB
∧

n,λ(r(t;x)Φ2x;x)≤

                 B
∧

n,λ(r2(t;x);x)·
              n2B

∧

n,λ(Φ4x;x).
由式(6)和lim

n→∞
B
∧

n,λ(r2(t;x);x)=r2(x;x)=0,可得

lim
n→∞

nB
∧

n,λ(r(t;x)Φ2x;x)=0.
因而,由式(4)和(5)得到

lim
n→∞

nB
∧

n,λ(f;x)-f(x)  =

 lim
n→∞

nf'(x)B
∧

n,λ(Φ1x;x)+

 lim
n→∞

n
2B

∧

n,λ(Φ2x;x)f″(x)=

 x(1-x)
2 f″(x).

定理4证毕.

4 数值实验

在本节中,给出若干个图像和数值逼近误差上界

的例子来展示算子B
∧

n,λ(f;x)的收敛性.
例1 取f(x)=(x-0.25)sin(2πx),图1给出

了f(x)和λ=1,n分别为10,50,100的算子B
∧

n,λ(f;
x)对应曲线图像,展示了不同n取值时,算子B

∧

n,λ(f;
x)对目标函数f(x)的逼近曲线.当n=10时,逼近曲

线偏离目标函数较明显,而当n增加到50或100时,
曲线明显地逼近目标曲线,表明算子B

∧

n,λ(f;x)收敛

性良好.表1给出了不同λ和n的取值对应的逼近误

差上界‖B
∧

n,λ(f;x)-f(x)‖∞.从表1中可以看出,
随着n由100增加到1000,逼近误差界显著下降.不
同的λ取值下,逼近误差界略有差异,但整体趋势相

似,这表明λ参数的选择会影响逼近精度,在实际应用

中可以优化该参数以提高逼近效果.

图1 算子B
∧

n,λ(f;x)在λ=1,f(x)=
(x-0.25)sin(2πx)时的逼近趋势

Fig.1 TheapproximationtrendofoperatorsB
∧

n,λ(f;x)

whenλ=1,f(x)=(x-0.25)sin(2πx)

表1 n和λ取不同值时算子B
∧

n,λ(f;x)逼近f(x)=(x-0.25)sin(2πx)的误差上界

Tab.1 TheapproximationerrorupperboundofB
∧

n,λ(f;x)onf(x)=(x-0.25)sin(2πx)withdifferentvaluesofn,λ

λ
‖B

∧

n,λ(f;x)-f(x)‖∞

n=100 n=200 n=300 n=500 n=1000

-1.0 0.01923591 0.00973917 0.00651968 0.00392472 0.00196719

-0.5 0.01923640 0.00973846 0.00651924 0.00392452 0.00196713

·027·
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续表

λ
‖B

∧

n,λ(f;x)-f(x)‖∞

n=100 n=200 n=300 n=500 n=1000

0.0 0.01923690 0.00973775 0.00651880 0.00392433 0.00196708
0.5 0.01923739 0.00973704 0.00651836 0.00392413 0.00196702
1.0 0.01923788 0.00973633 0.00651792 0.00392393 0.00196697

 注:粗体表示最优值.

  例2 取f(x)=1-cos(4ex),图2给出了f(x)
和λ=-1,n分别为10,50,100的算子B

∧

n,λ(f;x)对

应曲线图像.表2给出了不同λ和n的取值对应的逼

近误差上界‖B
∧

n,λ(f;x)-f(x)‖∞.图2表明随着n
增加,逼近效果逐步提升,逼近于目标函数.逼近误

差界显著减小,与例1结果一致,验证了该算子良好

的收敛性.同时,λ的选择对逼近误差界有一定影响,
适当调整λ可以进一步优化逼近精度.表3给出了在

相同目标函数下,式(1)定义的传统λ-Bernstein算子

Bn,λ(f;x)的逼近误差界‖Bn,λ(f;x)-f(x)‖∞.通

过比较表2与表3的数据,改进型算子B
∧

n,λ(f;x)在

相同阶数n下,通过优化λ取值,其逼近误差界始终低

于传统λ-Bernstein算子Bn,λ(f;x),表明本文方法在

逼近精度上具有优势.
综合例1和例2,本文构造的新型λ-Bernstein算

子B
∧

n,λ(f;x)在不同类型的连续函数上均表现出优秀

的逼近性能,误差更小.说明通过构造新的Bézier调

配函数改进λ-Bernstein算子,能够在保持Bernstein
型算子优良性质的同时,提高逼近精度,使其在实际

应用中更具优势.

图2 算子B
∧

n,λ(f;x)在λ=-1,f(x)=1-cos(4ex)时的

逼近趋势

Fig.2 TheapproximationtrendofoperatorsB
∧

n,λ(f;x)

whenλ=-1,f(x)=1-cos(4ex)

表2 n和λ取不同值时算子B
∧

n,λ(f;x)逼近f(x)=1-cos(4ex)的误差上界

Tab.2 TheapproximationerrorupperboundofB
∧

n,λ(f;x)onf(x)=1-cos(4ex)withdifferentvaluesofn,λ

λ
‖B

∧

n,λ(f;x)-f(x)‖∞

n=100 n=200 n=300 n=500 n=1000

-1.0 0.05422240 0.02754631 0.01846158 0.01112384 0.00557955
-0.5 0.05417545 0.02753132 0.01845442 0.01112112 0.00557884
0.0 0.05412851 0.02751633 0.01844727 0.01111840 0.00557813
0.5 0.05408157 0.02750135 0.01844012 0.01111568 0.00557743
1.0 0.05403462 0.02748636 0.01843296 0.01111296 0.00557672

 注:粗体表示最优值.

表3 n和λ取不同值时算子Bn,λ(f;x)逼近f(x)=1-cos(4ex)的误差上界

Tab.3 TheapproximationerrorupperboundofBn,λ(f;x)onf(x)=1-cos(4ex)withdifferentvaluesofn,λ

λ
‖Bn,λ(f;x)-f(x)‖∞

n=100 n=200 n=300 n=500 n=1000

-1.0 0.05408493 0.02749849 0.01843829 0.01111486 0.00557719
-0.5 0.05410672 0.02750741 0.01844278 0.01111663 0.00557766
0.0 0.05412851 0.02751633 0.01844727 0.01111840 0.00557814
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续表

λ
‖Bn,λ(f;x)-f(x)‖∞

n=100 n=200 n=300 n=500 n=1000

0.5 0.05415030 0.02752526 0.01845176 0.01112017 0.00557860

1.0 0.05417209 0.02753418 0.01845625 0.01112194 0.00557908

 注:粗体表示最优值.

5 结 论

本文首先介绍了一种新的带形状参数的Bézier
调配函数b

∧

(λ;x),以此引入了一类新的λ-Bernstein
算子B

∧

n,λ(f;x).然后,通过对算子B
∧

n,λ(f;x)的矩量

和中心矩量的估计,分别得到B
∧

n,λ(f;x)的局部逼近

定理、Lipschitz连续函数的收敛定理和Voronovskaja
型渐近展开公式.最后,通过若干数值例子给出算子

B
∧

n,λ(f;x)对不同函数的收敛效果和数值逼近误差上

界,得到在逼近某些函数时,算子B
∧

n,λ(f;x)的逼近误

差上界比算子Bn,λ(f;x)的逼近误差上界小.
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