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Pontrjagin空间上Putnam-Fuglede定理成立的条件
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摘要:[目的]本文主要考虑Pontrjagin空间上Putnam-Fuglede定理成立的条件问题.[方法]利用Πk 空间的正则分解

和正规分解下算子的运算规则,以及算子值解析函数的Liouville定理来研究算子的交换性.[结果]事实上,设A与B
是Πk 空间中的有界线性算子,A是正规算子,B与A可交换且有公共零性不变子空间, 表示算子A、B和单位I生成的

JC*-代数.则有:1)如果 是非退化的,则Putnam-Fuglede定理成立,即A#B=BA#;2)如果 是一般的,则Putnam-
Fuglede定理成立当且仅当B∈ '( 的交换);3)A是一般对称算子代数当且仅当A与B有公共零性不变子空间Z,使
得Z是B#的不变子空间;4)如果函数‖eizA#‖在z=0点处解析,则必有A#B=BA#.[结论]因此,本文全面解决了

Pontrjagin空间上Putnam-Fuglede定理成立的条件问题.
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Abstract:[Objective]Inthispaper,weconsiderconditionsofthePutnam-FugledetheoremonthePontrjaginspace.[Methods]To
performouranalysis,westudythecommutativityofoperatorsbyutilizingtheoperationrulesofanoperatorundertheregular
decompositionandthenormaldecompositionofaΠkspace,aswellastheLiouvilletheoremforoperatorvalueanalyticfunctions.Then
weobtainthePutnam-fugledetheoremonthePontrjaginspace.[Results]LetAandBbetwoboundedlinearoperatorsonaΠkspace
withAB=BA,whereAdenotesanormaloperator,andAandBsecureacommunalneutral-invariantsubspace.By denotestheJC*-
algebraspannedbyoperatorsA,BandunitI.(1)If isanondegeneratealgebra,thenPutnam-Fugledetheoremholds,i.e.A#B=
BA#.(2)If isgeneralalgebra,thenPutnam-FugledetheoremholdsifandonlyifB∈ ' (commutationof ).(3) isgeneral
symmetricalgebraifandonlyifthereisacommunalneutralinvariantsubspaceZofAandBsuchthatB#Z⊂Z.(4)Ifthefunction
‖eizA#‖isanalyticatz=0,thenA#B=BA#.[Conclusions]WehaveestablishedconditionsinwhichthePutnam-Fugledetheorem
continuestoholdonthePontrjaginspace.
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  对于Hilbert空间上的正规算子A,若有界线性

算子B满足AB=BA,则必有A*B=BA*.这是熟知

的Putnam-Fuglede定理[1](以下简称P-F定理).对
Pontrjagin空间,Yang[2]证明了当算子A没有零性不

变子空间时,P-F定理成立;当A有零性不变子空间,
而B与A 无公共零性不变子空间时,P-F定理也成

立;当A与B 有公共零性不变子空间时,通过构造例

子说明此时P-F定理一般不成立;在Π1 空间上,当A



厦门大学学报(自然科学版) 2025年

http:∥jxmu.xmu.edu.cn

与B 及单位算子生成的一致闭对称算子代数 属于第

0,Ⅱa和Ⅲa类代数时,算子B与A*仍可交换[3];而
当 属于第Ⅰ,Ⅱb和Ⅲb类代数时,存在B∈ ,使得

B与A 可交换.但B与A*不可交换[3].
本 文 继 续 考 虑 Pontrjagin 空 间 上 Putnam-

Fuglede定理成立的条件问题.得到下列主要结果:
设A与B 是Πk 空间上有界线性算子,A是正规

算子,B与A 可交换且有公共零性不变子空间. 表示

A,B和单位I生成的JC*-代数.
1)如果 是非退化的,则Putnam-Fuglede定理

成立,即A#B=BA#;
2)如果 是一般的,则Putnam-Fuglede定理成

立当且仅当B∈ '( 的交换);
3) 是一般对称算子代数当且仅当A与B 有公

共零性不变子空间Z,使得Z是B# 的不变子空间;
4)如果函数‖eizA#‖在z=0点处解析,则必有

A#B=BA#.
至此Πk空间上Putnam-Fuglede定理成立的等价

条件问题得到解决.

1 预备知识

不定度规空间Π是复数域上的线性空间,且带有

一个非退化的度规[·,·],即双线性Hermite泛函.
若x∈Π,且[x,x]=0,则称x为零性向量.零性向

量构成的子空间称为零性子空间.如果不定度规空间

的正则分解Π=H+􀱇H- 中负性子空间的维数k<
∞,则称之为Pontrjagin空间,或Πk 空间.Πk 空间上

的度规[·,·]也称为不定内积,而由正则分解诱导

出的正定内积为(·,·)=[·,·]+-[·,·]-,相应的

度规算子为J,Πk 空间上的算子关于不定内积的共轭

算子记为A#,而关于正定内积的共轭算子记为A*,
并且有A# =JA*J[4-8].
Πk 空间的正规分解是指Πk=(Z􀱇H)+Z*.其

中Z是零性子空间,Z*是Z的对偶,当dimZ=k时,
H 是Hilbert空间;当dimZ<k时,H 是Πk 型空间.

用 表示Πk 空间上有界线性算子所成的代数

B(Πk)的子代数.若A∈ 则A# ∈ ,就称 是对称

的.若 没有零性不变子空间,则称 为非退化的,否
则就称为一般的算子代数[9-11].
Πk 空间上的拓扑是由Πk 空间的正则分解诱导出

的正定内积(·,·)引入的范数‖·‖所确定的.与范

数‖·‖相应的可给出B(Πk)中算子A的范数‖A‖.
这个算子范数确定了B(Πk)上的一致拓扑.若B(Πk)

的子代数 按一致拓扑是闭的,则称 是Πk 上的JC
*-代数[12-14].

引理1[15] Πk 空间上非退化的JC*-代数存在正

(负)不变子空间H±,使得Πk=H-􀱇H+ 为Πk 空间

的正则分解.

2 主要结果

定理1 设A,B都是Πk空间上的有界线性算子,
A是正规算子,B与A 可交换. 表示由A,B和Πk 上

的单位算子I生成的JC*-代数.如果 非退化,则P-F
定理成立.

证明 因为 是JC*-代数,由引理1知,存在Πk

空间的正则分解Πk=H-􀱇H+,其中H± 是 的正、

负不变子空间,相应的度规算子为J=
-I

I  ,其

中I± 是H± 上的单位算子.由 是对称的知,H± 是

的约化子空间.从而 在该正则分解下具有对角形式.
现在设

A=
A11

A22  ∈ ,

则

A# =JA*J=
A*
11

A*
22  ,

由A是正规算子知,A11,A22分别是H+ 与H- 上的正

规算子.再设

B=
B11 B12
B21 B22  ,

则

AB=
A11B11 A11B12
A22B21 A22B22  ,

BA =
B11A11 B12A22
B21A11 B22A22  .

由AB=BA,有
A11B11=B11A11,A22B22=B22A22,
A11B12=B12A22,A22B21=B21A11,

由A11,A22是正规算子以及Hilbert空间上的P-F定

理(及推广形式)知,
A*
11B11=B11A*

11,A*
22B22=B22A*

22,
A*
11B12=B12A*

22,A*
22B21=B21A*

11,
于是A#B=BA#.

推论1 若Πk 空间上的正规算子A 无零性不变

子空间,则对Πk 空间上的任意与A 可交换的有界线

性算子B,必有A#B=BA#.
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推论2 设A是Πk 空间上有零性不变子空间的

正规算子,若B是Πk 空间上与A无公共零性不变子空

间且与A可交换的任意有界线性算子,则必有A#B=
BA#.

定理2 设 是由A,A# 及单位I生成的JC*-代
数,则P-F定理成立的等价条件是B∈ ',其中'是

的交换.
证明 设AB=BA,且A是正规算子.若P-F定理

成立,则BA# =A#B.于是对任意二元复系数多项式

Pnm(A,A#),有BPnm(A,A#)=Pnm(A,A#)B.另一

方面不难看出

= lim
n,m→∞

{Pnm(A,A#)|n,m∈NN},

反之,若B∈ ',则B与A# 交换,即P-F定理

成立.
定理3 令 ={Z|AZ⊆Z,BZ⊆Z,(z,z)=

0,z∈Z},则算子代数 是一般的,等价于存在Z∈
,使得Z是B# 的零性不变子空间.

证明 ⇒若 是退化的,则由A,B,B#∈ 知,存
在对A,B,B# 不变的零性子空间Z,即Z∈ 且对B#

不变.
⇐设Z∈ ,且B#Z⊆Z.下证Z是 的不变子

空间.为此只需证Z是A# 的不变子空间即可.取Z*

为Z的对偶.令
H =(Z+Z*)[⊥],

则得Πk 空间的正规分解

Πk =(Z􀱇H)+Z*,
相应的度规算子为

J1
I

J3  .
由于Z是A 的不变子空间,因此可设A在该正规分解

下的形式为

A=
A11 Y􀱋ξ T

M η􀱋Z
X􀱋η A33

  ,
其中ξ与η是Z 与Z* 的标准正交基(按正定内积),
其中Y,Z∈H.于是

A# =JA*J=J
A*
11

ξ􀱋Y M* η􀱋X
T* Z􀱋η A*

33
  J=

 
A*
33 Z􀱋ξ T*

η􀱋X M* η􀱋Y
A*
11

  .
计算AA# 与A#A,有

  AA# =
A11 Y􀱋ξ T

M η􀱋Z
X􀱋η A33

  A*
33 Z􀱋ξ T*

η􀱋X M* η􀱋Y
A*
11

  =
 

A11A*
33+(X,Y) (A*

11Z+MY)􀱋ξ A11T*+(Y,Y)+TA*
11

η􀱋MX MM* η􀱋(MY+A*
11Z)

(X,X) MX􀱋η (Y,X)+A33A*
11

  ,及
A#A=

A*
33 Z􀱋ξ T*

η􀱋X M* η􀱋Y
A*
11

  A11 Y􀱋ξ T
M η􀱋Z

X􀱋η A33
  =

 
A*
33A11 (A33Y+M*Z+TX)􀱋ξ A*

33T+(Z,Z)+T*A33
η􀱋A11X (Y,X)+M*M+(X,Y) η􀱋(TX+M*Z+A33Y)

A11X􀱋η A*
11A33  .

由A#A=AA#,有 (X,X)=0,所以X=0,故Z是

A# 的不变子空间.
推论3 设A是Πk 空间上的正规算子,A与A#

的零性不变子空间是一致的.
引理2 设A是Πk 空间上的有界线性算子,令

h(z)=‖e-i(zA#+zA)‖,k(z)=‖ei(zA#+zA)‖,
r(z)=‖eizA#‖‖e-izA#‖,z∈CC,

则下列结论成立:
(i)h(z)=k(z),

(ii)h(z)≤r(z),
(iii)当‖eizA#‖在z=0点处解析时,r(z)在z=

0点也解析,且r'(0)=0.
证明 (i)对任意z∈CC,有
(e-i(zA#+zA))# =ei(zA#+zA),

所以

‖(e-i(zA#+zA))#‖=‖ei(zA#+zA)‖,
即h(z)=k(z).

(ii)对任意z∈CC有,
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h(z)=‖e-izA#e-izA‖=‖(eizA#)-1(eizA#)#‖=
 ‖(eizA#)#-1#(eizA#)#‖=
 ‖(eizA#(eizA#)#-1)#‖=‖eizA#(eizA#)#-1‖≤
 ‖eizA#‖‖(eizA#)-1#‖=
 ‖eizA#‖‖e-izA#‖=r(z).
(iii)令r1(z)=‖eizA#‖,r2(z)=‖e-izA#‖,则

r'1(0)=lim
z→0

‖eizA#‖-‖I‖
z =

 lim
-z→0

‖e-izA#‖-‖I‖
-z =-r2'(0).

即r1(z)在z=0点处解析时,r2(z)在z=0点处也解

析.于是当r1(z)在z=0解析时,r2(z)在z=0也解

析,从而有

r'(0)=r'1(0)r2(0)+r1(0)r'2(0)=r'1(0)+
 r'2(0)=0.
定理4 设A 是Πk 空间上的正规算子,函数

‖eizA#‖在z=0点解析.对Πk 空间上的与A 可交换

的有界线性算子B,必有A#B=BA#.
证明 由普通函数论知识知,对任意复数z,有

ez =∑∞

n=0
zn

n!
,

因此,存在一个多项式列Pn 使得Pn(A)按算子范数

收敛于eizA.由条件AB=BA,得Pn(A)B=BPn(A).
于是对任意复数z,有eizAB=BeizA.从而

B=e-izABeizA.
令

f(z)=e-izA#BeizA#

r2(z)
,

其中r(z)是引理1中定义的函数,由于A是正规算

子,故有AA# =A#A,因此

f(z)=e-izA#e-izABeizAeizA#

r2(z) =

 e-i(zA#+zA)Bei(zA+zA#)

r2(z)
,

且f(z)是整个复平面上的算子值解析函数.再由引理

2(i)(ii)知,f(z)在整个复平面上有界.由Liouville定理

知f(z)恒为常数,从而f'(z)=0.于是

e-zA#(-iA#)r(z)-e-izA#r'(z)
r2(z) BeizA#

r(z)+

 e-izA#

r(z)B
eizA#(izA#)r(z)-eizA#r'(z)

r2(z) =0,

再令z=0,得
-iA#B+iBA#-2r'(0)B=0,

由引理2(iii),有r'(0)=0,从而有A#B=BA#.
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