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3≤Δ≤4的图的D(2)-点和可区别全染色

何 静,强会英*

(兰州交通大学数理学院,甘肃 兰州730070)

摘要:[目的]探究最大度满足3≤Δ≤4的简单连通图G的D(2)-点和可区别全染色特性,明确其D(2)-点和可区别全

色数,进而拓展该染色问题在平面图中的研究结论,为图论中相关染色理论的完善提供支撑.[方法]采用组合零点定理

与权转移方法相结合的研究手段.通过组合零点定理构建染色存在性的理论基础,借助权转移方法分析图中顶点与边

的权值分配关系,验证染色方案的合理性与可行性.[结果]成功确定了3≤Δ≤4的简单连通图G的D(2)-点和可区别

全色数的值;进一步将该结论推广至平面图范畴,证明了满足3≤Δ≤4的平面图同样具备相应的D(2)-点和可区别全染

色性质,且其点和可区别全色数与简单连通图保持一致.[结论]组合零点定理与权转移方法可有效解决3≤Δ≤4图类

的D(2)-点和可区别全染色问题,所得色数结论对简单连通图及平面图均适用,为后续研究图的最大度在其他范围内的

此类色数问题提供了可借鉴的方法与理论依据.
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Abstract:[Objective]ThisstudyexplorescharacteristicsofD(2)-vertexsumdistinguishingtotalcoloringforsimpleconnected
graphsGwithmaximumdegreesatisfying3≤Δ≤4,clarifiestheirvertexsumdistinguishingtotalchromaticnumbers,andfurther
extendstheresearchconclusionsofthiscoloringproblemtoplanargraphs,therebyprovidingthesupportfortheimprovementof
relevantcoloringtheoriesingraphtheory.[Methods]WeconductacombinedresearchapproachoftheCombinatorialNullstellensatz
andthemethodofweighttransfer.TheCombinatorialNullstellensatzisusedtoestablishthetheoreticalbasisfortheexistenceof
coloring,whilethedischargingmethodisemployedtoanalyzetheweightdistributionrelationshipbetweenverticesandedgesinthe
graph,sothattherationalityandthefeasibilityofthecoloringschemeareverified.[Results]ThespecificvalueoftheD(2)-vertex
sumdistinguishingtotalchromaticnumberforsimpleconnectedgraphsGwith3≤Δ≤4issuccessfullydetermined.Furthermore,this
conclusionisextendedtothecategoryofplanargraphs,anditisprovedthatplanargraphssatisfying3≤Δ≤4alsopossessthe
correspondingD(2)-vertexsumdistinguishingtotalcoloringproperty,withtheirvertexsumdistinguishingtotalchromaticnumbers
beingconsistentwiththoseofsimpleconnectedgraphs.[Conclusions]TheCombinatorialNullstellensatzandthedischargingmethod
caneffectivelysolvetheD(2)-vertexsumdistinguishingtotalcoloringproblemforgraphclasseswith3≤Δ≤4.Theseobtained
chromatic-numberconclusionsareapplicabletobothsimpleconnectedgraphsandplanargraphs,thusprovidingreferable
methodologicalandtheoreticalbasesforsubsequentresearchonsuchchromaticnumberproblemswithinotherranges.

Keywords:D(2)-vertexsumdistinguishingtotalcolorings;combinatorialnullstellensatz;dischargingmethod



厦门大学学报(自然科学版) 2025年

http:∥jxmu.xmu.edu.cn

  图是建立各种数学模型的强有力的工具,图染色

是数学中以图为研究对象的一个分支.Pils'niak和

Wozniak[1]最早研究了邻和可区别全染色,并提出猜

想:对于n≥2的图G,都有Δ(G)+1≤χ″Σ(G)≤
Δ(G)+3.2019年,杨笑蕊等[2]研究了两类冠图的邻
和可区别全色数.2020年,姚丽等[3]研究了两类笛卡

尔积图的邻和可区别全色数.2021年,强会英等[4]研
究了无K4-子式图的2-距离和可区别边色数.2024
年,刘欢等[5]研究了树图的2-距离和可区别染色.基
于上述文献,本文研究了3≤Δ≤4的简单连通图的

D(2)-点和可区别全染色.
本文所涉及的图G 都是有限、无向的简单连通

图.V(G),E(G),Δ(G),δ(G)分别表示图G 的点集、
边集、最大度和最小度,|V(G)|表示图G中点的个

数,|E(G)|表示图G中边的个数,d(u,v)表示点u,
v的距离,用dH(v)表示H 中点v的度数,S(u)表示

点u及其关联边的颜色数之和,用ad(G)表示G的平

均度,mad(G)表示图G的所有非空子图的最大平均

度,Cm
n 表示n取m 的组合数.其余未说明的符号和术

语参见文献[5-15].

1 预备知识

定义1[6] 令φ是图G 的一个k-正常全染色,对
∀u,v∈V(G),若dG(u,v)≤2,都有S(u)≠S(v),
其中S(u)=φ(u)+∑uω∈E(G)φ(uω).则称φ为图G
的k-D(2)-点和可区别全染色,简记为k-D(2)-VSD
全染色.其中用到的最小颜色数k称为图G 的D(2)-
点和可区别全色数,记为χ″2-Σ(G).

引理1[7] 设B1,B2是数集,且|B1|=m≥2,
|B2|=n≥2,令B3={x+y|x∈B1,y∈B2,x≠
y}.则|B3|≥m+n-3,并且,如果B1≠B2,那么

|B3|≥m+n-2.
引理2[8](组合零点定理) Q =Q(x1,x2,…,

xn)为属于任一数域F 上的多项式,设deg(Q)=

∑
n

i=1
ki,其中ki 为非负整数,且CQ(xk11xk22 …xknn )≠0,

若S1,S2,…,Sn⊆F且|Si|>ki,1≤i≤n,则存在

s1∈S1,s2∈S2,…,sn∈Sn,使得Q(s1,s2,…,sn)≠0.
引理3[9] 对简单图G,若G存在d(Δ,Δ)≤2,

有χ'2-Σ(G)≥Δ(G)+2,否则χ'2-Σ(G)≥Δ(G)+1.

2 主要结论

定理1 对简单连通图 G,若Δ(G)=3,且

mad(G)<94
,则χ″2-Σ(G)≤7.

证明 采用反证法证明,设图G是定理|V(G)|+
|E(G)|的一个极小反例,即Δ(G)=3,且图G是使

|V(G)|+|E(G)|最小的不存在7-D(2)-VSD全染

色的图.所以图G的任意真子图G'都有一个7-D(2)-
VSD全染色ϕ'.下面通过删去图G 中的某些非割边

及点得到图G 的真子图G',若图G'的7-D(2)-VSD
全染色ϕ'可扩展为图G 的7-D(2)-VSD全染色ϕ,
这与G是极小反例相矛盾.令S(u)、S'(u)分别表示

在染色ϕ、ϕ'中点u及其关联的边的颜色数之和.
注:删去图G的所有1-点,所得图记为H,显然H

为连通图.因为1-点达到D(2)-VSD全染色易染,所以

在下面分析中,对任意点(或边)染色时,不考虑与其相

邻(或2距离以内)的1-点的颜色情况.(定理2同.)
断言1 δ(H)≥2.
假定δ(H)≤1.若δ(H)=0,则图G 为星图

K1,3,易得χ″2-Σ(K1,3)=4≤7,与G为极小反例矛

盾.若δ(H)=1,不妨设dH(v)=1,即dG(v)=2或

3.记边uv为e.令G'=G-e,由于图G是极小反例,
可得图G'存在7-D(2)-VSD全染色ϕ'.下面通过对

点v及其关联边和边e重新染色,从而将ϕ'扩展为图

G的7-D(2)-VSD全染色ϕ.因为C47=35共有13种

不同的颜色数之和,而v点在2-距离之内至多有3个

三度点,此时边e有4种可用色,点v有5种可用色,
与点v相邻的悬挂边及1-点易染.故可得图G 的7-
D(2)-VSD全染色ϕ,推出矛盾,故δ(H)≥2.

对∀v∈V(H),若dH(v)=2,则2≤dG(v)≤
3,若dH(v)=dG(v)=2,则称v为好2-点,否则称v
为坏2-点.

断言2 H 中不存在相邻的两个2-点.
若图H 中∃uv∈E(H),有dH(u)=dG(v)=

2.分以下3种情形进行讨论:
1)u,v均为好2-点,则图G包含与图1中G1 同

构的子图,令G'=G-uv,图G'存在一个7-D(2)-
VSD全染色ϕ',下将G'的染色ϕ'扩展为图G 的7-
D(2)-VSD全染色ϕ.重染u,v,uv的颜色,记u,v,uv
分配的颜色分别为x1,x2,x3,由染色条件得多项

式Q1:

Q1(x1,x2,x3)= ∏
1≤i<j≤3

(xi-xj)(x1-ϕ'(uu1))

 (x1-ϕ'(u1))(x2-ϕ'(vv1))(x2-ϕ'(v1))
 (x3-ϕ'(uu1))(x3-ϕ'(vv1))(x2+x3+
 ϕ'(vv1)-S'(v1))(x2+x3+ϕ'(vv1)-
 S'(v11))(x2+x3+ϕ'(vv1)-S'(v12))(x2+
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 x3+ϕ'(vv1)-S'(u1))(x1+x3+ϕ'(uu1)-
 S'(u1))(x1+x3+ϕ'(uu1)-S'(u11))(x1+
 x3+ϕ'(uu1)-S'(u12))(x1+x3+ϕ'(uu1)-
 S'(v1))(x1+ϕ'(uu1)-x2-ϕ'(vv1)).
去掉Q1中的常数得如下多项式Q

~
1:

Q
~
1(x1,x2,x3)=x21x22x23 ∏

1≤i<j≤3
(xi-xj)(x2+

 x3)4(x1+x4)4(x1-x2).
显然Q

~
1中x61x62x63的系数与Q1中x61x62x63的系数

相同.由Matlab计算得系数为-20≠0,由引理2知图

G存在7-D(2)-VSD全染色ϕ.

图1 定理1中的G1、G2和G3
Fig.1G1、G2andG3inTheorem1

2)u,v中有一个好2-点.设v为好2-点,则图G
包含与图1中G2同构的子图,令G'=G-uv,图G'
存在7-D(2)-VSD全染色ϕ',重染u,v,uv,uu2 的颜

色,记u,v,uv,uu2 分配的颜色分别为x1,x2,x3,x4,
由染色条件得多项式Q2:

Q2(x1,x2,x3,x4)= ∏
1≤i<j≤3

(xi-xj)(x1-ϕ'(uu1))

 (x1-ϕ'(u1))(x2-ϕ'(vv1))(x2-ϕ'(v1))
 (x3-ϕ'(uu1))(x3-ϕ'(vv1))(x4-ϕ'(uu1))
 (x1-x4)(x3-x4)(x1+x3+x4+ϕ'(uu1)-
 S'(u1))(x1+x3+x4+ϕ'(uu1)-S'(u11))
 (x1+x3+x4+ϕ'(uu1)-S'(u12))(x1+x3+
 x4+ϕ'(uu1)-S'(v1))(x2+x3+ϕ'(vv1)-
 S'(v1))(x2+x3+ϕ'(vv1)-S'(v11))(x2+
 x3+ϕ'(vv1)-S'(v12))(x2+x3+ϕ'(vv1)-
 S'(u1))(x1+x4+ϕ'(uu1)-x2-ϕ'(vv1)).
去掉Q2中的常数得如下多项式Q

~
2:

Q
~
2(x1,x2,x3,x4)=x21x22x23x4 ∏

1≤i<j≤3
(xi-xj)

 (x1-x4)(x3-x4)(x1+x3+x4)4(x2+x3)4

 (x1-x2+x4).
显然Q

~
2中x51x52x53x64的系数与Q2中x51x52x53x64的

系数相同.用 Matlab计算得系数为22≠0,由组合零

点定理知图G存在7-D(2)-VSD全染色ϕ.
3)u,v均为坏2-点,则图G包含与图1中G3 同

构的子图.令G'=G-uv,ϕ'为G'的7-D(2)-VSD全

染色,重染u,v,uv,uu2,vv2 的颜色.记u,v,uv,uu2,
vv2分配的颜色分别为x1,x2,x3,x4,x5,由染色条件

得多项式Q3:

Q3(x1,x2,x3,x4,x5)=∏
2

i=1
(xi-xi+3)(xi+3-x3)

 ∏
1≤p<q≤3

(xp-xq)(x1-ϕ'(uu1))(x1-ϕ'(u1))

 (x2-ϕ'(vv1))(x2-ϕ'(v1))(x3-ϕ'(uu1))
 (x3-ϕ'(vv1))(x4-ϕ'(uu1))(x5-ϕ'(vv1))
 (x1+x3+x4+ϕ'(uu1)-S'(u1))(x1+x3+
 x4+ϕ'(uu1)-S'(u11))(x1+x3+x4+ϕ'(uu1)-
 S'(u12))(x1+x3+x4+ϕ'(uu1)-S'(v1))
 (x2+x3+x5+ϕ'(vv1)-S'(v1))(x2+x3+
 x5+ϕ'(vv1)-S'(v11))(x2+x3+x5+
 ϕ'(vv1)-S'(v12))(x2+x3+x5+ϕ'(vv1)-
 S'(u1))(x1+x4+ϕ'(uu1)-x2-
 x5-ϕ'(vv1)).
去掉Q3中的常数得如下多项式Q

~
3:

Q
~
3(x1,x2,x3,x4,x5)=x21x22x23x4x5 ∏

1≤p<q≤3
(xp-

 xq)(x1-x4)(x4-x3)(x2-x5)(x5-x3)(x1+
 x3+x4)4(x2+x3+x5)4(x1+x4-x2-x5).
显然Q

~
3中x51x52x23x64x65的系数与Q3中x51x52x23x64x65

的系数相同.用 Matlab计算得系数为-30≠0,由引

理2知图G存在7-D(2)-VSD全染色ϕ.
结合1)~3)可知,断言2成立,即H 中任意两个

2-点不相邻.
由以上断言易得以下结论.
(i)Δ(H)=3.
(ii)对任意2-点,与其2-距离之内的3-点至多有

6个.
(iii)对任意3-点,与其2-距离之内的2-点至多有

6个.
下面运用权转移方法.
首先定义初始的权值函数ω(v),对∀v∈V(H),

令ω(v)=dH(v)-94.则图H 中所有点的权和为

∑
v∈V(H)

dH(v)-94  =|V(H)|× ad(H)-94 ≤
 |V(H)|× mad(H)-94  <0.

·7001·
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给定如下权转移规则:
(R1)H 中任一3-点向其2距离内的2-点转移

权1
8.

设ω'(v)是进行权转移之后点v新的权函数,下
面检查图H 中点的新权.对∀v∈V(H):

若dH(v)=2,得ω'(v)=ω(v)+6×18≥0
;

若dH(v)=3,得ω'(v)≥ω(v)-6×18=0.

综合上述分析,对∀v∈V(H),都有ω'(v)≥0,

从而0≤ ∑
v∈V(H)

ω'(v)= ∑
v∈V(H)

ω(v)<0,产生矛盾,说

明图H 不存在,因此图G也不存在,故Δ(G)=3时,
定理1成立.

若G 为平面图,由欧拉公式[16]易得 mad(G)<
2g(G)

g(G)-2
,进而可得下面推论.

推论1 设G为平面图,若g(G)≥18,且Δ(G)=
3则χ″2-Σ(G)≤7.

定理2 G是任一图,若Δ(G)=4,且mad(G)<
12
5
,则χ″2-Σ(G)≤8.

证明 反证法,设图G是定理|V(G)|+|E(G)|
的一个极小反例,即Δ(G)=4,且图G是使|V(G)|+
|E(G)|最小的不存在8-D(2)-VSD全染色的图.所
以图G的任意真子图G'都有一个8-D(2)-VSD全染

色ϕ'.下面通过删去图G中的某些非割边得到图G 的

真子图G',若图G'的8-D(2)-VSD全染色ϕ'扩展为

图G的8-D(2)-VSD全染色ϕ,这与G是极小反例相

矛盾.令S(u)、S'(u)分别表示在染色ϕ、ϕ'中点u及

其关联边的颜色数之和.
断言1 δ(H)≥2.
假定δ(H)≤1.若δ(H)=0,则图G 为星图

K1,4,易得χ″2-Σ(K1,4)=5≤8,与G的选取矛盾.若
δ(H)=1,不妨设dH(v)=1,则图G包含与图2中

G1同构的子图,这里1≤l≤3.令G'=G-vv1,图
G'存在8-D(2)-VSD全染色ϕ',在ϕ'的基础上及染

色条件可知,vv1至少有4种颜色可用,点v1 易染.故
可得图G的8-D(2)-VSD全染色ϕ,与G 为反例矛

盾,故δ(H)≥2.
对∀v∈V(H),若dH(v)=2,则2≤dG(v)≤

4,若dH(v)=dG(v)=2,则称v为好2-点,否则称v
为坏2-点.

断言2 对 ∀v∈V(H),若dH(v)=2,则

dG(v)=2.

反证法,若∀v∈V(H)满足dH(v)=2且3≤
dG(v)≤4,则图G包含与图2中G2 同构的子图,其
中1≤l≤2.

当l=1时,令G'=G-vv1,图G'存在一个8-
D(2)-VSD全染色ϕ',对vv1进行染色,vv1至多有5
种色不可用,点v1 易染,结合引理1,知图G 存在8-
D(2)-VSD全染色ϕ.

当l=2时,令G'=G-{vv1,vv2},则G'存在8-
D(2)-VSD全染色ϕ',由染色条件可知,vvi 至少有5
种颜色可用,其中i=1,2.由引理1,对于边vv1,vv2
至少有7种颜色分配方案,又因为至多存在两种分配

方案可使得S(v)=S(ui)(i=1,2),因此,对于边

vv1,vv2至少有5种可用颜色分配方案.点vi 易染.故
可得图G的8-D(2)-VSD全染色ϕ,与G为极小反例

矛盾,故断言2成立.
断言3 H 中任意两个2-点不相邻.
若H 中存在两个相邻的2-点u和v,由断言2

知,u和v均为好2-点,与定理1断言2的1)证明类

似,从而证得H 中任意两个2-点不相邻.
显然,∀v∈V(H),若dH(v)=3,则dG(v)=3

或4,若dH(v)=dG(v)=3,称v为好3-点,否则称为

坏3-点.
断言4 H 中任一好3-点至多与两个2-点相邻.
若图H 中存在好3-点v与3个2-点相邻.则G包

含与图2中G3同构的子图.令G'=G-vv1,图G'存

在8-D(2)-VSD全染色ϕ',重染vv1,vv2,vv3,v1,v2,
v3,v的颜色,记vv1,vv2,vv3,v1,v2,v3,v所分配的颜

色分别为x1,x2,…,x7,由染色条件得多项式Q1:

Q1(x1,x2,…,x7)=∏
3

i=1
(xi-ϕ'(uivi))(xi+3-

 ϕ'(uivi))(xi+3-ϕ'(ui))(xi-x7)(xi-
 xi+3)(xi+3-x7)(xi+xi+3+ϕ'(uivi)-

 g'(ui))∏
3

j=1
(xi+xi+3+ϕ'(uivi)-g'(uij))

 ∏
1≤i<j≤3

(xi-xj)(x1+x2+x7-x6-ϕ'(u3v3))

 (x2+x3+x7-x4-ϕ'(u1v1))(x1+x3+x7-
 x5-ϕ'(u2v2))(x1+x2+x3+x7-g'(u1))
 (x1+x2+x3+x7-g'(u2))(x1+x2+x3+
 x7-g'(u3))(x1+x4+ϕ'(u1v1)-x2-x5-
 ϕ'(u2v2))(x1+x4+ϕ'(u1v1)-x3-x6-
 ϕ'(u3v3))(x2+x5+ϕ'(u2v2)-x3-x6-
 ϕ'(u3v3)).
去掉Q1中的常数得如下多项式Q

~
1:

Q
~
1(x1,x2,…,x7)=x1x2x3x24x25x26(x1-x7)
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 (x2-x7)(x3-x7)(x1-x4)(x2-x5)(x3-
 x6)(x4-x7)(x5-x7)(x6-x7)(x1+x4)4

 (x2+x5)4(x3+x6)4(x1-x2)(x1-x3)(x2-
 x3)(x1+x2+x7-x6)(x2+x3+x7-x4)
 (x1+x3+x7-x5)(x1+x2+x3+x7)3(x1+
 x4-x2-x5)(x1+x4-x3-x6)(x2+x5-
 x3-x6).
显然 Q

~
1 中 x61x62x63x64x65x66 的 系 数 与 Q1 中

x61x62x63x64x65x66的系数相同.用 Matlab计算得系数为

-8820≠0,由引理2知图G存在8-D(2)-VSD全染

色ϕ.断言4成立.

图2 定理2中的G1、G2、G3和G4
Fig.2G1、G2、G3andG4inTheorem2

断言5 H 中任一坏3-点至多与1个2-点相邻.
假定H 中存在坏3-点v与至少两个2-点相邻,则

G包含与图2中G4同构的子图,令G'=G-uv,图G'
存在8-D(2)-VSD全染色ϕ'.重染v1,v2,vv1,vv2,v,
uv的颜色,记v1,v2,vv1,vv2,v,uv分配的颜色分别为

x1,x2,…,x6,由染色条件得多项式Q2:

Q2(x1,x2,…,x6)=∏
2

i=1
(xi-ϕ'(uivi))(xi-

 ϕ'(ui))(xi+2-ϕ'(uivi))(xi+2-ϕ'(vω))(xi-
 xi+2)(xi-x5)(xi+xi+2+ϕ'(uivi)-g'(ui))

 ∏
3

j=1
(xi+xi+2+ϕ'(uivi)-g'(uij))(x3+x4+

 x5+x6+ϕ'(vω)-g'(ωj))(x6-ϕ'(vω))(x5-
 ϕ'(ω))(x5-ϕ'(vω))∏

3≤i<j≤6
(xi-xj)(x3+x5+

 x6+ϕ'(vω)-x2-ϕ'(u2v2))(x4+x5+x6+
 ϕ'(vω)-x1-ϕ'(u1v1))(x3+x4+x5+x6+
 ϕ'(vω)-g'(ω))(x3+x4+x5+x6+ϕ'(vω)-
 g'(u1))(x3+x4+x5+x6+ϕ'(vω)-g'(u2))
 (x1+x3+ϕ'(u1v1)-g'(ω))(x1+x3+
 ϕ'(u1v1)-x2-x4-ϕ'(u2v2))(x2+x4+
 ϕ'(u2v2)-g'(ω)).
去掉Q2中的常数得如下多项式Q

~
2:

Q
~
2(x1,x2,…,x6)=x21x22x23x24x25x6(x1-x3)
 (x2-x4)(x1-x5)(x2-x5)(x1+x3)5(x2+

 x4)5(x3-x4)(x3-x5)(x3-x6)(x4-x5)
 (x4-x6)(x5-x6)(x3+x5+x6-x2)(x4+
 x5+x6-x1)(x3+x4+x5+x6)6(x1+x3-
 x2-x4).
显然 Q

~
2 中 x61x62x73x74x75x76 的 系 数 与 Q2 中

x61x62x73x74x75x76的系数相同.用 Matlab计算得系数为

3500≠0,由引理2知图G存在8-D(2)-VSD全染色

ϕ.断言5成立.
由以上断言及Δ(G)=4易得以下结论.
(i)Δ(H)≥3.
(ii)对任意2-点,与其2-距离之内的3+-点至多

有8个.
(iii)对任意3-点,与其2-距离之内的2-点至多有

6个.
(iv)对任意4-点,与其2-距离之内的2-点至多有

8个.
下面运用权转移方法.
对∀v∈V(H),定义初始权ω(v)=dH(v)-

12
5
,图 H 中所有点的权和为 ∑

v∈V(H)
dH(v)-125  =

|V(H)|×ad(H)-125  ≤|V(H)× mad(H)-
12
5 <0.给定如下权转移规则:

(R2)H 中任一3+-点向其2-距离之内的2-点转

移权1
10.

对∀v∈V(H),用ω'(v)表示点v的新权.
若dH(v)=2,

ω'(v)=ω(v)+8×110=dH(v)-125+810=

 2-125+810≥0.

若dH(v)=3,

ω'(v)≥ω(v)-6×110=3-125-610=0.

若dH(v)=4,
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ω'(v)≥ω(v)-8×110=4-125-810=45>0.

综合上述分析,∑
v∈V(H)

ω'(v)≥0,与 ∑
v∈V(H)

ω'(v)=

∑
v∈V(H)

ω(v)<0产生矛盾.定理2结论成立.

若G 为平面图,由欧拉公式易得 mad(G)<
2g(G)

g(G)-2
,进而可得下面推论.

推论2 设G为平面图,若g(G)≥12,且Δ(G)=
4,则χ″2-Σ(G)≤8.
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