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从弱非线性可解到强非线性失效：

LLG方程中梯度冲突诱导的 PINN失效边界
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摘 要：近年来，机器学习的蓬勃发展推动了新型微分方程求解算法的探索，经过近 30 年的积累，大量针对特定场景具有

显著性能优势的机器学习求解器相继问世 . 然而，最新研究表明，当前研究普遍存在对负面结果的系统性回避，所以对机

器学习求解能力的评估存在过度乐观倾向，亟需通过更全面的数据对算法效能进行客观衡量，尤其需要建立对失败案例

与性能边界的理性认知 . 选取广泛应用的物理信息内嵌神经网络（Physics‐Informed Neural Network，PINN）针对微磁学

核心方程，即朗道‐利夫希兹‐吉尔伯特方程（Landau‐Lifshitz‐Gilbert equation，LLG equation）进行求解，通过调节磁晶各向

异性常数（Ku）及退磁因子 ( )N 以控制方程非线性强度，系统探讨 PINN 的求解性能 . 结果表明，PINN 仅能有效求解弱非

线性条件下的 LLG 方程，在强非线性场景下求解失效，揭示了此类机器学习方法应对强非线性微分方程的内在局限性 .
该失效机制可归因于微分方程的强非线性特性在梯度下降迭代中引发的梯度冲突，导致求解失效或精度崩溃 .
关键词：PINN，LLG equation，非线性磁化动力学，微磁模拟
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Phase transition to failure: Quantifying critical thresholds of 
gradient conflict in PINN for LLG dynamics   
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Abstract： Recent remarkable advances in machine learning (ML) have inspired the exploration of novel algorithms for solving 
differential equations. After nearly three decades of development，numerous ML‐based solvers have emerged，demonstrating 
significant performance advantages in specific scenarios. However，recent studies have revealed a widespread and systematic 
omission of negative results in current literature，leading to an overly optimistic bias in the academic assessment of ML’s 
capabilities for solving differential equations. Consequently，there is an urgent need for more comprehensive empirical 
evidence to objectively evaluate algorithmic efficacy，particularly to establish a rational understanding of failure cases and 
performance boundaries. This study investigates the widely used Physics ‐ Informed Neural Network (PINN) framework for 
solving the Landau – Lifshitz– Gilbert (LLG) equation, the core governing equation in micromagnetics. By systematically 

varying the magnetocrystalline anisotropy constant （Ku） and the demagnetization factor ( )N  to modulate the strength of 
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nonlinearity in the system，we comprehensively assess PINN’s solution performance. Our results show that PINN can 
effectively solve the LLG equation only under weakly nonlinear conditions. In strongly nonlinear regimes，however，PINN 
fails to converge or produces inaccurate solutions，revealing an inherent limitation of such machine learning approaches when 
applied to strongly nonlinear differential equations. This failure mechanism is attributed to gradient conflicts induced by the 
strong nonlinearity during gradient descent iterations，which lead to either solution divergence or catastrophic loss of accuracy.
Keywords：PINN,LLG equation,nonlinear magnetization dynamics,micromagnetic simulation

微分方程［1-4］作为描述物理系统的核心建模

语言在现代科学中被广泛应用，然而，多数微分方

程难以获得解析解 . 传统数值算法［5-8］虽然可提

供数值逼近，却需要承担高昂的计算成本以换取

高求解精度，针对高维、非线性等复杂场景，开发

兼具计算效率与求解精度的新型算法已成为该领

域的关键挑战 .
随着人工智能［9-14］的迅猛发展，机器学习已

成 为 实 现 微 分 方 程 高 效 求 解 的 重 要 技 术 路

径［15-18］. 1994 年 Dissanayake and Phan‐Thien［19］提

出了基于神经网络的泊松方程与非线性热传导方

程求解算法，奠定了该领域的早期基础 . 此后，基

于机器学习的偏微分方程求解研究持续深化，如

2022 年 Sun et al［20］的符号基因算法，成功求解非

线性 Burgers 方程、Korteweg‐de Vries 方程等复杂

系统［21］. 理论层面，研究者期望通过机器学习实

现大幅提高数值计算效率的目标 . 然而，2024 年

McGreivy and Hakim［22］指出，在随机抽取的 232
篇通过机器学习求解微分方程的论文中，94. 8%
仅报道积极结果，5. 2% 同时包含正负结果，未见

仅报道负面结果的文献 . 更值得关注的是，这些

宣称成功的论文采用的性能评估指标各异 .
综合分析表明，许多算法在特定问题或参数

下表现优异［23-24］，但这种选择性报道（“报喜不报

忧”）导致学界对算法性能产生系统性认知偏差，

因此，亟需建立包含正负样本的标准化评估体系，

尤其需要强化对失效案例与性能边界的理性

认知 .
本研究选取应用广泛的物理信息内嵌神经网

络（Physics‐Informed Neural Network，PINN）［25］，

针对磁性领域中描述磁矩动力学演化的朗道 ‐利
夫希兹 ‐吉尔伯特方程（Landau ‐ Lifshitz ‐ Gilbert 
equation，LLG equation）进行求解 . 通过调控磁晶

各向异性常数 Ku与退磁因子N，可系统调节 LLG

方程的非线性强度［26］，进而定量评估 PINN 求解

非线性系统的能力 . 为了验证 PINN 解的准确

性，以传统数值模拟结果为基准进行对照分析 .
研究结果表明，在弱非线性场景下（低 Ku值及特

定退磁因子 ( )N 导致的弱非线性构型），PINN 能

获得与数值解吻合的结果；当 Ku超过临界阈值或

在强非线性退磁因子 N作用下，PINN 出现显著

预测失效 . 这可能源于 LLG 方程的强非线性特

性在反向传播中引发的梯度冲突，导致求解失效

或精度急剧衰减 .
本研究揭示了 PINN 在求解非线性微分方程

时存在的固有局限性，为客观评估机器学习求解

算法的有效性边界提供了实证依据，并对算法适

用场景的判定具有指导意义 .

1 研究方法  

1. 1　LLG 微分方程　LLG 方程是描述磁矩动力

学演化［27-28］的核心微分方程［29-33］，其理论雏形为

朗道（Landau）和利夫希兹（Lifshitz）于 1953 年提

出的朗道 ‐利夫希兹方程（Landau ‐Lifshitz equa‐
tion，LL equation），后 由 吉 尔 伯 特（Gilbert）在

1955 年修正阻尼项形式并最终确立 . 该方程基于

经典磁矩动力学原理，从磁矩在磁场中的转矩作

用与角动量守恒定律严格推导而来，成为微磁学

模拟的理论基石 . 下面只考虑单个磁矩在外磁

场、磁晶各向异性等效场及退磁场共同作用下的

动力学过程，LLG 方程可表述为：

d
 
Ms

dt = -γ
 
Ms ×

  
H eff + α

Ms

 
Ms ×

d
 
Ms

dt (1)
  
H eff =

  
H ext +

   
H anis +

    
H demag (2)

其中，
 
Ms是自旋磁矩，Ms为饱和磁化强度，

  
H eff 为

有效场的磁场强度，γ为电子的自旋旋磁比，α为

耗散系数 .
  
H ext，

   
H anis，

    
H demag 分别为外磁场磁场强
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度 、各 向 异 性 等 效 场 磁 场 强 度 和 退 磁 场 磁 场

强度 .
自 旋 转 移 矩［34-36］（Spin ‐ Transfer Torque，

STT）是 1996 年 Slonczewski［37］和 Berger［38］独立预

言的核心物理效应，并于两年内在实验中成功观

测［39-41］. 其微观机制可阐述为：当自旋极化电流

流过磁性层时，极化电流的自旋角动量因与磁性

层磁矩相互作用而衰减 . 根据自旋角动量守恒定

律，损失的自旋角动量将转移至磁性层系统，导致

局域磁矩动力学演化 . 由于角动量变化率正比于

力矩，该传递过程可等效建模为磁性层受到的力

矩作用，即自旋转移矩（STT）：
   
τSTT = jzℏ

2Msed
αP ( )r,t
1 + α2

 
Ms ×

 
mp +

jzℏ
2Msed

P ( )r,t
1 + α2 ( Ms × ( Ms ×

 
mp ) )

(3)

其中，jz是电流密度矢量，ℏ 为普朗克常量，e为电

荷量，d为磁性层的厚度，P ( )r，t 是极化率，
 
m p是

自旋流的极化方向单位矢量 . 包含 STT 作用的

LLG 方程为：

d
 
Ms

dt = -γ
 
Ms ×

  
H eff + α

Ms

 
Ms ×

d
 
Ms

dt +
   
τSTT (4)

为了避免磁矩之间耦合作用导致更加复杂的

非线性效应，本文只考虑单磁矩的 LLG 方程作为

检验机器学习求解微分方程能力的任务实例 .
1. 2　物理信息内嵌神经网络（PINN）算法　传统

的深度学习神经网络多为有监督训练过程，“有监

督”指的是在训练过程中需要给出一组输入数据

x和真实的输出数据 y，将 x输入神经网络后得到

输出结果 yout. 为了衡量输出结果 yout 和真实输出

y之间的差距，通常会构造损失函数 f作为指标 .
损失函数 f通常采用均方误差（Mean Square Er‐
ror，MSE）的形式：

MSE= 1
N ∑

1

N

( yi - yout i) 2
(5)

其中，i指的是输出集合中第 i个数据，N是输出数

据集的数据个数 . 当损失函数MSE趋近 0，yout 和

y的差距极其小时，即可以将网络视作“学习到了

训练集的特点”. 在使损失函数MSE趋于 0 的过

程中用到了自动梯度法（Auto Gradient）和反向传

播算法（Back Propagation）［42-44］.

PINN 是一款弱监督（训练集数据量极小）或

无监督（无需训练集）神经网络 . 对于单个磁矩磁

动力学系统，这里对系统满足的 LLG 方程进行

改写：

f= - d
     
Ms( )t

dt - γ
    
ms( )t ×

  
H eff +

α
Ms

    
ms( )t × d

     
Ms( )t

dt +
 
τ stt        t∈ T

(6)

f= ( )fx( )mx( )t ,fy( )my( )t ,fz( )mz( )t (7)

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

mx( )t0 = mx0 ( a )
my( )t0 = my0 ( b )
mz( )t0 = mz0 ( c )

(8)

其中，fx，fy，fz 为 f的 x，y，z方向的分量，其自变量

分别为自旋磁矩
 
Ms 的 x，y，z分量 . 设初始时刻

为 t0，mx0，my0，mz0 为自旋磁矩满足的初始条件

（式（8））. PINN 的损失函数和式（5）不同，而是在

式（7）和式（8）的基础上构建，如下所示：

σ= a· (σICx + σICy + σICz)+ b· (σfx + σfy + σfz) (9)

其中，

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

σICx = ( )m̂x( )t0 - mx( )t0
2

σfx = 1
N ∑

N

f 2
x ( )m̂x( )tN       

(10)

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

σICy = ( )m̂ y( )t0 - my( )t0
2

σfy = 1
N ∑

N

f 2
y ( )m̂ y( )tN       

(11)

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

σICz = ( )m̂ z( )t0 - mz( )t0
2

σfz = 1
N ∑

N

f 2
z ( )m̂ z( )tN       

(12)

其中，N为 T空间内的采样点个数，σ为总损失函

数，其由初始条件分量的损失函数 σICx，σICy，σICz和
微分方程分量的损失函数 σfx，σfy，σfz两部分构成，

a和b分别为两个部分的损失函数的权重，用以调

节神经网络降低损失的优先级 . mx，my，mz分别为

自旋磁矩 x，y，z分量的真实解，m̂x，m̂y，m̂ z分别为

神经网络的输出结果 .
当损失函数 σ= 0 时，PINN 的输出结果既满

足 LLG 方程，也满足初始条件，视为“利用机器

学习得到了微分方程的解”. PINN 的运算原理如

图 1 所示 . 设网络有 i个隐藏层，每层有 j个神经
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元，每个神经元的值为 rij，当输入值 t输入网络后

乘以权重 ω并加上偏移量 b，则有：

rij = (ωij ·∑
j

r i- 1j)+ bij (13)

最终会得到输出：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

m̂x( )t,ω 11,⋯,ωij,b11,⋯,bij

m̂ y( )t,ω 11,⋯,ωij,b11,⋯,bij

m̂ z( )t,ω 11,⋯,ωij,b11,⋯,bij

(14)

将 输 出 结 果 代 入 损 失 函 数 σ 中 便 得 到

σ ( )t，ω 11，…，ωij，b11，…，bij ，通过对其进行梯度下

降迭代，即可通过调节权重 ω和偏移量 b，使损失

函数趋近 0，从而使网络输出结果 m̂x，m̂y，m̂ z逼近

真实结果mx，my，mz.
自 2017 年 PINN 提出以来，其已在多种物理

场建模中获得广泛应用，例如，Shukla et al［45］利用

PINN 模拟双流模型下的等离子体湍流场动力

学，Chen et al［46］将其应用于超材料光散射场模

拟，Kovacs et al［47］探索了其在静磁学微磁模拟中

的适用性 .
本文选择广受认可的微磁模拟软件 MuMax3

作为基准参照 . 该软件于 2014 年由 Vansteen‐
kiste et al［48］开发，基于 GPU 加速计算实现网格化

数值求解，其求解 LLG 方程的准确性已被大量研

究有效验证［49-52］. 通过复现相同初始边界条件下

的 LLG 方程解，本文以 MuMax3的模拟计算结果

为基准，对比评估 PINN 的求解精度 .

2 结果与分析  

2. 1　单轴磁各向异性常数 Ku对 PINN 求解有效

性的影响　采用如图 2a~c 所示物理模型，其中，

m是归一化自旋磁矩，

  
H ext 为外磁场，

   
H anis 为单轴

磁晶各向异性等效场 . 为了使磁矩进行稳定进

动，施加极化电流产生自旋转移矩
   
τSTT 来抵抗磁

性 材 料 的 本 征 阻 尼 力 矩 . 选 取
 
Ms = 8 × 105 ⋅

(0. 707，0. 707，0) A ⋅ m-1，α= 0. 001，P ( r，t )=

0. 4，
～
u= ( )0，0，1 ，Ku = 1. 1 × 105 J ⋅ m-3，

 
mp =

( )0，-1，0 ，jz = 0. 0018 A ⋅ m-2，

H= ( )0，0. 3，0  T

时，

m能稳定进动 . 在上述系统中引入和外磁场

方向垂直的单轴磁各向异性，其大小能改变 LLG
方程磁矩进动动力学的非线性程度，

   
H anis 的表达

式如下：
   
H anis = 2Ku

μ0Ms
(u·  Ms ) ·u        ( )Ku > 0 (15)

图 2a~c 展示了微磁模拟得到的磁矩进动

轨迹图，分别对应的 Ku为1. 1 × 105，1. 4 × 105和

1. 5 × 105 J ⋅ m-3. 三者的 xz平面投影为椭圆形，

图 1　PINN的网络结构示意图

Fig. 1　The schematic diagram of the network structure of PINN
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表明存在一定的非线性效应（即出现高阶谐波）.
并且，随着Ku的增大，即 z方向的各向异性等效场

逐渐增强，将进动轨道在 z方向拉长，系统的非线

性程度也随之增强 . 为了进一步分析非线性效

应 ，对 上 述 不 同 Ku 下 的 进 动 磁 矩 分 量

mx ( )t ，my( )t ，mz( )t 做快速傅里叶变换（Fast Fou‐
rier Transformation，FFT），得到了其磁矩分量的

频谱特征曲线，如图 2d~f 所示 . 随着 Ku 值的增

大，进动磁矩的高阶谐波的强度也逐渐增大 . 为

了定量描述方程非线性程度增大情况，引入mx ( )t
的 FFT 结果中基频强度与其三倍频强度的对

数比：


m R=

lg PFFT ( )f0
lg PFFT ( )3f0

(16)

其中，f0 为 mx ( )t 的 FFT 结果中的基频频率 . R随

Ku 的变化情况如图 3c 中的红线所示，可见随着

Ku的增大，系统的非线性程度 R逐渐增强 .
将这组特定参数代入式（9），构造适合该系统

的 PINN 损失函数 . 初始条件对应的损失函数具

有磁矩的量纲，而 LLG 方程对应的损失函数具有

力 矩 量 纲 ，后 者 包 含 的 自 旋 旋 磁 比（如 γ=
1. 76 × 1011 rad∙s-1 ∙T-1）导致这部分损失函数的

值远大于前者，使神经网络不能快速获取初始条

件 . 因此，选取两个归一化权重参数 a= 1和b=
1 × 10-23，使两部分损失函数的值具有相近的

数量级 . 经过 100000 次迭代，PINN 得出如图 3a
所 示 的 结 果 ，其 中 ，蓝 色 实 线 代 表 微 磁 模 拟

（MuMax3）的模拟结果，红色虚线代表 PINN 的

预测结果 . 图 3a 和图 3b 分别对应磁各向异性

常 数 Ku为1. 1 × 105和1. 5 × 105 J ⋅ m-3 时 mx ( )t ，

my( )t ，mz( )t 的拟合情况 . 容易发现 Ku = 1. 1 ×
105 J ⋅ m-3 时，PINN 的预测结果和微磁模拟（Mu‐
Max3）的计算结果吻合较好 ；Ku = 1. 5 × 105 J ⋅

图 2　传统数值方法（MuMax3模拟）求解含单轴磁各向异性 LLG方程结果：(a~c)在外磁场
   
H ext、

自旋转移力矩
   
σSTT和不同大小的易面磁晶各向异性等效场

   
H anis下的单个磁矩的磁矩进动轨迹图;

(d~f)通过对mx ( t ),my( t ),mz( t )的快速傅里叶变换获得不同Ku下这三个磁矩分量的频谱特征

Fig. 2　Traditional numerical methods solving the LLG equation with magnetic uniaxial anisotropy：
(a~c) the trajectory of one magnetization obtained by magnetism simulation (MuMax3) under an external 

magnetic field 
   
H ext，

   
σSTT and magnetic anisotropy field 

   
H anis，(d~f) frequency spectrum obtained 

by performing the FFT of the three magnetism components mx ( t ),my( t ),mz( t ) under different Ku
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m-3 时，仅在振荡的前四分之一周期内有拟合趋

势，在四分之一到二分之一周期内二者结果开始

出现偏差，之后二者的结果完全不吻合 . 为了量

化 PINN 的预测结果和 MuMax3 的模拟计算结果

之间的偏差，引入均方误差作为指标：

MSE= 1
N ∑

i= 1,j= x,y,z

N

(m PINN
i,j - m MuMax3

i,j ) 2
(17)

其中，N为数据点个数 . 将磁矩解的 x，y，z三个分

量的所有数据点偏差的平方进行求和，平均的作

用是消除数据长度带来的误差累计，得到每个采

样点的平均误差 . 图 3c 展示了随着磁晶各向异性

常数 Ku 增大，磁矩 x，y，z三个分量的 PINN 预测

结果与 MuMax3的模拟计算结果之间均方误差的

变化情况 . 经计算，当 Ku ≤ 1. 3 × 105 J ⋅ m-3 时，

误差值在 10-3 量级，当 Ku > 1. 3 × 105 J ⋅ m-3 时，

误差值跃升至 10-1 量级，此时可以视作 PINN 预

测失败 . MSE的增加与描述系统非线性程度的 R

同步增大，表明非线性程度是制约 PINN 求解能

力的关键因素 .
在该模型下，随着Ku的增大，PINN 求解非线

性 LLG 方程出现了由有效到失效的转变，其临界

点为 Ku = 1. 3 × 105 J ⋅ m-3. 该结果表明，PINN
在求解微分方程方面具有一定的能力，但其能力

存在一定的局限性 . 可能的原因是，与传统的龙

格‐库塔数值求解方法不同，神经网络的自动微分

是基于在输入值取值区间内随机选取的点来计算

导数的，这种计算方式使神经网络的拟合过程对

整个区间内的所有时间点同时进行操作，而各个

时间点之间没有明确的“先后顺序”. 因此，当非

线性效应增强到一定程度时，PINN 在进行梯度

下降迭代过程中，梯度方向可能会变得不一致，从

图 3　PINN与微磁模拟（MuMax3）求解含单轴磁晶各向异性 LLG方程的结果对比：(a) Ku = 1. 1 × 105 J ⋅m-3；

(b) Ku = 1. 5× 105 J ⋅m-3；(c) 当Ku从 1. 1× 105 J ⋅m-3增大到 1. 5× 105 J ⋅m-3过程中，二者之间的 MSE及 R的变化情况

Fig. 3　Results of the outcomes of PINN and micromagnetic simulation (MuMax3) for the LLG equation 
with different magnetic uniaxial anisotropies Ku： (a) Ku = 1. 1 × 105 J ⋅m-3, (b) Ku = 1. 5 × 105 J ⋅m-3, 

(c) MSE and R when Ku varies from 1. 1 × 105 J ⋅m-3 to 1. 5 × 105 J ⋅m-3

·· 314



第 2 期 马 丁，等：从弱非线性可解到强非线性失效：LLG 方程中梯度冲突诱导的 PINN 失效边界

而引发所谓“梯度冲突”. 这种冲突可能导致网络

陷入“局部最优解”，无法找到“全局最优解”，最终

导致求解过程失效 .
2. 2　易面磁晶各向异性常数大小对 PINN 求解

有效性的影响　除单轴磁各向异性常数大小对

PINN 求解有效性影响之外，还研究了易面磁晶

各向异性常数大小对 PINN 求解有效性的影响 .
易面磁晶各向异性等效场会使磁矩在无外场作用

时趋向于在某个平面内，即在易面内磁矩的能量

最小 . 易面磁晶各向异性等效场的表达式如下

所示：
   
H anis = 2Ku

μ0Ms
(u·  Ms ) ·u        ( )Ku < 0 (18)

其中，u为易面法线方向单位矢量 . 同样采用 2. 1
的模型，区别是易面磁晶各向异性等效场的指向

为负 z轴方向，与 mz的方向相反 . 选取参数
 
Ms =

8 × 105 ⋅ (0. 707，0. 707，0) A ⋅ m-1， α= 0. 001，

P ( r，t )= 0. 4，u= ( )0，0，1 ，
 
mp = ( )0，-1，0 ，jz =

0. 0018 A ⋅ m-2，

H= ( )0，0. 3，0  T. 当 Ku 选 取

-1 × 106，-2 × 106和 - 4 × 106 J ⋅ m-3 时，得到

了如图 4a~c 所示的 MuMax3的模拟进动轨迹图 .
从进动轨迹图中可以看到，在易面磁晶各向异性

的影响下，z方向振荡被压缩，因为易面磁晶各向

异性等效场指向 xy平面，这与单轴磁各向异性的

情况（其等效场指向 xy平面外，即 z方向振荡被拉

伸）截然相反 . 为了进一步分析非线性效应，对不

同 Ku下的进动磁矩分量 mx ( )t ，my( )t ，mz( )t 做快

速傅里叶变换，得到了其磁矩分量的频谱特征曲

线，如图 4d~f 所示 . 可以看出，x，z方向分量基频

振幅不断减小，y方向二倍频和 x方向分量的三倍

频振幅不断增大 . 采用与 2. 1 中相同的方法来定

量描述模型的非线性程度（见式（16））. R随 Ku的

变化如图 5c 中红线所示，随着 Ku的减小，R不断

增大，反映系统的非线性程度随着 Ku的减小而增

强的特点 .

图 4　传统数值方法（MuMax3模拟）求解含易面磁晶各向异性 LLG方程的结果：（a~c）单个磁矩的磁矩进动轨迹图；

（d~f）通过对mx ( t ) ,my( t ) ,mz( t )的快速傅里叶变换获得不同Ku下这三个磁矩分量的频谱特征

Fig. 4　Traditional numerical methods solving the LLG equation with magnetic easy⁃plane anisotropy：
(a~c) the trajectory of one magnetization obtained by magnetism simulation (MuMax3)；(d~f) frequency spectrum 

obtained by performing the FFT of the three magnetism components mx ( t ) ,my( t ) ,mz( t ) with different Ku
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将上述参数代入 LLG 方程并构造 PINN 的

损失函数 ，选取参数 a= 1，b= 1 × 10-23，经过

100000 次迭代，PINN 得出如图 5a 和图 5b 所示的

结 果 ，分 别 对 应 Ku = -1 × 106 J ⋅ m-3，Ku =
-5 × 106 J ⋅ m-3 时 PINN 对 mx，my，mz 的拟合情

况，其中，蓝色实线代表 MuMax3 的模拟结果，红

色虚线代表 PINN 的预测结果 . 可以看出，Ku =
-1 × 106 J ⋅ m-3 时，PINN 解得 LLG 方程的结果

和 MuMax3 的 模 拟 结 果 吻 合 较 好 ，而 当 Ku =
-5 × 106 J ⋅ m-3 时，PINN 也仅在振动前四分之

一周期内有拟合趋势，之后便完全偏离数值模拟

结果 . 同样，采用均方误差（式（17））来衡量 PINN
的求解结果和 MuMax3的模拟求解结果之间的差

异，并将其绘成随 Ku 变化的关系图，如图 5c 所

示 . 可以看出，当 Ku 小于 -2 × 106 J ⋅ m-3 时，均

方误差猛然增加，意味着 PINN 求解 LLG 方程的

能力是突然下降的 . 随着 R的增大，PINN 与 Mu‐
Max3的结果之间的MSE也增大 . 因此，随着非线

性程度 R的增强，PINN 求解该模型 LLG 方程的

能 力 存 在 一 个 转 变 ，那 么 转 变 点 Ku = -2 ×
106 J ⋅ m-3 则为该情况下 PINN 有效求解非线性

LLG 方程的边界值 . 推测其原因和 3. 1 所述一

致，即强的非线性效应引发  “梯度冲突”，导致

PINN 求解失效 .
2. 3　不退磁因子对 PINN求解有效性的影响　

当磁体呈开磁路结构（非闭合几何体）时，根据磁

荷模型理论，样品表面形成的面磁荷密度将激发

退磁场 . 该场方向与外磁场相反，其强度由几何

构型主导 . 对于均匀单相椭球磁体（磁化均匀条

件），退磁场可表征为如下张量方程：

图 5　PINN与 MuMax3的模拟求解含易面磁晶各向异性 LLG方程结果对比：（a） Ku = -1 × 106 J ⋅m-3；

（b） Ku = -5 × 106 J ⋅m-3;（c）当Ku从-1 × 106 J ⋅m-3减小到-5 × 106 J ⋅m-3过程中，二者之间的 MSE及 R的变化

Fig. 5　Outcomes of PINN and micromagnetic simulation (MuMax3) for the LLG equation with 
different magnetic uniaxial anisotropies K u： (a) Ku = -1 × 106 J ⋅m-3, (b) Ku = -5 × 106 J ⋅m-3, 

(c) MSE and R variation when Ku varies from -1 × 106 J ⋅m-3 to -5 × 106 J ⋅m-3
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    
H demag = -N  Ms (19)

其中，N为二阶张量，称退磁因子 . 当选取参考系

坐标轴与椭球样品主轴重合时N被对角化，有：

N= ( )Na 0 0
0 Nb 0
0 0 Nc

(20)

为了进一步研究系统非线性强度对 PINN 求

解 LLG 方程能力的影响，在 2. 1 所用模型的基础

上增加了退磁场，则该模型有效场变为：
  
H eff =

  
H ext +

   
H anis - ( )Na ·mx,Nb ·my,Nc ·mz (21)

当样品为特殊形状时可以给出N的理论值：

Na = 1,Nb = 0,Nc = 0 ( )极薄圆盘,法线沿x轴 (22)

采用 MATLAB 对上述系统 LLG 方程求解，

具 体 参 数 为
 
Ms = 8 × 105 ⋅ ( )0. 707，0. 707，0  A ⋅

m-1，α= 0. 001，P ( r，t )= 0. 4，u= ( )0，0，1 ，Ku =
6 × 105 J ⋅ m-3，

 
mp = ( )0，-1，0 ， jz = 0. 0018 A ⋅

m-2，

H= ( )0，1. 2，0  T，得到如图 6a 所示的磁矩

进动轨迹 . 若是令圆盘的法线方向和 y轴平行，即

选取 Na = 0，Nb = 1，Nc = 0，其他参数不变，可以

得到图 6b 所示的进动轨迹 . 可以看到，图 6a 所示

图 6　传统数值方法（MATLAB）求解同时含单轴磁各向异等效场和退磁场 LLG方程结果：（a，b）在外磁场
   
H ext、

 自旋转移力矩
   
σSTT、单轴磁晶各向异性常数Ku = 6 × 105 J ⋅m-3的

   
H anis以及不同形状因子导致退磁场等效场

     
H demag

下的单个磁矩的磁矩进动轨迹图;（c，d）通过mx ( )t ,my( t ) ,mz( t )的快速傅里叶变换获得这三个磁矩分量的频谱特征

Fig. 6　Traditional numerical method (MATLAB) solving the LLG equation with magnetic uniaxial anisotropy 
and demagnetization：(a，b) the trajectory of one magnetization obtained by the MATLAB software under 

an external magnetic field 
   
H ext，

   
σSTT，

   
H anis with magnetic uniaxial anisotropy Ku = 6 × 105 J ⋅m-3 and 

two different demagnetization fields，(c，d) frequency spectrum obtained by performing the FFT 
on the three magnetism components mx ( t ) ,my( t ) ,mz( t )
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轨迹在 xz平面的投影为椭圆形，在 yz平面的投影

为圆弧形；图 6b 所示的轨迹在 xz平面的投影为

“纺锤”形，但在 yz平面投影不是圆弧，这与图 6a
有 较 大 差 别 . 分 别 对 二 者 自 旋 磁 矩 的

mx ( )t ，my( )t ，mz( )t 三个分量做快速傅里叶变换

后得到图 6c 和图 6d. 可以看出，二者 x，y，z三个

方向的基频、倍频的频率和振幅均不相同 . 经式

（16）计 算 ，Na = 1，Nb = 0，Nc = 0 时 R= 0.101，
Na = 0，Nb = 1，Nc = 0 时 R= 0.109，可见后者的

非线性程度更大 .
将相同参数代入 LLG 方程，用同样的方法构

建损失函数，选取参数 a= 1，b= 1 × 10-22，经过

100000 次迭代，PINN 得出如图 7a 和图 7b 所示的

结果，分别对应圆盘法线方向垂直 y轴和平行于 y
轴时 x，y，z三个方向 PINN 的拟合情况 . 其中，蓝

色实线代表 MATLAB 的计算结果，红色虚线代

表 PINN 的预测结果 . Na = 1，Nb = 0，Nc = 0 时

PINN 能较好地拟合 LLG 方程的解，而 Na = 0，
Nb = 1，Nc = 0 时，PINN 完全不能获取该系统的

特点 . 为了避免偶然性，分别呈现圆盘法线方向

和 z轴平行、极细圆柱退磁场下 (Na = 0，Nb = 0，
Nc = 1； Na = 0. 5， Nb = 0. 5， Nc = 0； Na = 0. 5，
Nb = 0，Nc = 0. 5； )Na = 0，Nb = 0. 5，Nc = 0. 5 的

情况，并计算 MATLAB 的计算结果和 PINN 预

测结果之间的均方误差，结果如下表所示 .
由下表可以看出，对于圆盘情形，当圆盘法线

方向与 y轴平行 ( )Na = 0，Nb = 1，Nc = 0 时，系统

的非线性程度 R最大，为 0. 109，对应的 MSE=
1. 28. 其 余 两 种 情 况 (Na = 1，Nb = 0，Nc = 0；

)Na = 0，Nb = 0，Nc = 1 ，系统的非线性程度 R偏

小，分别为 0. 101 和 0. 081，对应的 MSE分别为

9. 33×10-5 和 1. 56×10-5. MSE=1. 28 时 代 表

PINN 拟合失效，为 9. 33×10-5 和 1. 56×10-5 时

代表拟合有效 . 对于圆柱情形，当圆柱的的旋转对

称轴与 y轴平行时 ( )Na = 0. 5，Nb = 0，Nc = 0. 5 ，

系统的非线性程度 R最小，为 0. 072，对应的MSE
为 1×10-5；其 余 两 种 情 况 (Na = 0. 5，Nb =

)0. 5，Nc = 0；Na = 0，Nb = 0. 5，Nc = 0. 5 ，系 统

的非线性程度 R偏大，分别为 0. 254 和 0. 222，对
应的MSE分别为 1. 06 和 0. 843. MSE为 1×10-5

时代表 PINN 拟合有效，为 1. 06和 0. 843代表拟合

失效 . 经分析，圆盘法线方向与 y轴平行时，退磁场

方向与外磁场方向反平行，若各向异性等效场强度

不变，则系统的非线性程度 R变相增强，按照 2. 1
所述规律，PINN 求解失效；当圆柱旋转对称轴平

行于 x轴或 z轴时，退磁场存在 y方向分量，且二者

均与外磁场反平行，也会变相增强系统的非线性程

度R，导致 PINN求解失效 .
综上，针对本研究的磁矩动力学模型，PINN

在弱非线性场景（低磁晶各向异性常数 Ku及特定

退磁因子构型）中能有效求解 LLG 方程；而在强

非线性条件下，PINN 则呈现求解失效 . 说明

PINN 对微分方程的求解能力存在明确的性能边

界，其有效性受限于系统非线性强度 . 这一实例

为机器学习求解器在复杂动力学系统中的适用性

提供了临界判据 .

3 结论  

本文通过调节单轴磁各向异性常数大小、易

面磁各向异性常数大小以及椭球形状导致的退磁

场这三类计算结果，来调节 LLG 方程的非线性程

度，并系统探究物理信息内嵌神经网络（PINN）

对求解朗道 ‐利夫希兹 ‐吉尔伯特方程（LLG equa‐
tion）的性能边界 . 第一，仅调节单轴磁各向异性

常 数 Ku，在 [ ]1. 1，1. 5 × 105 J ⋅ m-3，当 Ku ≤
1. 3 × 105 J ⋅ m-3 时，PINN 能够解出 LLG 方程，当

Ku > 1. 3 × 105 J ⋅ m-3 时，PINN 不能解出 LLG 方

程 . 从微磁模拟软件 MuMax3模拟的磁矩进动轨

表　不同情形下 PINN和数值模拟(MATLAB)之间m ( t )的 MSE与 R
Table　Different scenarios' MSE of m ( t ) between PINN and numeric simulation (MATLAB) and R

MSE ( )m ( )t

R

Na =1，Nb =0
Nc =0

9. 33 × 10-5

0. 101

Na = 0，Nb = 1
Nc =0

1. 28

0. 109

Na = 0，Nb =0
Nc = 1

1. 56 × 10-5

0. 081

Na = 0. 5，Nb =0. 5
Nc = 0

1. 06

0. 254

Na = 0. 5，Nb =0
Nc = 0. 5

1 × 10-5

0. 072

Na = 0，Nb =0. 5
Nc = 0. 5

0. 843

0. 222
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迹图中可以看到，随着 Ku的增大，系统的非线性

程度增大，逐渐超过神经网络学习能力 . 这可能

由于 PINN 是时间轴内随机取点，且“不分先后”

求导的神经网络自动微分算法导致机器学习处理

系统非线性的能力下降 . 第二，调节易面磁各向

异 性 常 数 ，在 [ ]-5，-1 × 106 J ⋅ m-3 调 节 Ku 的

值 ，当 0 > Ku > -2 × 106 J ⋅ m-3 时 ，PINN 求 解

LLG 方程结果和 MuMax3的模拟结果几乎完全吻

合 ，二 者 均 方 误 差 均 在 10-2 量 级 ，一 旦 Ku ≤
-2 × 106 J ⋅ m-3，PINN 丧失求解能力 . 第三，在

有单轴磁各向异性的基础上变化退磁场的退磁因

子，利用 MATLAB 得到 Na =1，Nb =0，Nc =0 时

和 Na =0，Nb = 1，Nc =0 时 LGG 方程的解，前者

非线性程度弱，后者非线性程度强 . 然而，PINN
只能求解前者的 LLG 方程，不能解出后者 . 再次

调 节 退 磁 因 子 ，令 Na = 0. 5，Nb = 0. 5，Nc = 0；
Na = 0. 5， Nb = 0， Nc = 0. 5； Na = 0， Nb = 0. 5，
Nc = 0. 5，同样发现 PINN 可以得到非线性程度

较弱的 Na = 0. 5，Nb = 0，Nc = 0. 5 时的解，而其

他 两 种 非 线 性 程 度 较 强 的 情 况 下 拟 合 失 败 .
上述三类计算结果的失效案例共同证明，

PINN 的求解能力存在严格的性能边界，其有效

性与系统非线性强度呈负相关 . 尽管机器学习求

解微分方程的研究已逾 30 年，且不断涌现成功解

决复杂系统的案例，但学界对负面结果的系统性

回避（94. 8% 的文献仅报道积极结果［15］）导致了

对算法能力的过度乐观估计 . 本研究通过可控计

算结果证明了机器学习方法在强非线性场景中存

在固有局限，其核心瓶颈在于非线性强度诱导的

梯度冲突（如偏微分方程残差与边界条件损失的

梯度下降方向的矛盾）.
后续将深入探索梯度冲突消解机制、构建混

合求解架构以及非线性不变特征嵌入等方法可能

有助于突破此局限 .
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