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摘要　利用系数特征函数比较的极限形式，研究了单位圆内二阶微分方程解的增长性，给出了系数均为可允许的解

析函数时方程所有非零解为无穷级的充分条件，并得到了解的不动点估计的一般性结论 . 所得结果推广了

Heittokangas与曹廷彬的结果.
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0    预备知识

∆ = {z : |z|＜1}

T (r, f ) = m(r, f )+N(r, f )

使 用 单 位 圆 内 亚 纯 函 数 的

Nevanlinna值分布理论的基本结果和标准符号 [1−3]，以

表示 Nevanlinna特征函数，则

m(r, f ) =
1

2π

w 2π

0
ln+

∣∣∣ f (reiθ)
∣∣∣dθ,

N(r, f ) =
w r

0

n(t, f )−n(0, f )
t

dt+n(0, f ) lnr,

N(r, f ) f (z) |z| r

N
(
r,

1
f −a

)
a

式 中 表 示 在 ≤ 上 的 极 点 密 指 量 ，

相应地表示 -值点密指量.

∆ f定义 1[3]　 内亚纯函数 的级定义为

σ( f ) = lim
r→1−

ln+T (r, f )

ln
1

1− r

.

∆ f对于 内解析函数 ，其级定义为

σM( f ) = lim
r→1−

ln+ln+M(r, f )

ln
1

1− r

,

M(r, f ) f (z)式中 是 的最大模.

f ∆ σ( f ) σM( f ) σ( f )+1

σ( f ) =∞ σ( f ) = σM( f )

注 1[4]　如果 在 内解析，则 ≤ ≤ ；

如果 ，则 .

∆ f定义 2[5]　 内亚纯函数 的超级定义为

σ2( f ) = lim
r→1−

ln+ln+T (r, f )

ln
1

1− r

.

∆ f定义 3[3，6]　如果 内亚纯函数 满足

lim
r→1−

T (r, f )

ln
1

1− r

=∞,

f f则 称为可允许的，反之， 称为不可允许的.

∆ f ∆ a (a ∈ C∪
{∞})

定义 4[7]　 内亚纯函数 在 内的 -值点

序列的超级收敛指数定义为

λ2( f −a) = lim
r→1−

ln+ln+N
(
r,

1
f −a

)
ln

1
1− r

,

λ2( f −a) ∆ f ∆ a (a ∈
C∪{∞})
且 ， 内亚纯函数 在 内判别的 -值点

序列的超级收敛指数定义为

λ2( f −a) = lim
r→1−

ln+ln+N
(
r,

1
f −a

)
ln

1
1− r

.

a = 0 λ2( f ) λ2( f ) f ∆注 2　若 ，则 和 分别表示 在 内

0点序列和判别 0点序列的超级收敛指数.

E ⊂ [0,1]定义 5[8−9]　集合 的上密度和下密度分别

定义为

dens∆E = lim
r→1−

m(E∩ [r,1))
1− r

,

dens
∆
E = lim

r→1−

m(E∩ [r,1))
1− r

.
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E ⊂ [0,1] mE =
w

E
dt式中，对于 ，给出线测度 .

E ⊂ [0,1) dens∆E＞0注 3[9]　如果集合 满足 ，则w
E

dr
1− r

= +∞.
 

1    引言与主要结果

∆

∆

∆

∆

∆

随着微分方程复振荡理论研究的发展，自 2000
年 Heittokangas深入研究 内微分方程解的增长性以

来， 内微分方程的复振荡理论得到越来越多的发展，

许多复平面上微分方程的有关结论在 上都得到了类

似的结果. 同时，由于 与复平面有很大差异，人们对

内微分方程独特的方面，也利用不同概念进行了诸

多研究. 对二阶线性微分方程

f ′′+A(z) f ′+B(z) f = 0, （1）

Heittokangas[3] 得到如下结论.

A(z) B(z) ∆

B A
f . 0 σ( f ) =∞

定理 A[3]　设 和 是 内的解析函数，满足

是可允许的， 是不可允许的，则式（ 1）的每个解

满足 .

A、B ∆问题 1　  如果 均为可允许的， 内微分方程

的非零解是否具有无穷级.

∆

Gundersen[11]、 Kwon[12]、 Chen等 [13]、 Belaïdi[14]

先后研究改进了复平面上某类微分方程式（1）的增长

性，Belaïdi[15] 得到了 上相应的一结果.

E dens{|z| : z ∈ E}＞
0 A(z) B(z) α、β z→∞
z ∈ E

定理 B[12]　假设 为复数集，满足

，且设 和 是整函数，对正常数 ，当 、

时，满足

|A(z)|≤exp{o(1)|z|β}, |B(z)|≥exp{(1+o(1))α|z|β},

f . 0 σ2( f ) β则式（1）的每个解 满足 ≥ .

H dens{|z| : z ∈ H}＞
0 A0(z), · · · ,Ak−1(z) β＜α µ＞0

z ∈ H z→∞

定理 C[14]　假设 为复数集，满足

，且设 是整函数，对常数 0≤ 、 ，

当 且 时，有

|A0(z)|≥eα|z|
µ

,
∣∣∣A j(z)

∣∣∣≤eβ|z|
µ

( j = 1, · · · ,k−1),

则

f (k)+Ak−1(z) f (k−1)+ · · ·+A0(z) f = 0

f σ( f ) = +∞,σ2( f ) µ的每一非零解 满足 ≥ .

∆ ∆

∆

曹廷彬等 [7，10] 将 Kwon[12]、Belaïdi[14] 的结果推广到

了 上，通过系数特征函数的大小比较，估计了 内微

分方程解的迭代 n-级，并进一步研究了 内微分方程

解的不动点，特别地，当n = 1时，可得如下定理.

H dens∆{|z| :
z ∈ H ⊆ ∆}＞0 A(z) B(z) ∆

β＜α µ＞0 z ∈ H |z| → 1−

定理 D[10]　设 是一个复数集合，且满足

，又设 和 在 内解析，对常数 0≤
， ，当 且 时，有

T (r,B)≥α
(

1
1− |z|

)µ
,T (r,A)≤β

(
1

1− |z|

)µ
, （2）

f . 0 σ( f ) =∞ σ2( f ) µ则式（1）的每个解 满足 且 ≥ .

D A(z)+ zB(z) . 0

f . 0 λ2( f − z) = σ2( f )

定理 E[10]　在定理 的条件下，如果 ，

则式（1）的每个解 满足 .

D T (r,A)、T (r,B) (1− r)−µ

A(z)+ zB(z) . 0

定理 是将 与 进行比较，并

在 条件下，得到了此类型方程相应解的

不动点性质. 对微分方程无穷级解的不动点，是否存

在不受方程系数类型限制的更一般的结论.

经过本研究，给出了系数特征函数比较的极限形

式，并利用这种极限形式，得到了无穷级解估计的几

个充分条件，回答了问题 1；同时，对微分方程无穷级

解的不动点，去掉了对方程类型与系数的条件限制，

得到了一般性的结论.

H dens∆{|z| : z ∈ H ⊆ ∆}＞0

A(z) B(z) ∆ µ＞0

定理1　设 为一复数集，满足 ，

且设 和 在 内解析. 如果对任意的 ，有

lim
|z|→1−
z∈H

T (r,A)+µ ln
(

1
1− |z|

)
T (r,B)

＜1, （3）

f . 0 σ( f ) =∞则式（1）的每个解 满足 .

A(z) B(z) ∆定理 2　设 和 在 内解析. 如果

lim
r→1−

T (r,B)−T (r,A)

ln
(

1
1− r

) =∞, （4）

f . 0 σ( f ) =∞则式（1）的每个解 满足 .

注 4　在定理 A“B是可允许的，A是不可允许

的”的条件下，由引理 1可知，式（ 4）成立；由定理

2知，定理 A成立，即定理 A是定理 2的一个推论.

由定理 2可得非零解为无穷级解的充分条件.

A(z) B(z) ∆ B(z)定理 3　设 和 在 内解析， 是可允许

的，且

lim
r→1−

T (r,A)
T (r,B)

＜1, （5）

f . 0 σ( f ) =∞则式（1）的每个解 满足 .

A(z) B(z) ∆

f . 0 σ( f ) =∞
推论 1　设 、 为 内可允许的解析函数，且

满足式（5），则式（1）的每个解 满足 .

A(z) B(z) ∆ B(z)
T (r,A) = o(T (r,B))(r→ 1−) f . 0

σ( f ) =∞

定理 4　设 和 在 内解析， 是可允许

的，且 ，则式（1）的每个解

满足 .

A(z) B(z) ∆

T (r,A) = o(T (r,B))(r→ 1−) f . 0

σ( f ) =∞

推论 2　设 、 为 内可允许的解析函数，且

，则式（1）的每个解 满足

.

H dens∆{|z| : z ∈ H ⊆ ∆}＞定理 5　设 为一复数集，满足
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0 A(z) B(z) ∆ λ＞0

µ＞0

，且设 和 在 内解析 . 如果存在常数 ，

，使得

lim
|z|→1−
z∈H

T (r,A)+
λ

(1− |z|)µ
T (r,B)

＜1, （6）

f . 0 σ( f ) =∞ σ2( f ) µ则式（1）的每个解 满足 且 ≥ .

λ = α−β
D

注 5　在式（2）中取 ，则可得式（6）成立，

从而定理 包含在定理 5的结论中，成为定理 5的推论.

dens∆{|z| : z ∈ H ⊆ ∆}＞0

注 6　由定理 1与定理 5的证明知，将定理 1与

定理 5的条件“ ”替换成

w
{|z|:z∈H}

dr
1− r

=∞,

结论仍成立.

A(z) B(z) ∆

f σ( f ) =∞ σ2( f ) = µ

定理 6　设 和 是 内的有限级解析函数，

如果式（1）的所有非零解 满足 ， ，则

λ2( f − z) = σ2( f ) = µ.

由定理 6的证明易得如下推论.

D

f . 0

推论 3　在定理 或定理 5的条件下，式（1）的每

个解 满足：

λ2( f − z) = σ2( f ).
 

2    引理

A(z) B(z) ∆ B

A

引理 1　设 和 是 内的解析函数， 是可允

许的， 是不可允许的，则

lim
r→1−

T (r,B)−T (r,A)

ln
(

1
1− r

) =∞.

A证明　由 是不可允许的，可得

T (r,A) = O
(
ln

(
1

1− r

))
(r→ 1−),

M＞0 r→ 1−从而存在 ，使得当 时，有

T (r,B)−T (r,A)

ln
(

1
1− r

) =

T (r,B)−O
(
ln

(
1

1− r

))
ln

(
1

1− r

) ≥
T (r,B)

ln
(

1
1− r

) −M.

B而 是可允许的，由定义易得

lim
r→1−

T (r,B)−T (r,A)

ln
(

1
1− r

) =∞.

f ∆ k ∈ N引理 2[3]　设 是 内亚纯函数，且设 ，则

m
(
r,

f (k)

f

)
= S (r, f ),

S (r, f ) = O(ln+T (r, f ))+O
(
ln

(
1

1− r

))
,r < E

E ⊂ [0,1]
w

E

dr
1− r
＜∞ f

式 中 ， 这 里

满足 . 若 是有穷级，则

m
(
r,

f (k)

f

)
= O

(
ln

(
1

1− r

))
.

g : (0,1)→ R

g(r) h(r),r < E E ⊂ [0,1)
w

E

dr
1− r
＜∞

d ∈ (0,1) s(r) = 1−d(1− r)

r ∈ [0,1) g(r) h(s(r))

引理 3[16]　设 是单调递增函数，满足

≤ ，这里 ，且满足 . 则

存在 ，使得当 时，对任意的

，有 ≤ .

A0, · · · ,Ak−1,F . 0 ∆

f

引理 4[17]　设 是 内有限迭代 p-级
解析函数，如果 是

f (k)+Ak−1 f (k−1)+ · · ·+A0 f = F

σp( f ) =∞ σp+1( f ) = ρ＜∞的解，且满足 ， ，则

λp( f ) = λp( f ) = σp( f ) =∞,
λp+1( f ) = λp+1( f ) = σp+1( f ) = ρ.

 

3    定理的证明

f . 0 σ( f )＜

∞
定理 1的证明　设 为式（1）的解，如果

，则由引理 2得

m
(
r,

f ( j)

f

)
= O

(
ln

(
1

1− r

))
( j = 1, · · · ,k), （7）

由式（1）知

−B = A
f ′

f
+

f ′′

f
, （8）

由式（8）知

m(r,B)≤m(r,A)+
2∑

j=1

m
(
r,

f ( j)

f

)
+O(1), （9）

A(z) B(z) ∆ m(r,A) = T (r,A)、m(r,B) =

T (r,B)

由 和 在 内解析，有

，将式（7）代入式（9）得

T (r,B)−T (r,A)≤O
(
ln

(
1

1− r

))
. （10）

µ＞0 |z| → 1− z ∈ H由式（3）知，对任意的 ，当 、 时，有

T (r,A)+µ ln
(

1
1− |z|

)
T (r,B)

＜1,

即
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T (r,B)−T (r,A)＞µ ln
(

1
1− |z|

)
. （11）

σ( f ) =∞式（10）与（11）矛盾，因此 .

f . 0

σ( f )＜∞
{rn} : rn→ 1−(n→∞)

定理 2的证明　设 为方程（ 1）的解，如果

，则由定理 1的证明，有式（10）成立. 由式（4）
知，存在一列 ，使得

lim
n→∞

T (rn,B)−T (rn,A)

ln
(

1
1− rn

) =∞,

µ＞0 n→∞ rn→ 1−则对任意的 ，当 时， ，且有

T (rn,B)−T (rn,A)

ln
(

1
1− rn

) ＞µ. （12）

σ( f ) =∞式（10）与（12）矛盾，故 .

f . 0

M＞0 r→ 1−
定理 3的证明　设 为式（1）的解 . 由式（5）

知，存在常数 ，使得当 时，有

lim
r→1−

T (r,A)
T (r,B)

＜M＜1,

r→ 1−从而当 时，有

T (r,A)＜MT (r,B).

则

T (r,B)−T (r,A)

ln
(

1
1− r

) ≥
(1−M)T (r,B)

ln
(

1
1− r

) ,

B而 是可允许的，故

lim
r→1−

T (r,B)−T (r,A)

ln
(

1
1− r

) =∞.

σ( f ) =∞由定理 2知， .

T (r,A) = o(T (r,B))(r→ 1−)定理 4的证明　当 时，式

（5）成立，由定理 3知，结论成立.

f . 0

σ( f )＜∞ λ＞0, µ＞0

|z| → 1− z ∈ H

定 理 5的 证 明 　 设 为 式 （  1） 的 解 ， 如 果

，则式（10）成立. 由式（6）知，存在常数 ，

使得当 、 时，有

T (r,A)+
λ

(1− |z|)µ
T (r,B)

＜1,

即

T (r,B)−T (r,A)＞
λ

(1− |z|)µ . （13）

σ( f ) =∞易知式（10）与（13）矛盾，因此 .

由引理 2得

m
(
r,

f (i)

f

)
= O

(
ln+T (r, f )

)
+O

(
ln

(
1

1− r

))
,r < E1, （14）

E1 ⊂ [0,1)
w

E1

dr
1− r
＜∞式中 满足 . 将式（13）和（14）代入

式（9）得

λ

(1− |z|)µ＜O(ln+T (r, f ))+O
(
ln

(
1

1− r

))
,

r ∈ {|z| : z ∈ H}−E1. （15）w
{|z|:z∈H}−E1

dr
1− r

=∞

σ2( f ) µ

由注 3知 . 因此，根据引理 3及式（15），

有 ≥ .

f . 0定理 6的证明　设 为式（1）的解，由题设

σ( f ) =∞,σ2( f ) = µ, （16）

g(z) = f (z)− z,z ∈ ∆假设 ，由式（16）有

λ2( f − z) = λ2(g),σ2( f ) = σ2(g) = µ. （17）

f = g+ z将 代入式（1），可化为

g′′+Ag′+Bg = −A− zB. （18）

−A− zB . 0 −A− zB ≡ 0 f1 = −z
f1 σ( f1)＜∞

−A− zB . 0 λ2(g) = σ2(g)

λ2( f − z) = λ2(g) = σ2(g) = σ2( f ) = µ

现在来证 . 假设 ，令 ，

则 为式（  1）的解，且 . 这与式（16）矛盾 . 故
. 由式（  18）与引理 4可得 . 从

而由式（17）可得 .
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Abstract　Growth  of  solutions  for  second-order  differential  equations  in  the  unit  disc  is  investigated  through
some limit form with a comparison of coefficients’ characteristic functions. Some sufficient conditions are given for
every non-zero solution to be of infinite order when coefficients of the equations are admissible. Moreover，a general
conclusion is drawn on the fixed points in the solutions. The above results extend upon those of Heittokangas and Cao
Tingbin.
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