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摘要　为了深入理解掺杂石墨烯中电子关联驱动的超导电性，采用约束路径量子蒙特卡罗（MC）方法，探讨了六角

晶格上扩展哈伯德（Hubbard）模型中的磁和超导配对关联行为：半填充时，体系存在强的反铁磁关联，且随库仑排斥势

的增大而增大，随次近邻相互作用 的增大而减弱；偏离半填充时，低掺杂下相比其他对称性的超导配对，次近邻

d+id占据主导地位，且其对较小的近邻相互作用 不敏感，但较大的 会对次近邻 d+id波超导配对产生明显的抑制作

用. 这些结果可用于解释魔角双层石墨烯中的超导态.
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0    引言

s

石墨烯中的超导电性是物理学家研究的热点问

题之一 [1−3]
. 该体系最值得关注的性质是其无质量狄

拉克费米子能谱和二维六角晶格平面结构，  系统的

电子关联效应可由定义在六角晶格上的 Hubbard模

型进行研究. 理论研究发现半填充的六角晶格 Hubbard

模型具有显著的反铁磁自旋涨落 [4−5]
. 受铜氧化物高

温超导研究启发，  反铁磁涨落可能诱导非常规超导

电性，  这引起了人们对石墨烯相关体系的超导电性

的研究热情 [6−12]
. Uchoa等 [6] 对平均场研究的结果预

言了该体系可能存在 波超导相，  并把这种超导相归

因于六角晶格的特殊结构；Serban等 [7] 认为其更可能

是手性 p波超导体；也有理论研究表明单层石墨烯中

可能有最近邻配对的 d+id波超导相 [8]；Honerkamp[9]

对弱耦合泛函重整化群研究发现， 考虑最近邻 （NN）

自旋相互作用 J项，  远离半填充的掺杂可能出现

d+id超导态，这与三角形晶格上的超导态类似 [13−14]；

有学者在唯象哈密顿量的平均场研究 [10−11]时， 也预言

了稳定的 d+id超导态，排斥 Hubbard模型的变分蒙特

卡罗模拟研究，进一步支持了 d+id超导态 [12]；行列式

量子 MC和约束路径 MC方法的研究均表明，由于低

掺杂的单层石墨烯中极低的电子态密度，  电子关联

可能不足以驱动非常规超导电性 [19]
.

石墨烯相关体系的化学势可以通过电场来调节，

d+ id

V

进而改变载流子浓度， 形成电子型或空穴型材料， 有

望成为碳基电子器件的候选 [2，15]
. Cao等 [16] 在制备的

魔角双层石墨烯中发现了超导电性，  与非常规高温

超导的相图高度相似，这为研究高温超导现象提供了

一种新的思路. 通过旋转层间角度， 双层石墨烯超晶

格结构大小改变， 形成摩尔条纹， 在能谱中产生了准

平带 [1]，  突显了强电子关联效应，  进而可导致非常规

超导电性的产生. 为解释魔角双层石墨烯中的非常

规超导电性，  Yuan等 [17] 构造了双轨道 Hubbard模型，

指出魔角双层石墨烯中超导配对可能是 超导配

对对称性；Gu等 [18] 从 t-J-D模型出发，  研究了魔角双

层石黑烯的强电子关联效应，  认为在 t-U-V模型中，

当参数 的值与库仑相互作用值大小相当时，基于单

层六角晶格的 t-U-V模型也可以描述魔角双层石墨烯

的性质.

V

V

s

s

Ma等 [19] 讨论了 t-U-V中 NN相互作用 对 d+id

超导配对的影响， 发现 NN相互作用  （排斥或吸引）

对扩展 波配对关联的影响很小，  但强烈抑制了

d+id超导配对关联；他们还研究了重度掺杂单层石墨

烯扩展 波和 NN的 d+id超导配对情况. 

1    模型和方法

经过几十年的发展， 约束路径 MC方法已经成为

研究电子关联体系磁性和超导电性的重要工具[15，20−21]
. 
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本文运用约束路径 MC方法 [22] 来研究定义在六角晶

格上的 t-U-V模型. 约束路径 MC算法是一种可以直

接计算体系基态的算法，包括 2点：1）算法通过重要

性抽样随机游走，把 Slater行列式空间中的任意初态

映射到基态上；2）随机游走的路径不是任意的， 需要

保证产生的 Slater 行列式与试探波函数的内积是正

值. 这样就有效地避免了算法的“符号问题”，它还结

合了格林函数和辅助场 MC这 2种算法的主要优势，

不但运用了试探波函数进行重要性采样来提升计算

效率，而且更容易得到关联函数期望值，进而得到物

理量测值.

t-U-V Hubbard模型为

H =− t
∑
iησ

a†
iσbi+ησ+H.c.+

U
∑

i

(
nai↑nai↓+nbi↑nbi↓

)
+

V
∑

iη

nainbi+η+µ
∑

iσ

(naiσ+nbiσ) , （1）
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iσaiσ,nbiσ = b†

iσbiσ t

U V

式中： 是子晶格 中位置 处自旋为

的电子湮灭（产生）  算符； 是子晶格 中位置

处自旋为 的电子湮灭  （产生）  算符；

； t是最近邻跳跃项，  这里将以 为单

位； 、 分别表示在位库仑排斥势和 NN相互作用.

A B

图 1给出了六角晶格结构示意， 其中蓝色和黄色

圆圈分别代表 和 子晶格.
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d+ id图 1    六角晶格中次近邻 配对

对称性形式（虚线）
 

 

L = 3,4,5,6

Ns = 2×3L2

L×L

对具有周期性边界条件 的晶格进行数

值模拟，  总格点数为 ，  乘数  2 代表六角晶

格中包含 2个嵌套的三角子晶格；乘数 3 则代表每个

三角子晶格是由  3 个 的正方晶格组成 . 图 1

中通过虚线段标注了中心处格点的次近邻 d+id配对

形式；应用零温约束路径 MC方法进行了数值模拟.

因为磁激发在电子关联系统的超导机制中起重要作

用， 故先求六角晶格的磁关联，即求自旋结构因子，有

S zz =
1
N

∑
i, j

⟨S z
i S

z
j⟩, （2）

i j i j

i, j = 1 i, j = −1 S z
i = ni↑−ni↓ i

N

式中： 和 表示格点位置，如果 和 属于同一种子晶

格，  那么 ，  否则 ； ，  它是 处的

自旋； 为总格点数. 为了探究六角晶格的超导配对

机制， 需求配对关联

Cα
(
r = Ri−R j

)
= ⟨∆†

α (i)∆α ( j)⟩, （3）

α式中 代表配对对称性. 我们计算了不同配对对称性

的超导配对关联函数，  包括 NN d+id波对称性的 d-
wave以及次近邻 d+id波对称性的 dn-wave. 相应的序

参量为

∆†
α (i) =

∑
l

f †
α (δl)

(
ai↑bi+δi↓

−ai↓bi+δi†

)†
, （4）

fα (δl) δl

d-wave dn-wave

式中： 是配对函数的形成因子；矢量 代表配对

格点间连接强度. 主要区分 和 配对对称

性的形成因子，分别为

NNd波配对d-wave：

fd+id (δl) = ei(l−1)
2π
3 , l = 1,2,3;

次近邻d波配对dn-wave：

fd+id (δl) = ei(l−1)
π
3 , l = 1,2, · · · ,6. （5）

由此可知次近邻 d+id波配对具有 6 重对称性. 

2    结果与讨论

⟨n⟩ = 1

V L

S zz U S zz > 0

V

S zz U

U U V

S zz

U L S zz V

S zz V

U

图 2-a、b、c分别给出了电子浓度为半满即

时， 不同 NN相互作用强度 下， 不同尺寸 晶格中自

旋结构因子 随在位相互作用 的变化.  表示

体系呈现反铁磁关联；同一尺寸相同 的情况下，

随着 的增大而增大， 这说明六角晶格中的反铁磁

关联随着 的增大得到了加强； 的大小相同时，  的

增大会使 减小， 因此反铁磁关联受到了抑制. 图 2-d

展示了相同的 时，  不同尺寸 下 随 的变化关系.

显然，   随着 的增加不断减小，  进一步说明了次近

邻相互作用对反铁磁关联的抑制作用. 由此， 在位相

互作用 会增强晶格中的反铁磁关联， 但最近邻相互

作用则会减弱晶格中的反铁磁关联. 在铜氧化物高

温超导体系中，  强的在位库仑排斥势会引起反铁磁

自旋涨落诱导的超导电性，  在六角晶格中也可能存

在同样机制引起的电子强关联驱动的超导电性. 
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图 2    不同 L时 Szz 随 U的变化（a、b、c）及相同 U时不同 L下 Szz 随 V的变化（d）关系
 

 

L = 5

U = 3.0 ⟨n⟩ = 0.973

V

V

Cdn-wave

V

V = 0,0.25,0.5 L = 5,

U = 3.0, ⟨n⟩ = 0.973

V

V (V = 0.25) Cdn-wave

V (V = 0.5) Cdn-wave

我们探究了在低掺杂情况下 NN相互作用对配

对关联的影响. 图 3-a展示了在 晶格中，  在位相

互作用 ， 电子浓度 ， 不同 NN相互作

用 的情况下， 各种配对对称性的配对关联函数长程

部分的对比. 在不同的 下，  对于所有长程距离的电

子配对而言，  次近邻 都要明显大于其他配对.

这表明在低掺杂下， 次近邻 dn-wave配对关联函数要

占据绝对的优势. 为了说明 对配对关联的影响，  研

究考察了不同最近邻相互作用 ， 在

情况下次近邻 d+id配对关联强度，

如图 3-b所示 . 在 NN相互作用 增强的情况下：当

比较小 时，   几乎不会发生变化；而当

较 大 时 ， 明 显 变 小 . 因 此 ， 较 大 的

NN相互作用会对超导配对产生明显的抑制作用.

U = 3 V = 0.5

L = 5 ⟨n⟩ = 0.893

如图 4所示，  在 和 NN相互作用 的情

况下计算了 ，  晶格电子浓度 时不同配

⟨n⟩ = 0.973

⟨n⟩ = 0.893 0.973

⟨n⟩ = 0.893 0.973

对对称性的配对关联函数的长程部分，  并且与电子

浓度 下次近邻 d+id超导配对关联函数作对

比， 如图 4中虚线所示.  和 是接近半满

且满壳层情况下的电子浓度， 这些电子浓度下， 约束

路径 MC可以得到精确的结果. 对 和 ，

具有次近邻 d+id对称性的超导配对关联函数都强于

其他超导配对对称性，这说明低掺杂区域具有次近

邻 d+id对称性的超导配对模式是稳固的.

L = 6 ⟨n⟩ = 0.926

为了分析晶格尺寸对超导配对关联函数的影响，

进一步计算了 晶格中电子浓度 时， 不同

配对对称性的配对关联函数的长程部分， 如图 5所示.

⟨n⟩ = 0.981同时还给出了电子浓度 下，次近邻 d+id
超导配对关联函数，  如图 5中虚线所示. 在这 2种情

况下，  次近邻 d+id超导配对对称性也占据主导地位，

这进一步确认了次近邻 d+id超导配对对称性在低掺

杂的六角晶格 t-U-V模型的鲁棒性.
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图 3    不同配对对称性与 V下次近邻 d波配对的关联函数随距离的变化关系
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3    结语

U

V

V

利用约束路径 MC方法，  研究了六角晶格上 t-U-
V扩展 Hubbard模型中的反铁磁关联和超导配对关

联. 计算结果表明：半满时反铁磁关联随着在位库仑

相互作用 的增大显著增大，  随着最近邻相互作用

的增大而减小. 进一步研究了低掺杂时的超导配对

关联函数，  相比其他超导配对对称性，  次近邻 d+id
超导配对对称性占据主导地位，  配对关联函数的数

值随着最近邻相互作用 项的增大而减小. 这些研究

有助于深入理解魔角双层石墨烯中的磁性和超导配

对对称性.
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Superconducting pairing symmetry in doped honeycomb lattice

ZHANG Xiao　MA Chi　MA Tianxing
（ Department of Physics，Beijing Normal University，100875，Beijing，China）

Abstract　To explore electron correlation-driven superconductivity in doped graphene，we use constrained path
quantum Monte Carlo method to study magnetic correlation and superconducting pairing correlation in t-U-V Hubbard
model  on  a  honeycomb  lattice.  At  half-filling  this  system  shows  strong  antiferromagnetic  correlation.
Antiferromagnetic  correlation  increases  with  Coulomb  interaction U， but  is  suppressed  with  the  nearest  neighbor
interaction  V.  Away  from  half-filling， next-nearest-neighbor  d+id  pairing  symmetry  dominates  at  low  doping
compared  to  other  pairing  symmetries， and  is  insensitive  to  small  nearest-neighbor  interaction V.  A  larger V  will，
however， significantly  suppress  next-nearest-neighbor  d+id  superconducting  pairing  correlation.  These  results  may
lead to further understanding of superconductivity states in twisted bilayer graphene.

Keywords　graphene；superconductivity；QMC；pairing symmetry
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