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摘要　在空间均匀含时的强外场下真空正负电子对产生的研究中，从散射势转变点的角度，严格证明了源于量子

Vlasov方程的低密度近似方法（low density approximation，LDA）与半经典的 WKB （Wentzel-Kramers-Brillouin）方法等

价. 通过对典型例子进行数值计算和说明，对这 2种方法的等价性进行了检验. 当有较多转变点时，WKB积分变得烦

琐，相较而言，LDA更具有计算优势. 本研究将量子动力学过程和量子隧穿过程联系起来，有助于深入理解强场下真空

中正负电子对的产生过程.
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 0    引言

Ecr

Γ ≈ exp(−πEcr/E) Ecr ≈ 1.3×
1016 V · cm−1 I ≈ 4.3×1029 W · cm−2

在 强 的 电 场 或 磁 场 作 用 下 ，  量 子 电 动 力 学

（quantum electrodynamics，  QED）真空具有各种非线性

物理现象， 如真空极化、真空双折射及真空失稳衰变

为正负电子对等 [1−5]
. Sauter[6] 通过精确求解 Dirac方

程， 计算了量子隧穿的透射系数， 提出在一定场强条

件下真空通过隧穿效应可以产生正负电子对. Heisenberg
等 [7] 基于旋量 QED的单圈有效拉氏量，  推导出弱电

场下真空正负电子对的产生率并给出临界场强 .

随后，  Schwinger[8] 用固有时方法对单圈有效拉氏量

的虚部进行更加精确的计算，  得到了常数电场下粒

子对的产生率 ， 其中临界场强

，  相应的激光强度 . 因
此，  强场作用下真空通过隧穿效应产生正负电子对

的过程也被称为 Schwinger机制或者 Schwinger效应.

真空正负电子对的产生除了隧穿效应之外，  真空负

能带中的负能电子通过吸收多个光子产生粒子对，

即多光子吸收过程.

1025 ∼ 1026 W · cm−2

随着激光技术的不断发展，  激光强度有望达到

，  但仍低于实验上可观测正负电子

对产生的临界激光强度. 因此， 人们采用不同的理论

方法来研究不同外场结构下粒子对的产生，  以降低

正负电子对产生的阈值和提高粒子对的产生率. 常
用的理论方法有 2种： 一种是半经典近似方法， 如广

义 WKB近似 [9−10] 和世界线瞬子技术 [11−12]；另一种是

γ≪ 1

γ≫ 1 γ

γ = mω/eE E ω

量子动力学方法（quantum kinetic theory，  QKT），  如量

子 Vlasov方程（quantum  Vlasov  equation，   QVE） [13−15]、

低密度近似 [16] 和 Dirac-Heisenberg-Wigner  （DHW）形

式 [17−18]
. Brezin等 [9] 通过 WKB近似研究了在空间均

匀时变电场下粒子对的产生，  并给出了在 和

的不同区域粒子对的产生率， 此时 表示绝热参

数，  其定义为 ，  其中，   和 表示外电场的

场强和频率. Hebenstreit等 [13] 研究了具有亚周期结构

的短激光脉冲中正负电子对的产生，  发现动量谱对

外加电场的参数非常敏感. Schützhold等 [19] 提出了正

负电子对产生的动力学辅助机制， 结果表明， 将慢变

的强激光脉冲与快变的弱激光脉冲叠加，  可以大幅

度提高正负电子对的产量. 近年来， 不同理论方法之

间的关系也得到了广泛的研究，  这些研究不仅可以

从不同的理论角度对研究结果进行理解，  而且可以

相互验证. 如：Dumlu[20] 讨论了标量和旋量QED的QVE
解与半经典散射方法之间的关系；Hebenstreit等 [13] 研

究发现对均匀的单分量时变电场，  旋量 QED中的

Wigner函数可以简化为 QVE；Strobel等 [21] 利用 WKB
方 法 和 世 界 线 瞬 子 技 术 计 算 ， 并 比 较 了 在 标 量

QED中多分量时变电场下粒子对的产生率；Li等 [22]

从理论和数值方面研究了量子计算场论（computational
quantum field theory，  CQFT）与 QKT在空间均匀时变

电场下正负电子对产生研究中的等价性. 这些研究

结果给出了一些方法的优点以及不同方法之间的内

在联系，  为深入研究真空正负电子对产生提供了更 
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多优化和适用的理论方法.

ℏ = c = 1 m

本文给出了一个简单而严谨的理论证明，  证明

了 LDA与 WKB这 2种方法在空间均匀含时的强外

场下正负电子对产生的研究中是等价的. 同时，  对
3个不同外电场结构下正负电子对产生的 3个典型例

子进行了说明，  对应电场分别具有 1对、2对和 3对

转变点. 与 WKB方法相比，LDA是一种获取动量谱

信息和产生粒子数更便捷的方法，  特别是在 WKB框

架中出现较多转变点使得计算烦琐的情况下. 本研

究采用自然单位（ ），  以及用电子质量 表示

所有的量.

 1    理论推导

N 1/2

均匀含时电场中真空正负电子对产生问题可以

看作是量子力学中的一维垒上散射问题，  因此，利用

WKB方法很容易得到隧穿效应产生的正负电子对的

动量分布函数 . 对于旋量 费米子的情况，动量分

布函数的近似表达式为 [23]

N ≈
∑

ti

e−2Ki +
∑

ti,t j

2cos(2θ(i, j))(−1)i− je−Ki−K j , （1）

ti t j ω (p, t) =
0

Ki =

∣∣∣∣∣w ti

ti
∗
ω(p, t)dt

∣∣∣∣∣
i θ(i, j) =w s j

si

ω(p, t)dt i j

si、s j ti、t j(
t1, t∗1

)
(t2, t∗2)

式中： 和 是使得粒子能量为 0的时间点， 即
时的时间点，  通常这些时间点被称为转变点，因为

当时间经过转变点时，粒子的波函数经历了从振荡波

到衰减（增长）的转变，反之亦然； 表

示 第 个 转 变 点 的 作 用 ； 余 弦 函 数 的 因 子

表示包含了第 个和第 个转变点之间的干

涉信息的项； 是转变点 对应的实部 . 在有

2对转变点 和 的情况下，只出现 1个干涉

项，则产生粒子的动量分布函数为

N ≈ e−2K1+e−2K2 −2cos(2θ(1,2))e−K1−K2 . （2）

Aµ (t) = (0,0,0,A(t ))

E (t) = −eȦ (t)

另一方面，通过精确的非微扰量子动力学方法对

正负电子对产生进行了广泛的研究 [24]，以获得产生粒

子对的动量分布函数. 对于任意线极化均匀时变电

场，假设矢势 ，则相应的电场为

. 在低密度近似下，准粒子的动量分布函

数表达式为

flow (p, t) =
1
4

∣∣∣∣w t

−∞
dt’λ

(
p, t’

)
eiθ(t,t’)

∣∣∣∣2, （3）

p= (p⊥, p∥) λ(p, t) = eE (t)ϵ⊥/ω2(p, t)t

θ(t, t’) = 2
w t

t’
dtω(p, t)

式中： 是正则动量；

和 是与粒子能量有关的角度. 粒子

总能量

ω(p, t)=
√
ε⊥2 (p)+

(
p∥− eA (t)

)2
, （4）

ε⊥ = (m2+ p⊥2)1/2 p∥
t0→−∞

式中： 是横向能量； 是纵向正则动

量. 显然，外场在 时是打开的，而真正的粒子

是在外电场关闭时才能被观察到，所以动量分布函数

可写成

flow (p) =
1
4

∣∣∣∣w ∞

−∞
dtλ (p, t)eiθ(t)

∣∣∣∣2. （5）

现在证明 LDA和 WKB这 2种方法的等价性，即

式（1）和（5）除了指数项前面的预因子略有不同外，其

他均相同. 现将式（5）中的积分表达式表示为

Q =
w ∞

−∞
dt

eE (t)
ω2(p, t)

ε⊥eiθ(t), （6）

ω (p, t) = 0

ti ω2(p, t) = 0 p∥− eA (t) = ±iε⊥ E (t) =

d(p∥− eA(t ))/dt

该积分的主要贡献来自 的极点，它们是转变

点 . 考虑 时，即 ，结合

，从而式（6）可以被表示为

Q =
w ∞

−∞

dω
±iω

eiθ(t). （7）

w ∞

−∞

dω
ω± iε

= P
(

1
ω

)
∓ iπδ (ω)

θ ( = 0) ti Q (∞) ≈
πeiθ(ti) θ (ti) = 2

w ∞

ti

ω(p, t)dt

t =∞

进一步，知道 . 因此，积分与

每个极点的 相关联，即转变点 贡献 1项

，其中， ，并且在推导过程中，使

所有积分取 . 因此，可以得到每个转变点的近似

表达式

Q (∞) ≈ π
∑

ti

e2i
r ∞

ti
ω(p,t)dt = π

∑
ti

e2i
r ∞
−∞ω(p,t)dte−2i

r ti
−∞ω(p,t)dt, （8）

π ±
tiw ti

−∞
ω(p, t)dtw ∞

−∞
ω(p, t)dt e2i

r ∞
−∞ω(p,t)dt| = 1

flow (p, t) = 1
4
|Q (∞)|2

由于最后应用式（5）， 之前的符号 的模方是 1，因此

计算时它已被忽略. 值得注意是，转变点 是复数导

致式（8）中的第 2项 是复数，但是第 1个指

数项中的 始终是实的 . 由于 | ，

所以在最终得到 时可以将其忽略.

现在仅考虑第 2项，则

Q (∞) ≈ π
∑

ti

e−2i
r ti
−∞ω(p,t)dt. （9）

ω(p, t)
si = Re(ti)

ti

由于 沿实轴和虚轴的积分分别是实和虚的，我

们可以将指数分成相位和实部. 现在把 看作

是转变点 的实部. 因此，表达式可以写为

Q (∞) ≈ πe−2i
r s1
−∞ω(p,t)dt

∑
ti

e−iθi e−2|r ti
si
ω(p,t)dt|

 , （10）

θi = 2
w si

s1

ω (p, t)dt t1 ti

ω(p, t)

式中， 是通过沿 和 转变点之间的实

轴对 积分获得的相位. 因此，通过将式（10）代入

式（5），可以得到产生粒子的动量分布函数
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flow (p) =
π2

4

∑
ti=t j

e−2Ki +
∑
ti,t j

2cos θ(i, j)e−Ki−K j

 , （11）

Ki = |
w ti

ti
∗
ω (p, t)dt| θ(i, j) = 2

w s j

si

ω (p, t)dt

Q (∞)

ω (p, t) = 0

ti

式中 和 . 注意的是，

对于旋量费米子，当得到 时，表达式会被修正，

因为复能量函数 中的黎曼面切割具有不同

的分支，因此，与 相关的转变点处积分的极点贡献

有 1个交替符号，得到

Q (∞) ≈ π
∑

ti

(−1)ie−2i
r ti
−∞ω(p,t)dt. （12）

然后，将旋量 QED的动量分布函数修正为

flow (p) =
π2

4

∑
ti=t j

e−2Ki +
∑
ti,t j

2cos θ(i, j)(−1)i− je−Ki−K j

 . （13）
可以看到式（11）和（13）分别是产生的标量和旋

量粒子的动量分布函数，它们的干涉项符号不同. 此
外，  式（13）是通过 LDA得到的产生粒子的动量分布

函数，与利用 WKB得到的式（1）相比，除主要的指数

项的预因子略有不同之外，其他完全相同.

 2    数值模拟

以上从理论方面证明了 LDA和 WKB在时间相

关的空间均匀强外场下正负电子对产生的研究中的

等价性. 接下来，通过数值模拟检验这 2种方法的等

价 性 .  Dumlu等 [23] 利 用 WKB近 似 研 究 了 在 具 有

1对、2对和 3对转变点的外电场下产生粒子对的动

量谱，它们所对应的电场形式分别为

E (t) =
E0

(1+ω2t2)3/2 , （14）

E (t) = − 2E0ωt
(1+ω2t2)2 , （15）

E (t) =
E0

(
1− (

3ω1
2+2ω2

2) t2
)

(1+ω2
2t2)5/2 . （16）

E0 = 0.1

ω = ω1 = 0.1 ω2 = 1/15

数值计算中，选取的电场形式在式（14）~（16）给
出，场参数与文献 [23]中的一致，即场强 ，频

率 ， . 文 献 [23]中 利 用 WKB方

法，数值模拟如式（14）~（16）所表示的电场中粒子对

产生，得到的旋量 QED情况下产生粒子的动量谱分

别对应文献 [23]中图 3、图 6和图 9.
本文利用 LDA从数值上获得了在空间均匀含时

强外场作用下产生正负电子对的动量谱. 图 1、图 2
和图 3分别表示有 1对、2对和 3对转变点的外场下

产生正负电子对的动量谱，其中黑色实线是低密度近

似方法得到的数值解，红色虚线表示文献 [23]中图 3、
图 6和图 9所示的解析解，对应的外电场形式由式

（14）、（15）和（16）给出. 从图 1~3可以看出，通过低

密度近似方法得到的数值结果与参考文献 [23]中运

用 WKB得到的结果除了前因子所产生的差异，动量

峰所处位置一样，动量分布几乎相同.

  

N
/1

0−
11

10

8

6

4

2

0
0−1.0 −0.5 0.5 1.0

p|| [m]

图 1    具有 1对转变点的外电场下产生正负电子

对的动量谱 

 

  

N
/1

0−
12

7

6

5

4

3

2

1

0
−2.0 −1.5 −1.0 −0.5 0

p|| [m]

图 2    具有 2对转变点的外电场下产生正负电子

对的动量谱 

 

  

N
/1

0−
9

18

15

12

9

6

3

0
0−1.0 −0.5 0.5 1.0 1.5

p|| [m]

图 3    具有 3对转变点的外电场下产生正负电子

对的动量谱 

 

 3    结论

本文主要研究了空间均匀含时的强外场下正负

电子对产生. 首先，从散射势转变点的角度出发，用
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LDA方法得到产生的标量和旋量粒子的动量分布函

数. 通过将产生的旋量粒子的动量分布函数与 WKB
方法得到的结果进行对比，发现除了指数项的预因子

略有不同之外，其他完全相同. 然后，通过对典型的

具有 1对、2对和 3对转变点的含时外电场下正负电

子对产生进行了数值模拟，得到产生粒子的动量谱.

结果表明，用 LDA方法与用 WKB方法得到的产生粒

子的动量谱基本一致.

对于转变点较多的情况，  通过 LDA方法能够更

加快速、定性地得到外场下产生粒子的动量谱，而

WKB积分具有一定的复杂性，所以 LDA方法作为一

种等效方法，在研究空间均匀含时强场下真空正负电

子对的产生过程中更有计算优势. 在量子隧穿过程

的研究中，结合量子动力学方法可以得到一些有意义

的结果，为以后正负电子对产生的研究提供理论参考.
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Low density approximation of electron-positron pair production
in strong field

LI Liejuan1）　Melike MOHAMEDSEDIK1）　WANG Li2）　XIE Baisong1，2）
（ 1）College of Nuclear Science and Technology，Beijing Normal University，100875，Beijing，China；

2）Institute of Radiation Technology，Beijing Academy of Science and Technology，100875，Beijing，China）

Abstract　 Electron-positron  pair  production  in  time-dependent  homogenous  strong  external  electric  field  is
investigated.  For  turning  points  of  scattering  potential， low-density  approximation  （LDA）  arising  from  quantum
Vlasov  equation  is  proven  to  be  equivalent  to  semi-classical  WKB  （Wentzel-Kramers-Brillouin）  method.  Typical
examples are used to confirmed numerically the equivalency of these two methods. When there are too many turning
points，WKB  integrals  become  tedious， then  LDA  is  a  more  convenient  calculation  technique.  Our  work  by  the
combination  of  quantum  kinetic  process  with  quantum  tunneling  process  will  facilitate  understanding  of  electron-
positron pair production in the vacuum under strong fields.

Keywords　strong field physics；electron-positron pair production；low density approximation
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