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摘要　运用不动点指数理论研究一类分数阶差分方程组边值问题正解的存在性：1）将该问题转化为等价的和分方

程，构造对应的算子方程；2）在非线性项合适的条件下获得算子正不动点的存在性，从而获得原问题的正解.
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0    引言

[a,b]Na
:= {a,a+1,a+2, · · · ,b} (b−a ∈ N1) Na := {a,

a+1,a+2, · · · }
令 ，

，本文运用不动点指数理论研究一类分

数阶差分方程组边值问题正解的存在性.



−∆v
v−3 x(t) = f1(t+ v−1, x(t+ v−1),y(t+ v−1)),

t ∈ [0,b+2]N0
,

−∆v
v−3y(t) = f2(t+ v−1, x(t+ v−1),y(t+ v−1)),

t ∈ [0,b+2]N0
,

x(v−3) =
(
∆α

v−3 x(t)
) ∣∣∣∣

t=v−α−2
=

(
∆β

v−3 x(t)
) ∣∣∣∣

t=v+b+2−β
= 0,

y(v−3) =
(
∆α

v−3y(t)
) ∣∣∣∣

t=v−α−2
=

(
∆β

v−3y(t)
) ∣∣∣∣

t=v+b+2−β
= 0,

（1）

2＜v≤3,1＜β＜2,v−β＞1,0＜α＜1,b＞3(b ∈ N)；

∆v
v−3 fi ∈C([v−1,b+

v+1]Nv−1
×R+×R+,R+), i = 1, 2

式 中 ：

是离散型分数阶算子；非线性项

.

近年来分数阶模型掀起了研究热潮 [1−13]，分数阶

差分方程模型也引起关注  [14−15]
. 例如文献 [1]中运用

Guo-Krasnoselskii不动点定理研究了分数阶差分方程

边值问题的正解，即 −∆v
v−2u(t) = f (t+ v−1,u(t+ v−1)),1 < v≤2,

u(v−2) = 0,∆v−1
v−1u(v+N) = 0,

f f0 = 0、

f∞ = +∞， f0 = +∞、 f∞ = 0,

式中非线性项 满足：超线性和次线性条件

且

f0 = lim
u→0+

f (t,u)
u

, f∞ = lim
u→+∞

f (t,u)
u

,对t ∈ [v−1,v+N]Nv−1

一致成立. 文献 [8]中借助该条件研究了分数阶差分

方程边值问题的正解，即
∆vy(t) = λ f (t+ v−1,y(t+ v−1)), t ∈ [0,T ]Z ,

y(v−1) = y(v+T )+
N∑

i=1

F(ti,y(ti)),

f f (t,y)≥−M,M > 0式中： 满足半正型 的条件. 文献 [6]
中研究了分数阶差分方程组边值问题，即



−∆v1 y1(t) = λ1 f1 (t+ v1−1,y1 (t+ v1−1) ,y2 (t+ v2−1)) ,

t ∈ [1,b+1]N,

−∆v2 y2(t) = λ2 f2 (t+ v2−1,y1 (t+ v1−1) ,y2 (t+ v2−1)) ,

t ∈ [1,b+1]N,

y1 (v1−2) = y1 (v1+b+1) = 0,

y2 (v2−2) = y2 (v2+b+1) = 0,

v1、v2 ∈ (1,2]

λ1、λ2 > 0

式中 . 作者运用 Guo-Krasnoselskii不动点

定理，参数 在足够小的情形下获得该问题正

解的存在性. 文献 [5]中运用不动点指数研究了分数

阶差分方程组对偶边值问题的正解，即



−∆v
v−3 x(t) = f1(t+ v−1, x(t+ v−1),y(t+ v−1)),

t ∈ [0,T −1]N0
,

−∆v
v−3y(t) = f2(t+ v−1, x(t+ v−1),y(t+ v−1)),

t ∈ [0,T −1]N0
,

x(v−3) =
(
∆α

v−3 x(t)
)∣∣∣

t=v−α−2
= 0,

y(v−3) =
(
∆α

v−3y(t)
)∣∣∣

t=v−α−2
= 0,

x(T + v−1) = ay(ξ+ v),

y(T + v−1) = bx(η+ v),
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v ∈ (2,3],α ∈ (0,1) fi(i = 1, 2)式中： ； 满足类似于超线性

或次线性增长的条件.

受已有成果的启发，本文运用不动点指数研究式

（1）正解的存在性，将式（1）转化为与其等价的和分方

程组，研究 Green函数的性质，获得一些重要不等式，

并借助于依赖未知函数幂次（次数可不为 1）的非线

性项增长条件. 

1    基础知识

tv :=
Γ(t+1)
Γ(t+1− v)

t+1− v

t+1 tv = 0

定义 1　令 ，如果 是伽马函

数的一个奇点且 不是奇点，则 .
v > 0 f v定义 2　当 时，函数 的 阶和分为

∆−v
a f (t) =

1
Γ(v)

t−v∑
s=a

(t− s−1)v−1 f (s), t ∈ Na+v.

f v由此定义 的 阶差分为

∆v
a f (t) = ∆N∆v−N

a f (t), t ∈ Na+N−v,

i′ ∈ N 0≤N −1 < v≤N式中： ，且 .

将式（1）转化为与其等价的和分方程，构造算子

方程与合适的锥，然后运用锥上的不动点指数研究算

子方程不动点的存在性，进而获得原问题的解 . 为
此，我们需要获得式（1）对应的 Green函数.

h : [v−1,b+ v+1]Nv−1
→ R引理 3[3] 令 ，则差分方程

边值问题
−∆v

v−3y(t) = h(t+ v−1), t ∈ [0,b+2]N0
,

y(v−3) =
(
∆α

v−3y(t)
)∣∣∣

t=v−α−2
=

(
∆β

v−3y(t)
)∣∣∣∣

t=v+b+2−β
= 0

的解可表示为和分方程

y(t) =
b+2∑
s=0

G(t, s)h(s+ v−1), t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
,

式中

G(t, s) =
1
Γ(v)



tv−1(v+b−β− s+1)v−β−1

(v+b−β+2)v−β−1 − (t− s−1)v−1,

0≤ s < t− v+1≤b+2,

tv−1(v+b−β− s+1)v−β−1

(v+b−β+2)v−β−1 ,

0≤ t− v+1≤ s≤b+2.
（2）

G引理 4[3] Green函数（ ）有如下性质：

G(t, s) > 0, (t, s) ∈ [v−1,b+v+1]Nv−1
× [0,b+2]N0

性质1　 ；

q(t)G(b+ v+1, s)≤G(t, s)≤G(b+ v+1, s)性质 2　 ，

式中

q(t) =
tv−1

(b+ v+1)v−1
, (t, s) ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1

× [0,b+2]N0
.

φ(t+ v−1) =G(b+ v+1, t),t ∈ [0,b+2]N0

G

引理 5　令 ，

则 满足不等式

b+v+1∑
t=v−1

q(t)φ(t) ·φ(s+ v−1)≤
b+v+1∑
t=v−1

G(t, s)φ(t)≤

b+v+1∑
t=v−1

φ(t) ·φ(s+ v−1), s ∈ [0,b+2]N0
, （3）

φ(t) =G(b+ v+1, t− v+1), t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
式中：   .

证明 　仅证一个不等式，另一个不等式可同理证

明. 根据引理 4性质 2的不等式可得
b+v+1∑
t=v−1

G(t, s)φ(t)≥
b+v+1∑
t=v−1

q(t)G(b+ v+1, s)φ(t) =

b+v+1∑
t=v−1

q(t)φ(t) ·φ(s+ v−1),s ∈ [0,b+2]N0
.

此即证明了式（3）左侧的不等式.

为了后续使用方便，令

k1 =

b+v+1∑
t=v−1

q(t)φ(t)、k2 =

b+v+1∑
t=v−1

φ(t).

E [v−3,b+ v+1]Nv−3
ψ⃗

(E, || · ||)
P = {y ∈ E : y(t)≥0, t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1

}
P E Fi×Fi

∥(u,v)∥ =max{∥u∥,∥v∥} P×P

(x0,y0) ∈ P×P\{(0,0)}
(x0,y0)

设 是 所 有 从 到 的 映 射 所 构

成的空间，并赋予最大模范数，则 构成一个

Banach空间. 若 ，

则 是 上的锥 . 从而亦可知 构成一个 Banach
空间，其范数   是其上的锥.

本 研 究 的 正 解 是 指 ： 若 存 在 满

足式（1）的方程和边界条件，则称 是式（1）的
正解.

定义算子

(By)(t) =
b+2∑
s=0

G(t, s)y(s+ v−1),y ∈ P, t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
,

则可得如下引理.

引理 6　令：

P0 = y ∈ P : y(t)≥q(t)∥y t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1

B(P) ⊂ P0

， ， 则

.

y ∈ P

证明　根据引理 4性质 2的不等式，对任意的

，有
b+2∑
s=0

G(b+ v+1, s)y(s+ v−1)≥(By)(t) =

b+2∑
s=0

G(t, s)y(s+ v−1)≥
b+2∑
s=0

q(t)G(b+ v+1, s)y(s+ v−1).
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由此即可得结论.

E BR E

P E A : BR∩P→ P

u , Au+λφ、λ≥0 u ∈ ∂BR∩P， i(A,BR∩P,P) = 0
i P

引理 7[16]　设 是一个 Banach空间， 是 中的有

界开子集， 是 上的锥. 若 是一全连续

算子，且 ， 则 ，

其中 是锥 的不动点指数.

E Br E

P E 0 ∈ Br. A : Br∩P→ P

u , λAu、λ ∈ [0,1]、u ∈ ∂Br∩P

i(A,Br∩P,P) = 1

引理 8[16] 　设 是一个 Banach空间， 是 中的有

界开子集， 是 上的锥， 若 是一

个全连续算子，且 ，则

.

θ > 0、n≥1、ai≥0(i = 1,2, · · · ,n)引理 9[17] 　令 则 n∑
i=1

ai

θ≤nθ−1
n∑

i=1

aθ
i , ∀θ≥1,

 n∑
i=1

ai

θ≥nθ−1
n∑

i=1

aθ
i , ∀0 < θ≤1.

 

2    主要结论

P根据引理 3，在锥 上定义算子

A1(x,y)(t) =
b+2∑
s=0

G(t, s) f1(s+ v−1, x(s+ v−1),y(s+ v−1)),

A2(x,y)(t) =
b+2∑
s=0

G(t, s) f2(s+ v−1, x(s+ v−1),y(s+ v−1)),

A(x,y)(t) = (A1,A2) (x,y)(t),
（4）

G t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1

(x0,y0) ∈ P×P\{(0,0)} A(x0,y0) = (x0,y0)， A1(x0,y0) =

x0,A2(x0,y0) = y0, (x0,y0)

式中： 的意义见式（2）； . 显然若存在

使得 即

则 是式（1）的正解.

Bρ = {x ∈ P : ||x|| < ρ},ρ > 0. Bρ P定义集合 则 是 中的

开球，且

∂Bρ = {x ∈ P : ||x|| = ρ},Bρ = {x ∈ P : ||x||≤ρ}.

为了获得本文的结论，给出需要使用的假设条件：

H0） fi ∈C
(
[v−1,b+ v+1]Nv−1

×R+×R+,R+) , i= 1, 2；

d1、d2、d3 > 0 c1、c2 > 0 γ1 ∈ (0,1],∆1 =

γ−1
1

H1） 存 在 ， ，

，使得

d1k1+d2d
γ1

3 (M(b+3))γ1−1k2
1 > 1,

f1(t, x,y)≥d1 x+d2yγ1 − c1, f2(t, x,y)≥d3 x∆1 − c2,

x, y ∈ R+, t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
,

M = max
s∈[0,b+2]N0

G(b+ v+1, s)式中 ；

r1 > 0 d4、d5、d6 > 0 γ2≥1，∆2 = γ
−1
2H2） 存 在 ， ， ，

使得

d4k2+d5d2
6(M(b+3))γ2−1k2

2 < 1,

f1(t, x,y)≤d4 x+d5yγ2 , f2(t, x,y)≤d6 x∆2 ,

x, y ∈ [0,r1] , t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
;

r2＞0 d7、d8、d9＞0 γ3 ∈ (0,1],∆3 = γ
−1
3H3） 存 在 ， ， ，

使得

d7k1+d8d
γ3

9 (M(b+3))γ3−1k2
1 > 1,

f1(t, x,y)≥d7 x+d8yγ3 , f2(t, x,y)≥d9 x∆3 ,

x, y ∈ [0,r2]，t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
;

d10、d11、d12＞0，c3、c4＞0 γ4≥1，∆4 =

γ−1
4

H4）存在 ，

，使得

d10k2+d11d4
12(2M(b+3))γ4−1k2

2 < 1,

f1(t, x,y)≤d10 x+d11yγ4 + c3, f2(t, x,y)≤d12 x∆4 + c4,

x, y ∈ R+，t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
.

c1,c2, · · · ,cn · · ·在定理证明过程中，用 表示不同的

正常数，不算出它们的具体值（不影响定理证明）.

定理 1　若 H0）～H2）存在，则式（ 1）至少存在

1个正解.

S = {(x,y) ∈ P×P : (x,y) = A(x,y)+

λ(φ,φ),λ≥0} φ ∈ P0 S

P×P (x,y) ∈ P×P

证明　定义集合

，   是一个固定元素 . 求证集合 是

中的有界集. 若存在 ，则

x(t) =A1(x,y)(t)+λφ(t),y(t) =

A2(x,y)(t)+λφ(t), t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
. （5）

φ ∈ P0 x、

y ∈ P0. λ≥0、φ ∈ P0,

注 意 到 H0） 、 引 理 6以 及 ， 由 式 （ 5） 可 知

 因为 再根据式（5）可得

x(t)≥A1(x,y)(t),y(t)≥A2(x,y)(t),

t ∈ [v−1,b+v+1]Nv−1
. （6）

f2将 H1）中关于 的条件不等式代入式（6）中右端

不等式可得

y(t)≥
b+2∑
s=0

G(t, s)
(
d3(x(s+ v−1))∆1 − c2

)
≥

d3

b+2∑
s=0

G(t, s)(x(s+ v−1))∆1 − c5.

从而运用引理 9可得

(y(t))γ1 + cγ1

5≥ (y(t)+ c5)
γ1≥

d3

b+2∑
s=0

G(t, s)[x(s+ v−1)]∆1

γ1

≥

dγ1

3 (b+3)γ1−1
b+2∑
s=0

(G(t, s))γ1 (x(s+ v−1))∆1γ1 =

(d3M)γ1 (b+3)γ1−1
b+2∑
s=0

(
G(t, s)
M

)γ1

x(s+ v−1)≥

(d3M)γ1 (b+3)γ1−1
b+2∑
s=0

G(t, s)
M x(s+ v−1). （7）

f1结合式（7），将 H1）中关于 的条件不等式代入式
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（6）左端不等式可得

x(t)≥
b+2∑
s=0

G(t, s) (d1 x(s+ v−1)+d2(y(s+ v−1))γ1 − c1)≥

d1

b+2∑
s=0

G(t, s)x(s+ v−1)+d2d
γ1

3 (M(b+3))γ
−1
1 ·

b+2∑
s=0

G(t, s)
b+2∑
τ=0

G(s+ v−1, τ)x(τ+ v−1)− c6−d2c
γ1

5 k2.

（8）

φ(t), v−1 b+ v+1在式（8）两端乘以 在 [ ， ]上求和，

并运用式（3）可得

b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t)≥d1

b+v+1∑
t=v−1

φ(t)
b+2∑
s=0

G(t, s)x(s+ v−1)+

d2d
γ1

3 (M(b+3))γ1−1
b+v+1∑
t=v−1

φ(t)
b+2∑
s=0

G(t, s)·

b+2∑
τ=0

G(s+ v−1, τ)x(τ+ v−1)− c6k2−d2c
γ1

5 k2
2≥

d1k1

b+2∑
s=0

x(s+ v−1)φ(s+ v−1)+d2d
γ1

3 (M(b+3))γ1−1k1·

b+2∑
s=0

φ(s+v−1)
b+2∑
τ=0

G(s+v−1, τ)x(τ+ v−1)−c6k2−d2c
γ1

5 k2
2 =

d1k1

b+2∑
s=0

x(s+v−1)φ(s+v−1)+d2d
γ1

3 (M(b+3))γ1−1k1

b+v+1∑
t=v−1

φ(t)·

b+2∑
τ=0

G(t, τ)x(τ+ v−1)− c6k2−d2c
γ1

5 k2
2≥

d1k1

b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t)+d2d
γ1

3 (M(b+3))γ1−1k2
1·

b+2∑
τ=0

φ(τ+ v−1)x(τ+ v−1)− c6k2−d2c
γ1

5 k2
2.

解不等式可得

b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t)≤
c6k2+d2c

γ1

5 k2
2

d1k1+d2d1
3(M(b+3))γ1−1k2

1 −1
, （9）

x ∈ P0式中 . 从而有

∥x∥
b+v+1∑
t=v−1

q(t)φ(t)≤
b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t)≤
c6k2+d2c

γ1

5 k2
2

d1k1+d2d
γ1

3 (M(b+3))γ1−1k2
1−1

,

即

∥x∥≤ c6k2+d2c
γ1

5 k2
2

d1k2
1 +d2d

γ1

3 (M(b+3))γ1−1k3
1 − k1

. （10）

y再证 的范数亦有界. 由式（8）中左端不等式可得

x(t)≥
b+2∑
s=0

G(t, s) (d2(y(s+ v−1))γ1 − c1) .

φ(t), v−1 b+ v+1两端乘以 在 [ ， ]上求和，并运用式（3）可得

b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t)≥
b+v+1∑
t=v−1

φ(t)
b+2∑
s=0

G(t, s) (d2(y(s+ v−1))γ1 − c1)≥

k1

b+2∑
s=0

φ(s+ v−1)(d2(y(s+ v−1))γ1 − c1) =

k1

b+v+1∑
t=v−1

φ(t) (d2(y(t))γ1 − c1) ,

y ∈ P0式中 . 运用式（9）可得

d2k1∥y∥γ1

b+v+1∑
t=v−1

(q(t))γ1φ(t)≤c1k1k2+

c6k2+d2c
γ1

5 k2
2

d1k1+d2d
γ1

3 (M(b+3))γ1−1k2
1 −1

,
 

即

∥y∥≤
γ1
√√√d2k1

b+v+1∑
t=v−1

(q(t))γ1φ(t)

−1 (
c1k1k2+

c6k2+d2c
γ1

5 k2
2

d1k1+d2d
γ1

3 (M(b+3))γ1−1k2
1 −1

)
. （11）

S

R1＞supS ,R1＞r1 r1

至此我们估算了集合 中的先验界，并证明了它的

有界性 . 此时若取 （ 见 H2）），则有

(x,y) , A(x,y)+λ(φ,φ), x, y ∈ ∂BR1
∩P,λ≥0. （12）

由引理 7可知

i
(
A,

(
BR1
×BR1

)∩ (P×P),P×P
)
= 0. （13）

另一方面需证明

(x,y) , λA(x,y),λ ∈ [0,1], x, y ∈ ∂Br1
∩P, （14）

r1

x、y ∈ ∂Br1
∩P,λ ∈ [0,1]

式中 的意义见 H2）. 事实上，若式（14）不成立， 则存

在 使得

(x,y) = λA(x,y).

此即表明

x(t) =λA1(x,y)(t)≤A1(x,y)(t),y(t)≤

A2(x,y)(t), t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
.

根据 H2）和引理 9可得

(y(t))γ2≤dγ2

6

 b+2∑
s=0

G(t, s)(x(s+ v−1))∆2

γ2

≤

dγ2

6 (b+3)γ2−1
b+2∑
s=0

(G(t, s))γ2 (x(s+ v−1))∆2γ2≤

dγ2

6 (M(b+3))γ2−1
b+2∑
s=0

G(t, s)x(s+ v−1). （15）
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将式（13）代入，可得

x(t)≤A1(x,y)(t)≤
b+2∑
s=0

G(t, s) (d4 x(s+v−1)+d5(y(s+v−1))γ2 )≤

d4

b+2∑
s=0

G(t, s)x(s+ v−1)+d5d
γ2

6 (M(b+3))γ2−1
b+2∑
s=0

G(t, s)·

b+2∑
τ=0

G(s+ v−1, τ)x(τ+ v−1),

φ(t), v−1 b+ v+1两端乘以 在 [ ， ]上求和，并运用式（3）
可得

b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t)≤
(
d4k2+d5d

γ2

6 (M(b+3))γ2−1k2
2

) b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t),

b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t) = 0由 H2）可得 .

φ [v−1,b+ v+1]Nv−1
又因为 在 上不恒等于 0，从而

x(t) ≡ 0, t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
. （16）

根据式（15）、 （16）可得

0≤[y(t)]γ2≤dγ2

6 (M(b+3))γ2−1
b+v+1∑
s=v−1

G(t, s− v+1)x(s) = 0,

t ∈ [v−1,b+ v+1]Nσ−1
.

这表明

y(t) ≡ 0, t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
. （17）

x、y ∈ ∂Br1
∩P(r1 > 0)式（16）、（17）均与 矛盾，从而说

明式（14）成立. 同时根据引理 8可得

i
(
A,

(
Br1
×Br1

)∩ (P×P),P×P
)
= 1. （18）

根据式（13）、（18），有

i(A, ((BR1
×BR1

)\(Br1
×Br1

))∩ (P×P),P×P) =

i(A, (BR1
×BR1

)∩ (P×P),P×P)−
i(A, (Br1

×Br1
)∩ (P×P),P×P) = 0−1 = −1.

A ((BR1
×BR1

)\(Br1
×Br1

))∩ (P×P)

((BR1
×BR1

)\(Br1
×Br1

))∩ (P×P)

从而可知算子 在 中至

少有1个不动点，即式（1）在
中至少存在 1个解，且是正解.

定理 2　 若 H0）、H3）、H4）存在，则式（1）至少存

在 1个正解.

证明　 类似于定理 1的证明，某些计算和步骤可

省略. 定义集合

W = {(x,y) ∈ P×P : (x,y) = λA(x,y),λ ∈ [0,1]}.

W P×P (x,y) ∈W

x、y ∈ P0

证明 是 中的有界集. 事实上，若存在 ，

则根据引理 6可知 且

x(t)≤A1(x,y)(t),y(t)≤

A2(x,y)(t), t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
. （19）

f2将 H4）中关于 的条件代入式（19）的右端不等

式，并运用引理 9可得

(y(t))γ4≤

 b+2∑
s=0

G(t, s)
M M (

d12(x(s+ v−1))∆4 + c4

)γ4

≤

(b+3)γ4−1
b+2∑
s=0

(
G(t, s)
M

)γ4

Mγ4
(
d12(x(s+ v−1))∆4 + c4

)γ4≤

(2M(b+3))γ4−1
b+2∑
s=0

G(t, s)
(
dγ4

12 x(s+ v−1)+ cγ4

4

)
. （20）

将此不等式代入式（19）的左端不等式，有

x(t)≤
b+2∑
s=0

G(t, s) (d10 x(s+ v−1)+d11(y(s+ v−1))γ4 + c3)≤d10·

b+2∑
s=0

G(t, s)x(s+ v−1)+d11(2M(b+3))γ4−1
b+2∑
s=0

G(t, s)·

b+2∑
τ=0

G(s+ v−1, s)
(
dγ4

12 x(τ+ v−1)+ cγ4

4

)
+ c3k2.

φ(t), v−1 b+ v+1两端乘以 在 [ ， ]上求和，并运用式（3）
可得

b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t)≤
(
d10k2+d11d

γ4

12(2M(b+3))γ4−1k2
2

) ·
b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t)+ cγ4

4 d11(2M(b+3))γ4−1k3
2 + c3k2

2,

解不等式可得

b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t)≤
cγ4

4 d11(2M(b+3))γ4−1k3
2 + c3k2

2

1− (
d10k2+d11d

γ4

12(2M(b+3))γ4−1k2
2

) ,
x ∈ P0式中 . 从而可得

∥x∥≤ cγ4

4 d11(2M(b+3))γ4−1k3
2 + c3k2

2

k1− k1

(
d10k2+d11d

γ4

12(2M(b+3))γ4−1k2
2

) , （21）

φ(t) v−1 b+ v+1在式（20）的两端乘以 ，在 [ ， ]上求和，

并运用式（3）可得

b+v+1∑
t=v−1

(y(t))γ4φ(t)≤(2M(b+3))γ4−1k2·

b+2∑
s=0

φ(s+ v−1)
(
dγ4

12 x(s+ v−1)+ cγ4

4

)
.

即
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b+v+1∑
t=v−1

(y(t))γ4φ(t)≤ (2M(b+3))γ4−1k2

(
cγ4

4 k2+
cγ4

4 dγ4

12d11(2M(b+3))γ4−1k3
2 + c3k2

2

1− (
d10k2+d11d

γ4

12(2M(b+3))γ4−1k2
2

) ) .
y ∈ P0式中 . 从而可知 

∥y∥≤
γ4

√√√√√√√√√√√√√√ (2M(b+3))γ4−1k2

(
cγ4

4 k2+
cγ4

4 dγ4

12d11(2M(b+3))γ4−1k3
2 + c3k2

2

1− (
d10k2+d11d

γ4

12(2M(b+3))γ4−1k2
2

) )
b+v+1∑
t=v−1

(q(t))γ4φ(t)

. （22）

W

R2＞supW,R2＞r2 r2

结合式（21）、（22）即证明了 的有界性 . 若取

（ 的意义参见 H3）），则

(x,y) , λA(x,y), x, y ∈ ∂(BR2
×BR2

)∩ (P×P),λ ∈ [0,1].

根据引理 8可得

i
(
A,

(
BR2
×BR2

)∩ (P×P),P×P
)
= 1. （23）

另一方面需证明

(x,y) , A(x,y)+λ(φ,φ), x, y ∈ ∂Br2
∩P,λ≥0, （24）

r2 φ ∈ P

x、y ∈ ∂Br2
∩P,λ≥0

式中： 的意义参见 H3）； 是一固定元素. 若式

（24）不成立，则存在 使得

(x,y) = A(x,y)+λ(φ,φ).

按照已有的证明方法，将 H3）中不等式的条件代

入可得

(y(t))γ3≥dγ3

9

 b+2∑
s=0

G(t, s)
M M(x(s+ v−1))∆3

γ3

≥

dγ3

9 (M(b+3))γ3−1
b+2∑
s=0

G(t, s)x(s+ v+1).

将此式代入

x(t)≥A1(x,y)(t)≥
b+2∑
s=0

G(t, s) (d7 x(s+ v−1)+

d8(y(s+ v−1))γ3 )≥

d7

b+2∑
s=0

G(t, s)x(s+ v−1)+d8d
γ3

9 (M(b+3))γ3−1

b+2∑
s=0

G(t, s)
b+2∑
τ=0

G(s+ v−1, τ)x(τ+ v−1), （25）

φ(t), v−1 b+ v+1两端乘以 在 [ ， ]上求和，并运用式（3）
可得

b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t)≥
(
d7k1+d8d

γ3

9 (M(b+3))γ3−1k2
1

) b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t).

b+v+1∑
t=v−1

x(t)φ(t) = 0由 H3）可得 ，从而

x(t) ≡ 0，t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
. （26）

再由式（25）的左端不等式可得

x(t)≥d8

b+2∑
s=0

G(t, s)(y(s+ v−1))γ3 =

d8

b+v+1∑
s=v−1

G(t, s− v+1)(y(s))γ3 , t ∈ (v−1,b+ v+1)Nv−1
.

从而

y(t) ≡ 0, t ∈ [v−1,b+ v+1]Nv−1
. （27）

x、y ∈ ∂Br2
∩P(r2 > 0)式（26）、（27）均与 矛盾，这

表明式（24）成立. 从而根据引理 7可得

i
(
A,

(
Br2
×Br2

)∩ (P×P),P×P
)
= 0. （28）

根据式（23）、（28），有

i(A, ((BR2
×BR2

)\(Br2
×Br2

))∩ (P×P),P×P) =
i(A, (BR2

×BR2
)∩ (P×P),P×P)−

i(A, (Br2
×Br2

)∩ (P×P),P×P) = 1−0 = 1.

A ((BR2
×BR2

)\(Br2
×Br2

))∩ (P×P)

((BR2
×BR2

)\
(Br2
×Br2

))∩ (P×P)

因 此 可 知 算 子 在

中 至 少 存 在 1个 不 动 点 ， 即 式 （ 1） 在

中至少存在 1个解，且是正解.
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