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振动冲击复合载荷下岩石力学响应及能量 

消耗规律的理论研究 
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摘 要：针对目前非线性载荷下岩石力学响应的研究主要以单一加载方式为主，而关于非线性载荷复合作用下岩石

的力学响应研究相对较少，且研究方法多集中于物理试验与数值模拟，缺少理论分析支持．为此，本文总结了非线

性载荷分类及其在破岩中的优势，并结合岩石介质的力学特性与基本模型，选择了弹性元件和黏性元件并联形式的

Kelvin-Voigt 模型，对岩石进行力学建模．在此基础上，分析了自由振动、简谐振动及冲击载荷下岩石的力学响

应，并建立了振动冲击复合载荷下岩石的力学响应方程，进一步探讨了岩石的能量消耗规律．最后，采用准脆性材

料青砂岩，通过颗粒流模拟验证了理论研究结果．结果表明，在外部加载过程中，振幅对岩石内部颗粒扰动具有放

大作用，能量吸收量与振幅的平方、激振频率及阻尼成正比，且每个运动周期中吸收的能量与简谐振动系统总能量

之比为常数．同时，激振力越大，用于摩擦的能量消耗也越大，振动激励对岩石能量吸收及破裂具有一定的促进作

用．研究结果为非线性载荷下岩石的破裂机理及能量消耗规律研究提供了理论基础． 
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Abstract：Regarding the current research on the mechanical response of rock under nonlinear loading，single-loading 

methods are mainly used，and relatively limited research on the mechanical response of rock under the combined

action of nonlinear loading has been conducted. Moreover，research methods mostly focus on physical experiments 

and numerical simulations，lacking the support of theoretical analyses. This paper summarized the classification of

nonlinear loading and its advantages in rock breaking and combined the mechanical properties and basic models of

rock media to select the Kelvin-Voigt model in parallel with elastic and viscous elements for the mechanical modeling

of a rock. On this basis，the mechanical response of rock under free vibration，harmonic vibration，and impact load-
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ing was analyzed，and the mechanical response equation of rock under vibration-impact composite loading was estab-

lished，further exploring the energy consumption law of rock. Finally，the theoretical research results were verified 

through particle flow simulation using quasi-brittle material，i.e.，green sandstone. The research results show that 

during the external loading process，the amplitude has an amplifying effect on the disturbance of particles inside the

rock. The energy absorption is proportional to the square of the amplitude，the excitation frequency，and damping，

and the ratio of the energy absorbed in each motion cycle to the total energy of the harmonic vibration system is con-

stant. Meanwhile，the greater the excitation force，the greater the energy consumption for friction. Moreover，the 

vibration excitation has a certain promoting effect on the energy absorption and fracture of rock. The research results 

provide a theoretical basis for the study of the fracture mechanism and energy consumption law of rock under nonlin-

ear loading. 

Keywords：rock mechanics；green sandstone；particle flow simulation；vibration-impact composite loading；

Kelvin-Voigt model；mechanical response equation；energy consumption law 

 

岩石作为自然界中的一种天然介质，是工业生产

过程中最常见、应用最广泛的基础材料，也是重要的

工业原料与矿产资源．由于岩石是多种矿物的集合

体，其内部矿物力学性质存在显著差异，因此，在外

部加载过程中，岩石往往表现出复杂的力学特性，例

如弹性、塑性及黏性等[1]．目前，国内外相关学者在

研究岩石介质的力学特性或断裂机理时，通常采用将

岩石介质理想化，并结合其变形特征建立各种力学模

型．总体而言，常见的岩石力学模型主要包括弹性模

型、塑性模型、黏弹性模型及黏弹塑性模型等，且不

同 的 岩 石 力 学 模 型 具 有 各 自 的 优 缺 点 及 适 用 范

围．然而，在研究过程中，选择合理的力学模型能准

确反映岩石的实际力学行为，使分析结果更接近真实

工况，从而精确预测岩石在各种工程载荷作用下的变

形与破坏过程．这不仅有助于提高工程分析的准确

性，还能确保设计的合理性以及项目的安全性[2]，因

此，岩石力学模型的合理选择对于工程实践具有极其

重要的意义． 

目前，关于岩石外部载荷的研究主要以单一加载

方式为主，而复合载荷对岩石破裂特征及其力学性质

的影响研究较少，且鲜有研究各加载方式之间的相互

影响．此外，现有研究方法主要为物理试验与数值模

拟，缺少理论分析的支持．然而，在实际工程应用中，

岩石的破碎过程往往是由多种加载方式共同作用的

结果．例如，选矿工业中常见的惯性圆锥破碎机，主

要依靠强烈振动产生的简谐振动力和可以调节的冲

击力来实现对岩石的选择性破碎，而振动与冲击加载

的结合能产生协同效应，从而显著提高破岩速度和 

效果 [3]．因此，未来的研究方向应更加关注多种加 

载方式复合作用下的岩石破裂特性及其相互影响 

机制[4-5]． 

基于此，本文总结了非线性载荷分类及其在破岩

中的优势，结合岩石介质的力学特性与基本模型，选

择了弹性元件和黏性元件并联形式的 Kelvin-Voigt

模型，对岩石进行力学建模．在此基础上，分析了自

由振动、简谐振动及冲击载荷下岩石的力学响应，并

建立了振动冲击复合载荷下岩石的力学响应方程，进

一步探讨了岩石的能量消耗规律．最后，采用准脆性

材料青砂岩，通过颗粒流模拟验证了理论研究结果，

以期为非线性载荷下岩石的破裂机理及能量利用效

率研究提供理论基础． 

1 非线性载荷分类及破岩优势 

目前，在工业实际应用过程中，常采用机械力破

碎的方法对物料进行破碎，主要的破碎方法包括压

碎、劈碎、折断、磨碎、冲击和振动破碎等．但总体而

言，根据外部载荷与加载时间或变形的关系，破碎过

程可以分为线性载荷或非线性载荷两种类型(图 1)，

非线性载荷是指载荷与响应之间的关系不是线性的，

即随着载荷的增加，结构的变形或受力以非线性的方

式变化，其在破碎过程中的主要优势如下． 

(1) 在破碎效果方面，线性加载通常是按照固定

比例增加力，而非线性加载(如冲击加载)能产生瞬间

的高能量，使岩石内部产生更多的裂纹，裂纹扩展速

度更快，而且这些裂纹更容易扩展和交叉，从而更高

效地破碎岩石，这有利于提高破碎作业的效率． 

(2) 在能量利用方面，和常规加载方式相比，非

线性加载能够更精准地控制能量的输入和释放．通 

 

图 1 外部载荷分类[6] 

Fig.1 External loading classification[6] 
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过采取合理的非线性加载方式，可以用较少的能量输

入达到更好的岩石破碎效果，从而降低能耗． 

(3) 在研究岩石的力学特性方面，非线性加载有

助 于深入了解岩 石 在 复 杂 应 力状态下 的 力 学 响

应．由于地下岩石在地质构造运动等过程中承受的

是复杂多变的非线性力，而非线性载荷研究能够更真

实地模拟岩石实际的受力环境，为岩石破碎研究提供

更符合实际工况的理论依据． 

综上可知，由于在各种工业破碎应用过程中，最

常见外部载荷为非线性载荷(如冲击、振动、劈裂和

挤压破碎等)，这些载荷通常会导致材料和结构发生

复杂的非线性动态响应(几何非线性、材料非线性和

接触非线性等)．因此，对非线性载荷的准确分析，更

能真实地反映材料在实际复杂工况下的受力情况，对

于确保结构的安全性和可靠性具有非常重要的实际

意义[7-8]． 

2 岩石介质的力学模型 

2.1 基本元件 

1) 弹性元件 

在外部载荷下，假如材料的变形特性符合胡克定

律，则该材料通常被视为胡克体，其是一种理想的弹

性体，特性表现为在外力作用下能够恢复到原始状

态．力学模型和本构关系如图 2 所示. 图中：σ 为应

力，ε 为应变，k 为刚度系数． 

 

（a）力学模型                    （b）本构关系 

图 2 胡克体力学模型和本构关系 

Fig.2  Mechanical model and constitutive relation of

Hooke body 

2) 塑性元件 

当物体所受到的外部应力到达材料自身的屈服

极限时，则开始产生塑性变形．在理想状态下，具有

这一特性的物体通常被称为塑性体，用于描述岩石在

外力作用下发生永久变形的能力．力学模型和本构

关系如图 3所示. 图中
s

σ 为材料的屈服强度． 

3) 黏性元件 

当物体的应力与应变速率成正比时，即认为符合

牛顿流动定律，该物体可视为牛顿流体，即黏性元

件，其是一种理想的黏性体，用于描述了岩石在应力

作用下随时间变化的特性．力学模型和本构关系如

图 4所示．图中η 为牛顿黏性系数． 

 

（a）力学模型                （b）本构关系 

图 3 塑性体力学模型和本构关系 

Fig.3 Mechanical model and constitutive relation of 

plastic body 

 

     （a）力学模型        （b）本构关系 

图 4 牛顿流体的力学模型和本构关系 

Fig.4 Mechanical model and constitutive relation of 

Newtonian fluid 

2.2 组合模型 

1) St. Venant 模型 

St. Venant 模型由弹簧和摩擦片串联组成(图

5)，其力学特性表现为理想弹塑性体．该模型是一种

理想化的弹塑性体模型，其特点包括无蠕变、无松弛

以及无弹性后效[9]． 

 

图 5 St. Venant模型 

Fig.5 St. Venant model 

St. Venant 模型的本构方程为 

   s

s

=

k

σσ σ ε

σ σ ε

⎧ <⎪
⎨
⎪ → ∞⎩ ≥

 (1)

 

2) Kelvin-Voigt 模型 

Kelvin-Voigt 模型是黏弹性体(图 6)，其由胡克

体与牛顿体，即弹簧与阻尼器并联组成，用于描述材

料在应力作用下的变形和恢复行为．该模型强调材

料的黏弹性特性，即应变滞后于应力，并且在卸载后

应变会逐渐恢复，同时该模型属于稳定蠕变模型，有

弹性后效，但模型本身并不具备松弛行为，即无法模

拟应力松弛现象[10-13]． 
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图 6 Kelvin-Voigt模型 

Fig.6 Kelvin-Voigt model 

Kelvin-Voigt 模型的本构方程为 

   k cσ ε ε= + �  (2)
 

式中 c为黏性阻尼系数． 

除此之外，在岩石的研究过程中还存在以下组合

模型． 

(1) Maxwell 模型：由弹簧和阻尼器串联组成，

能描述岩石的瞬时弹性变形及随时间发展的黏性流

动，适用于研究岩石在短期快速加载和长期蠕变条件

下的力学行为，如岩石在冲击荷载下的响应[14-17]． 

(2) Bingham 模型：结合了黏弹性和塑性的特

点，有初始的弹性阶段，当应力超过屈服应力后表现

出黏塑性流动，适用于描述具有明显屈服特性和黏 

性流动的岩石材料，如软岩或含有大量黏土矿物的 

岩石[18-20]． 

(3) Drucker-Prager 模型：在考虑岩石的黏弹塑

性基础上，引入了与静水压力相关的屈服准则，能更

好地反映岩石在复杂应力状态下的强度和变形特性，

常用于岩土工程中的数值计算，如地下隧道的稳定性

分析[21-24]． 

(4) Burgers 模型：由 Maxwell 和 Kelvin-Voigt

模型串联组成．Burgers 模型还可以用来描述一些具

有复杂黏弹性行为的材料，一般应用在岩土工程、地

质力学等领域[25-28]． 

2.3 岩石力学模型选择 

由于 Kelvin-Voigt 模型是一种用于描述材料黏

弹性行为的数学模型，适用于分析具有固体性质的材

料在恒定应力或循环载荷下的变形和恢复特性，该模

型通过弹簧(弹性元件)和阻尼器(黏性元件)的并联

组合，能够反映材料在应力作用下的瞬时弹性变形及

随后的黏弹性松弛行为．而岩石的弹性应变值通常

较小，如在单轴压缩实验中，岩石的弹性应变值通常

在较小范围(0.006 0～0.002 1)内波动[29]． 

综上分析，鉴于岩石介质的特性以及模型的适用

性，本文将岩石视为一种具有弹性和黏性特性的复合

材料，并采用弹性元件与黏性元件并联的 Kelvin-

Voigt 模型进行力学建模分析，该模型能够有效描述

岩石在应力作用下的变形和恢复行为，其力学模型如

图 7所示，图中m 为岩石质量． 

 

图 7 岩石力学模型 

Fig.7 Mechanical model of rock 

3 非线性加载下岩石力学响应 

3.1 自由振动下岩石力学响应 

岩石单自由度振动系统如图 8所示．用 x 表示岩

石质量块相对于静平衡位置的振动位移，取向下为

正．由图 8(b)可得受力分析如下． 

(1) 黏性阻尼力
1
F 与速度 x�成正比，且阻尼力的

方向与速度方向相反，即可表示为 

   
1
F cx= − �  (3)

 

(2) 弹簧受力
2

F 与位移 x成正比，且弹簧受力

的方向与速度方向相同，即可表示为 

   
2

F kx=  (4)
 

 

（a）系统组成          （b）受力图 

图 8 岩石单自由度振动系统  

Fig.8 Single-degree-of-freedom vibration system of rock 

综上，采用牛顿定律得到岩石单自由度振动系统

运动微分方程为 

   mx cx kx= − −�� �  (5)
 

或 

   0mx cx kx+ + =�� �  (6)
 

为了求解方程(6)，假设解的形式为 

   ( ) e= st

x t C  (7)
 

式中C 和 s 为待定常数． 

将式(7)代入式(6)，可得如下特征方程： 

   2
0ms cs k+ + =  (8)

 

该特征方程的根为 

   
2

1,2

4

2

− ± −= =c c mk
s

m
 

     
2

2 2

⎛ ⎞− ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠

c c k

m m m
 (9)
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由这两个根可得方程(6)的两个特解为 

   1

1 1
( ) e

s t

x t C=  (10)
 

   2

2 2
( ) e

s t

x t C=  (11)
 

因此，方程(6)的通解为这两个特解的线性组合，即 

   1 2

1 2
( ) e e

s t s t

x t C C= + =  

     

2 2

2 2 2 2

1 2
e e

c c k c c k
t t

m m m m m m

C C

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎣ ⎦ ⎣ ⎦+  
(12)

 

式中
1

C 、
2

C 为两个任意的常数，可由系统的初始条件

来确定． 

将式(9)中根式的值为零的阻尼系数称为临界阻

尼系数，用
c
c 表示，即 

   
2

c
0

2

⎛ ⎞ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

c k

m m
 (13)

 

或 

   
c n

2 2 2 ω= = =k
c m km m

m
 (14)

 

式中
n

ω 为岩石的固有频率，
n

ω = k

m
． 

对于有阻尼系统，阻尼系数与临界阻尼系数的比

值称为阻尼比，也称为相对阻尼系数，用ζ 表示，即 

   
c n

2 2

ζ
ω

= = =c c c

c m mk
 (15)

 

由式(14)和式(15)可得 

   c

n

c
2 2

ζω= =cc c

m c m

 (16)

 

因此 

   ( )2

1,2 n
1s ζ ζ ω= − ± −  (17)

 

故通解(12)可转化为 

   1 2

1 2
( ) e e= + =s t s t

x t C C  

     
( ) ( )2 2

n n
1 1

1 2
e e

ζ ζ ω ζ ζ ω− + − − − −
+

t t

C C  (18)
 

可见，特征根
1
s 和

2
s 以及通解(18)的数值取决于阻尼. 

一般情况下，岩石通常表现为欠阻尼状态[30]
(欠

阻尼也称为小阻尼或弱阻尼)，对于欠阻尼的情况

( 1ζ < 或
c

c c< 或 / 2 /c m k m< )， 2 1ζ − 是负的，因

此，
1
s 和

2
s 可分别表示为 

   ( )2

1 n
i 1s ζ ζ ω= − + −  (19)

 

   ( )2

2 n
i 1s ζ ζ ω= − − −  (20)

 

故通解转换为如下形式： 

   
( ) ( )2 2

n n
1 1

1 2
( ) e e

ζ ζ ω ζ ζ ω− + − − − −
= + =

t t

x t C C  

     { }2 2

n nn
i 1 i 1

1 2
e e e

t tt

C C
ζ ω ζ ωζω − − −− + =  

     ( ) ( ){n
2

1 2 n
e cos 1

t

C C t
ζω ζ ω− + − +  

     

( )}
( ){

( )}
( )

n

n

2

1 2 n

2

1 n

2

2 n

2

0 n 0

i( )cos 1

e cos 1

sin 1

e sin 1

t

t

C C t

C t

C t

X t

ζω

ζω

ζ ω

ζ ω

ζ ω

ζ ω φ

−

−

− − =

′ − +

′ − =

− + =

 

     ( )n
2

n
e sin 1

ζω ζ ω φ− − −t

X t  (21)
 

式中(
1

C′ ，
2

C′ )、( X ，φ )和(
0

X ，
0

φ )为任意常数，可

根据具体的初始条件来确定． 

对于初始条件
0

( 0)x t x= = 和
0

( 0)x t x= =� � ，可求得

1
C′ 与

2
C′ 分别为 

   
1 0

C x′ =  (22)
 

   0 n 0

2
2

n
1

ζω
ζ ω

+′ =
−

�x x
C  (23)

 

因此，解的具体形式为 

   ( )n
2

0 n
( ) e cos 1

t

x t x t
ζω ζ ω− ⎛= ⋅ − +⎜

⎝
 

     ( )20 n 0

n
2

n

sin 1

1

x x
t

ζω ζ ω
ζ ω

+ ⎞− ⎟− ⎠

�

 (24)

 

常数( X ，φ )和(
0

X ，
0

φ )可以表示为 

   2 2

0 1 2
X X C C′ ′= = + =  

     
2 2 2

0 n 0 0 0 n

2

n

2

1

ω ζω
ζ ω

+ +

−

� �x x x x

 (25)

 

   
2

0 n1

2 0 n 0

1
arctan arctan

ω ζφ
ζω

⎛ ⎞⎛ ⎞′ −
⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

xC

C x x
 (26)

 

   0 n 02

0
2

1
0 n

arctan arctan

1

ζωφ
ω ζ

⎛ ⎞⎛ ⎞′ +
⎜ ⎟= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x xC

C x
(27)

 

式(24)所描述的运动是角频率为 2

n
1 ζ ω− 的有阻尼

简谐运动．但由于 n

e
tζω− 项的存在，系统的振幅将随着

时间的推移按指数规律逐渐减小，弱阻尼系统的衰减

振动如图 9所示． 

 

图 9 弱阻尼系统的衰减振动 

Fig.9 Attenuation vibration of weak damping system 

令阻尼振动的频率 

   2

d n
1ω ζ ω= −  (28)

 

可以看出，有阻尼自由振动的频率
d

ω 总小于无 
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阻尼自由振动的固有频率
n

ω ．由式(28)可知，有阻尼

系统自由振动的频率随着阻尼的增大而减小，阻尼振

动频率与阻尼的关系如图 10所示[31]． 

 

图 10 阻尼振动频率与阻尼的关系 

Fig.10  Relationship between damping vibration fre-

quency and damping 

3.2 振动载荷下岩石力学响应 

岩石单自由度简谐振动系统如图 11 所示，假设

简谐振动激振力为 

   
1 0
( ) cosF t F tω=  (29)

 

式中
0

F 为简谐振动力的最大值． 

根据图 11(b)，简谐振动激励方程可表示为 

   
0
cosmx cx kx F tω+ + =�� �  (30)

 

 

（a）系统组成                 （b）受力图 

图 11 岩石单自由度简谐振动系统  

Fig.11  Single-degree-of-freedom harmonic vibration sys-

tem of rock 

该振动平衡微分方程为二阶常系数线性非齐次

微分方程，其解主要由两部分组成：强迫振动基和自

由振动基，在受系统阻尼的影响下，自由振动基在经

过不断衰减后最终会消失，而剩余的解即为稳定的等

幅强迫振动基，即方程的特解． 

式(30)的特解也是简谐函数形式，假定为  

   ( ) ( )p
cosx t A tω φ= −  (31)

 

式中 A 与φ 为待定常量，分别表示力学响应的幅值与

相位角． 

将式(31)代入式(30)中，得 

   ( ) ( )2
cosω ω φ⎡ − − −⎣A k m t  

     ( ) 0
sin cosω ω φ ω− =⎤⎦c t F t  (32)

 

  运用下列三角函数关系： 

   ( )cos cos cos sin sint t tω φ ω φ ω φ− = +  (33)
 

   ( )sin sin cos cos sint t tω φ ω φ ω φ− = −  (34)
 

  在式(32)中再令方程两边 cos tω 和 sin tω 的系数

分别相等，则可得 

   2

0
[( )sin cos ]A k m c Fω φ ω φ− − =  (35)

 

   2[( )cos sin ] 0A k m cω φ ω φ− − =  (36)
 

  式(35)与式(36)的解为 

   0

2 2 2 2( )

F
A

k m cω ω
=

− +
 (37)

 

   
2

arctan
c

k m

ωφ
ω

=
−

 (38)

  将式(37)和式(38)代入式(31)中，可得到方程

(30)的特解为 

   ( ) 0
p

2 2 2 2( )ω ω
= ⋅

− +
F

x t

k m c

 

     
2

cos arctan
ωω

ω
⎛ ⎞−⎜ ⎟−⎝ ⎠

c
t

k m
 (39)

  令简谐振动力的最大值
0

F 作用下的变形： 

   0

st
δ = F

k
 (40)

频率比为 

   
n

ω
ω

=r  (41)

则得 

   
2

2 2
st

n n

1

1 2

δ
ω ωζ
ω ω

= = =
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

A
R  

     

( ) ( )2 22

1

1 2r rζ− +
 

(42)

 

   n

2 2

n

2
2

arctan arctan
1

1

ωζ
ω ζφ
ω
ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =⎢ ⎥ −⎛ ⎞⎢ ⎥− ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

r

r

 (43)

式中 R 为振幅放大系数或振幅比，其随频率比 r 与阻

尼比ζ 变化如图 12 所示，由图 12 可知，由于岩石的

阻尼比范围通常为 0.003～0.300[32]，在频率比 r 较小

时，振幅具有一定放大作用． 

综上，方程(30)的全解为 

   h p( ) ( ) ( )x t x t x t= +  (44)
 

式中
h
( )x t 由式(21)确定．由此可得 

 ( ) ( )( )n
2 2

1 n 2 n
( ) e cos 1 sin 1

t

x t C t C t
ζω ζ ω ζ ω− ′ ′= − + − +  
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    0

2
2 2 2 2

cos arctan
( )

ωω
ωω ω

⎛ ⎞−⎜ ⎟−⎝ ⎠− +
F c

t
k mk m c

 

      (45)

 

图 12 振幅放大系数随频率比的变化 

Fig.12  Relationship between amplitude amplification

factor and frequency ratio 

 

对于小阻尼系统，则 

   ( ) ( )n

0 d 0
( ) e cos cos

ζω ω φ ω φ−= − + −t

x t X t A t (46)
 

式中：A 和φ 分别由式(42)和式(43)确定；
0

X 和
0

φ 根
据初始条件确定． 

对初始条件
0

( 0)x t x= = ，
0

( 0)x t x= =� � ，由式(46)

得 

   
0 0 0

cos cosx X Aφ φ= +  (47)
 

   
0 n 0 0 d 0 0

cos sin sinζω φ ω φ ω φ= − + +�x X X A (48)
 

由式(47)和式(48)即可求得
0

X 与
0

φ 分别为 

   ( )20 0 2

d

1
cosφ

ω
⎡= − + ⋅⎢
⎣

X x A  

    ( )
1

2
2

n 0 0 n
cos sinζω ζω φ ω φ ⎤+ − − ⎥⎦

�x x A A (49)

 

   
( )

n 0 0 n

0

d 0

cos sin
arctan

cos

ζω ζω φ ω φφ
ω φ

⎡ ⎤+ − −= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

�x x A A

x A
 

      (50)
 

由此可得 

   ( )20 n 02

d

1
( ) cos (x t x A xφ ζω

ω
⎡= − + +⎢
⎣

  

     n

1

2
2

0 n
cos s

1
in e

2
)

ζωζω φ ω φ −⎤− − ⋅⎥⎦
�

t

x A A  

( )
n 0 0 n

d

d 0

cos sin
cos arctan

cos

ζω ζω φ ω φω
ω φ

⎧ ⎫+ − −⎪ ⎪⎡ ⎤− +⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

�x x A A
t

x A
 

   

( ) ( )
st

2
2 22

2
cos arctan

1
1 2

δ ζω
ζ

⎛ ⎞−⎜ ⎟−⎝ ⎠− +

r
t

r
r r

(51)

 

3.3 冲击载荷下岩石力学响应 

  非周期变化的激振力大小随时间改变，通常仅在

一段固定时长内作用，达到该时段后便不再施加．最

简单的非周期变化的激振力是冲击力 F ，这种力较 

大，但作用时间 tΔ 却很短．根据动力学理论，这一冲

量的大小能够通过它所引发的系统动量变化来衡量. 

如果
1
x� 和

2
x� 分别代表质量块m 在受到冲击前后的速

度，如果用 I 来表示冲量 F tΔ 的大小，则可得冲量为 

   
2 1

I F t mx mx= Δ = −� �  (52)
 

则其一般形式为  

   d
+Δ

= ∫
t t

t

I F t  (53)
 

单位冲量 f 定义为 

   
0

lim d d 1
+Δ

Δ →
= = =∫

t t

tt

f F t F t  (54)
 

可以看出，要使 dF t 为有限值，F就应该趋向于

无穷大(因为 d t 是趋于 0 的)，作用在 0t = 时刻的单

位冲量也可以用狄拉克函数 ( )tδ 来表示．在 t τ= 时

刻的狄拉克δ 函数记作 ( )tδ τ− ，其性质如下： 

   ( )tδ τ− ＝0 (55)
 

当 t τ≠ 时，可得 

   
0

( )d 1δ τ
∞

− =∫ t t  (56)
 

   ( )
0

( ) d ( )δ τ τ
∞

− =∫ t F t t F  (57)
 

式中 0 τ< < ∞ ． 

因此，在 t τ= 时刻作用的冲量可以记作 

   ( ) ( )F t I tδ τ= −  (58)
 

单位冲量 1f = 发生在时间 0t = 时，同样可用狄

拉克δ 函数表示为 

   ( ) ( )f f t tδ δ= =  (59)
 

振幅大小为 F 的冲量在 0t = 作用时可定义为 

   ( )F I tδ=  (60)
 

具有黏性阻尼的弹簧-质量系统在 0t = 时受到一

个单位冲量作用的情况如图 13所示． 

 

图 13 黏性阻尼的弹簧-质量系统单位冲量 

Fig.13 Unit impulse of a spring-mass system with viscous 

damping 

对于欠阻尼系统，由式(24)可得该方程的解为 

   ( ) n 0 n 0

0 d d

d

e cos sin
t

x x
x t x t t

ζω ζωω ω
ω

− ⎛ ⎞+= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

(61)
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如果在施加单位冲量之前质量块处于静止状态，

即在 0t < 或 0t
−= 时 0x x= =� ，由动量定理可得单位

冲量为 

   
0

( 0) ( 0 )f mx t mx t mx−= = − = =� � �  (62)
 

故初始条件为 

   
0

( 0) 0x t x− = =  (63)

   
0

1
( 0)x t x

m

− = =� �  (64)
 

根据式(63)和式(64)，可将式(61)简化为 

   ( )
n

d

d

e
( ) sin

t

x t g t t
m

ζω

ω
ω

−

= =  (65)

 

式(65)为单自由度系统受到单位冲量时的响应，称为

单位脉冲响应函数，记作 ( )g t ，如图 14所示． 

如果冲量的大小从 1 变为 I ，那么初始速度
0
x 就

是 /I m ，而系统的响应为 

   
n

d

d

e
( ) sin ( )

ξω

ω
ω

−

= =
t

I
x t t Ig t

m
 (66)

 

 

图 14 单自由度系统受到单位冲量时响应 

Fig.14  Response of a single-degree-of-freedom system

under unit impulse 

岩石单自由度冲击系统如图 15 所示，冲击质量

块m 是由弹性元件和黏性元件构成的黏性阻尼单自

由度系统．假设质量为 M 的物块、质量为 m 的岩石

块冲击前的速度分别为
1
u 、

1
v ，冲击后的速度分别为

2
u 、

2
v ，根据动量守恒定律，得到 

   
1 1 2 2

Mu mv Mu mv+ = +  (67)
 

或 

   
1 2 1 2

( ) ( )M u u m v v− = − −  (68)
 

 

      （a）冲击前           （b）冲击后 

图 15 岩石单自由度冲击系统 

Fig.15 Single-degree-of-freedom impact system of rock 

根据能量守恒定律，得到 

   2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2
Mu mv Mv mu+ = +  (69)

 

或 

   2 2 2 2

2 1 1 2

1 1
( ) ( )

2 2
M u u m v v− = − −  (70)

 

式(70)可以改写为 

 
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
( )( ) ( )( )

2 2
M u u u u m v v v v+ − = − + −  

      (71)
 

将式(68)代入式(71)得到 

   
1 1 2 2

( )u v u v− = − −  (72)
 

由于在碰撞之前物块M 与物块m 的速度分别为

1
u 和

1
0v = ，由式(68)和(72)可以得到碰撞发生后的

瞬间速度为 

   
1 2 2 2

( ) (0 )− = − − =M u u m v mv  (73)
 

   1 2

2
= −Mu Mu

v
m m

 (74)
 

以及 

   
1 1 2 2 2 2

0 ( )u v u v v u− = = − − = −  (75)
 

式(74)和式(75)的解为 

   
2 1

−=
+

M m
u u

M m
 (76)

 

   
2 1

2=
+
M

v u
M m

 (77)
 

质量块M 的动量改变由下式确定： 

 
2 1 1 1

2
( ) 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

M m Mm
M u u M u u

M m M m
 

      (78)
 

在碰撞时，施加在质量 M 上的冲量为 

   ( ) 1
0

2
dτ τ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟+⎝ ⎠

∫
t Mm
f u

M m
 (79)

 

根据牛顿第三定律，施加在质量块 m 的脉冲与 

施加在质量块M 上的脉冲大小相等，但方向相反．在

此冲量作用下质量块m 的运动微分方程可表示为 

   ( ) 1
0

2
d ( )

t Mm
mx cx kx f u t

M m
τ τ δ+ + = =

+∫�� �  (80)
 

根据质 量块 m 的初始条件 ( ) 0
0 0x t x= = = ，

( ) 0
0 0x t x= = =� � ，并根据式(66)，则得到式(80)的解为 

 
n

d

d

e
( ) sin

t

F
x t t

m

ζω

ω
ω

−

= =  

     n1

d

d

2
e sin

ζω ω
ω

−

+
t

uMm
t

M m m
 (81)

 

3.4 振动冲击复合载荷下岩石力学响应 

振动冲击复合加载作用下岩石力学模型如图 16

所示． 
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      （a）冲击前               （b）冲击后 

图 16 振动冲击复合载荷下岩石力学模型 

Fig.16  Rock mechanics model under vibration-impact 

composite loading 

该力学模型是由简谐振动力、冲击力和岩石共同

组成的一个系统，其受到的作用力主要包括冲击力

i
( )F t 与振动力

v
( )F t ，其具体计算公式为 

   ( )i 2 1
0

( ) d= − = ∫
t

F t Mu Mu f t t  (82)
 

   
v 0
( ) cosF t F tω=  (83)

 

式中 ( )f t 为在微小时间段 0～t 内施加的激励，积分

表示冲量(等于力-时间曲线下方的面积)． 

根据牛顿第二定律，得到复合加载作用下岩石的

微分方程，其具体表达式为 

   
i v
( ) ( )mx cx kx F t F t+ + = −�� �   (84)

 

根据力学的合成与分解原理，式(84)可分解为冲

击、振动两种方式，计算公式分别为 

   ( )mx cx kx F t+ + =�� �

i
 (85)

 

   ( )mx cx kx F t+ + = −�� �

v
 (86)

 

根据式(51)和式(81)，得到复合加载作用下岩

石力学响应为 

 n1

d

d

2
( ) e sin

t
uMm

x t t
M m m

ζω ω
ω

−= −
+

 

     ( )20 n 02

d

1
cos (x A xφ ζω

ω
⎡ − + +⎢
⎣

   

    n

1

2
2

0 n
cos sin ) e

1

2

t

x A A
ζωζω φ ω φ −⎤− − ⋅⎥⎦

�  

( )
n 0 0 n

d

d 0

cos sin
cos arctan

cos

x x A A
t

x A

ζω ζω φ ω φω
ω φ

⎧ ⎫+ − −⎪ ⎪⎡ ⎤− −⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

�

 

 

( ) ( )
st

2
2 22

2
cos arctan

1
1 2

δ ζω
ζ

⎛ ⎞−⎜ ⎟−⎝ ⎠− +

r
t

r
r r

 
(87)

 

4 非线性载荷下岩石能量消耗 

在岩石简谐振动系统中，能量的消耗主要来自于

弹簧与阻尼，在岩石单自由度振动系统中(图 7)，全

部运动阻力(Fr)表示为 

   
r

F kx cv kx cx= + = + �  (88)
 

假设运动方程为 

   
d

( ) sinx t A tω=  (89)
 

式(88)可化为 

   
r d d d

sin cosF kA t c A tω ω ω= +  (90)
 

振动过程消耗的能量： 

   2

r d d d
0 0

d sin cos d d
t t

W Fv t kA t t tω ω ωΔ = = +∫ ∫  

     2 2

d d d
0

cos d d
t

c A t tω ω ω∫  (91)
 

假设在一个周期
d

2 /t ω= π 内，得到 

   
d

2 /

r
0

dW Fv t
ωπ

Δ = =∫  

    
d

2 /
2

d d d
0

sin cos d dkA t t t
ω

ω ω ω
π

+∫  

    
d

2π /
2 2 2

d d d d
0

cos d dc A t t c A
ω

ω ω ω ω= π∫  (92)
 

由式(92)可知，弹簧的恢复力在一个周期或任意

整数周期内实际做功为零，岩石消耗的能量与振幅

A 的平方成正比、与阻尼振动的频率
d

ω 、阻尼 c成正

比，同时当阻尼 c 和振幅 A 一定时，能量的消耗也并

非常数，因为其是
d

ω 的函数，并且
d

ω 越大，能量消耗

越大． 

一个系统的总能量W 可以用最大势能
1

E 或最大

动能
2

E 表示，即 

   2

1

1

2
E kA=  (93)

 

   2 2 2

2 max d

1 1

2 2
E mv mA ω= =  (94)

 

式中
max
v 为简谐振动过程中的最大速度． 

对于岩石等小阻尼而言，最大势能
1

E 或最大动

能
2

E 近似相等．因此，每个运动周期中岩石消耗的能

量占整个振动系统总能量的比值Y 为常数，具体计算

式为 

 
2

d

2
d

d

π 2
2 2 4

1 2

2

ω δ ξ
ωω

⎛ ⎞Δ π ⎛ ⎞= = = ≈ π⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

c AW c
Y

W m
m A

 

      (95)
 

式中对数缩减率 δ 用来表示有阻尼自由振动衰减的

快慢．它定义为任意两个相邻的振幅之比的自然 

对数． 

   1

n d n
2

2 dn

2 2
ln

21

δ ξω τ ξω
ωξ ω

π π= = = =
−

x c

x m

 

      (96)
 

   
( )2 2 2
2π

δ δζ
δ

= ≈
π+

 
(97)

 

同时，在振动过程，在水平方向，由于压力的存

在，还会存在一定的摩擦力
f v

μ=F F ，其在振动过程 
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中也消耗一定的能量，具体计算式为 

   
f v

0

dμ= Δ∫
l

W F l l  (98)
 

式中：μ 为摩擦系数； lΔ 岩石颗粒之间的位移． 

综上可得，岩石在振动加载时，激振频率、振幅

越大，岩石阻尼消耗能量越大，但振幅对能量消耗的

影响更大，同时激振力越大，用于岩石颗粒间摩擦的

能量消耗越大，越能加剧岩石断裂过程中裂纹的扩展. 

5 试验验证 

5.1 试验材料及方案 

为验证上述理论研究结果，采用颗粒流模拟，以

青砂岩为研究对象，该岩石主要由石英、长石和云母 

等矿物质砂粒黏结而成，含有硅、钙、黏土和氧化铁

等成分．此外，青砂岩是一种常见的准脆性材料，在

国内外岩石破碎研究中具有代表性，且该岩样的均质

性较好(图 17)，适合用于相关试验研究，主要参数测

试结果见表 1
[3]． 

 

图 17 青砂岩断面结构[33] 

Fig.17 Cross-section structure of green sandstone[33] 

表 1 青砂岩试件主要参数测试结果 

Tab.1 Test results of the primary parameters of green sandstone specimens 

 

平均密度/(kg/m3) 抗压强度/MPa 弹性模量/GPa 泊松比 内摩擦角/(°) 摩擦系数 

2 294.216 64.772 13.536 0.352 37.700 0.772 6 

 

  在 颗 粒 流 模 拟 试 验 中 ，青 砂 岩尺寸设置为

Φ50mm×100mm，其细观参数采用文献[3]中的标定

数据(表 2)，应力-应变曲线与破裂特征如图 18 所

示，该细观参数的选择具有一定的合理性． 

表 2 青砂岩颗粒流模拟的主要细观力学参数 

Tab.2 Main microscopic mechanical parameters of particle flow simulation in green sandstone 

有效模量/GPa 刚度比 黏结有效模量/GPa 黏结刚度比 法向黏结强度/MPa 切向黏结强度/MPa 内摩擦角/(°) 摩擦系数 

7.580 3.600 7.580 3.600 30.200 19.084 37.700 0.300 

 

 

图 18 青砂岩应力-应变曲线与破裂特征[3]
 

Fig.18  Stress-strain curves and fracture characteristics of

green sandstone[3] 

为了研究振动载荷对岩石破裂的影响，模拟方案

主要分为以下两种加载方式(图 19)． 

(1)冲击加载：以分别为 10、15、20m/s 的接触瞬

时速度冲击青砂岩试块，加载时间为 0.1 ms． 

  (2)振动冲击复合加载：以分别为 10、15、20m/s

的接触瞬时速度冲击青砂岩试块，同时试块进行振动

加载，振幅分别为 0.5、1.0、1.5、2.0、2.5 mm，每个振

幅分别设置振动频率为 5、10、15、20、25 Hz，加载时

间为 0.1 ms． 

 
    （a）冲击加载      （b）振动冲击复合加载 

图 19 青砂岩模型边界条件及载荷施加示意[3]
 

Fig.19 Schematic of the boundary conditions and loading

application modes of green sandstone[3] 

5.2 试验结果分析 

  在岩石破碎过程中，裂纹长度也是衡量破岩效果

的一个重要指标．振动冲击复合载荷下，当瞬时冲击

速度为 10、15、20m/s，振动频率为 5、10、15、20、

25 Hz，振幅为 0.5、1.0、1.5、2.0、2.5 mm 时，青砂岩裂

纹长度统计如图 20所示．由图 20 可得如下结论． 
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(1)随着瞬时冲击速度的增加，青砂岩的裂纹长 

度增幅显著．比如：在振动频率为 25 Hz、振幅为

2.5 mm 时，瞬时冲击速度为 10m/s 时，青砂岩的裂纹

长度为 435.618mm，在瞬时冲击速度分别为 15、

20m/s 时，裂纹长度分别为 3 005.270 mm、5 612.990 

mm，增幅分别达到了 6.899倍、12.885倍． 

(2)在相同的瞬时冲击速度、振幅下，改变振动

频率，青砂岩裂纹长度也呈现出增大的趋势，但增大

幅度较小．比如：在瞬时冲击速度为 20 m/s、振幅为

2.5 mm 时，振动频率为 5 Hz 时，青砂岩的裂纹长度

为 5 360.170 mm，在振动频率分别为 10、15、20、 

 

（a）10 m/s 

 

（b）15 m/s 

 

（c）20 m/s 

图 20 振动冲击复合载荷下青砂岩裂纹长度 

Fig.20  Crack length of green sandstone under vibration-

impact composite loading 

25 Hz 时 裂纹长度 分别为 5 413.020、5 446.790、

5 524.090、5 612.990 mm，增幅分别达到了 10.010

倍、1.017倍、1.031倍、1.047倍． 

(3)在相同的瞬时冲击速度、相同频率下，改变

振幅，青砂岩的裂纹长度也呈现出增大的趋势，但增

大幅度较小．比如：在瞬时冲击速度为 20m/s、振动

频率为 25 Hz 时，振幅为 0.5 mm 时青砂岩的裂纹长

度为 5 360.170 mm，在振幅分别为 1.0、1.5、2.0、

2.5 mm 时，裂纹长度分别为 5 412.080、5 446.100、

5 527.330、5 642.990 mm，增幅分别达到了 1.010 倍、

1.016倍、1.031倍、1.053倍． 

采用颗粒流模拟，得到瞬时冲击速度为 10、15、

20m/s 时的冲击、振动冲击复合载荷下的最大裂纹长

度，如图 21所示．由图 21 可知：与冲击载荷相比，振

动冲击复合载荷有利于增加青砂岩裂纹长度，但随着

瞬时冲击速度的增加，裂纹长度增加的幅度逐渐变小. 

 

图 21 冲击与振动冲击复合载荷下青砂岩裂纹对比 

Fig.21 Comparison of cracks in green sandstone under 

impact and vibration-impact composite loading 

综上可知，瞬时冲击速度对青砂岩的裂纹长度增

幅比较明显，增加振动频率、振幅也会增加青砂岩的

裂纹长度，但随着瞬时冲击速度的增加，增加的幅度

逐渐变小，相对而言，振幅对青砂岩裂纹长度的增幅

相对较大，从而验证了理论分析的正确性． 

6 结 论 

采用 Kelvin-Voigt 模型，对岩石进行力学建模，

分析了自由振动、简谐振动、冲击载荷下岩石力学响

应，建立了振动冲击复合载荷下岩石的力学响应方

程，进一步探讨了岩石的能量消耗规律．最后，采用

准脆性材料青砂岩，通过颗粒流模拟验证了理论研究

结果．得出以下主要结论． 

(1)通过对各种常见的弹性模型、塑性模型、黏

弹性模型及黏弹塑性模型等岩石力学模型的分析，最

终选择弹性元件和黏性元件并联形式的 Kelvin-Voigt 
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模型，进行岩石的力学建模分析． 

(2)建立了岩石在自由振动、简谐振动、冲击载

荷以及振动冲击复合加载下的力学响应方程，得到在

外部加载过程中振幅对岩石内部颗粒扰动具有放大

作用． 

(3)在振动载荷下，能量吸收量与振幅的平方成

正比，与激振频率、阻尼成正比，且每个运动周期中

吸收的能量与整个简谐振动系统总能量之比为常数. 

同时，激振力越大，用于摩擦的能量消耗越大. 因此，

振动激励有利于岩石能量的吸收，对岩石断裂具有一

定的促进作用． 
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