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基于改进三角函数加减速的一步拐角过渡法 

王太勇，贾松辉，陈木正 

(天津大学机械工程学院，天津 300350) 

摘 要：加减速控制是数控系统的关键技术之一，影响着零件加工时的高效性和平稳性，同时由于传统数控系统在

加工复杂的曲线曲面时，需要生成的大量连续微线段，这不仅增加了数控系统的负担，且在拐角处仅 G0 连续，导

致在拐角处频繁加减速和机床振动，降低零件加工效率和加工质量．两步法拐角过渡是先进行轨迹光顺再进行速度

规划，不仅步骤繁琐，而且降低了加工效率．因此，针对传统三角函数中最大加加速度只存在峰值导致加工效率降

低的问题，本文先对加减速连续性较好的传统三角函数加减速控制算法进行改进，以
2

sin x 作为加加速度的基函数

建立加减速规划的模型，并在其运动模型中增加匀加加速度加减速阶段．针对数控加工中连续微线段拐角处加工效

率低、插补轨迹连续性低的问题，提出了新的一步法拐角过渡方法．该方法是通过一步法拐角过渡算法在速度规划

阶段直接完成轨迹光顺．最后根据轮廓误差和机床各轴动态性能的限制对过渡时间、速度、加速度及加加速度进行

约束．实验证明，提出的方法能够进一步提高加工中的加减速柔性，能够利用最大加加速度持续加减速，且在保证

加工效率的基础上提高伺服控制的跟随精度，使得误差检测的精度能够满足要求. 

关键词：拐角过渡；三角函数加减速；柔性加减速；数控系统 
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A One-Step Corner Transition Method Based on Improved  

Trigonometric Acceleration and Deceleration 

Wang Taiyong，Jia Songhui，Chen Muzheng 

(School of Mechanical Engineering，Tianjin University，Tianjin 300350，China) 

Abstract：Acceleration and deceleration control is a key technology in numerical control systems，which affects the 

efficiency and stability of the processing parts. Concurrently，because the traditional numerical control system must 

generate numerous continuous micro line segments when machining complex curves and surfaces，it increases the 

burden on the numerical control system，and the position is G0 continuous，resulting in frequent acceleration and 

deceleration and machine vibration at the corner，thus reducing the efficiency and quality of the processing parts. The 

two-step corner transition involves smoothing the track first and planning the speed later，which is not only compli-

cated，but also reduces the processing efficiency. Therefore，given the problem that the maximum jerk in the tradi-

tional trigonometric function only has the peak value reducing machining efficiency，this study improves the accel-

eration and deceleration control algorithm of the traditional trigonometric function with optimal continuity of accelera-

tion and deceleration，establishes the acceleration and deceleration planning model with sin
2
x as the basic function of 

jerk，and incorporates the acceleration and deceleration phases of uniform jerk into its motion model. A new one-step 

corner transition method is proposed to solve the problems of low efficiency and continuity of interpolation trajectory

in numerical control machining. In this method，the one-step corner transition algorithm is used to directly achieve 

trajectory smoothing in the velocity planning stage. Finally，the transition time，feedrate，acceleration and jerk are 
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constrained according to the contour error and the dynamic performance of each axis. Experimental results show that

the proposed method can further improve the acceleration and deceleration flexibility in machining. Besides，it can 

use the maximum jerk for acceleration and deceleration continuously，and improve the accuracy of servo control to 

ensure machining efficiency，so that the accuracy of error detection meets the requirements. 

Keywords：corner transition；trigonometric acceleration and deceleration；flexible acceleration and deceleration；

numerical control system 

 

在数控系统加工复杂曲线时，传统的生成刀具轨

迹方法是通过 CAM 系统生成 G01 代码，将零件轮廓

表示为连续的微小线段，再将其输入到数控系统中进

行连续直线段插补．由于连续微线段在拐角处仅 G0

连续，加工时速度和加速度会在拐角处发生方向上的

突变，为保证速度连续性，传统的数控加工会在拐角

处减速到 0 然后再进行加速，但如此频繁的加减速易

出现速度和加速度的波动，影响加工效率和加工质

量．对此，对每个微小线段进行柔性加减速规划并利

用拐角过渡算法能够有效解决这一问题． 

常见的柔性加减速包括 S 型加减速和三角函数

加减速算法．李明等[1]提出了基于三角函数加减速的

多项式加减速控制算法，通过拟合三角函数，在保证

加工柔性的同时，降低了计算的复杂程度．王太勇 

等[2]提出了一种基于曲率特性与 7 段式 S 型加减速

的阿基米德螺线速度规划．S 型加减速能够充分利用

各轴的最大加加速度，加工效率高，但是加加速度会

发生突变，易引起柔性冲击与振动并使跟随误差增 

大[3]．李志杰等[4]提出了 7 段式的正弦函数加减速控

制算法，实现了加加速度连续．潘海鸿等[5]又提出了

能够实现加加加速度连续的三角函数加减速控制算

法，进一步提高了数控加工的柔性．Huang 等[6]将三

角函数加减速参数进行优化，对加加速度系数进行调

整，增大加速时间，提高加工效率．上述提出的三角

函数加减速控制方法虽然能保证加加速度连续，但加

加速度最大值只能出现在峰值点，缺少恒定的加加速

度阶段，不能充分利用各轴的运动性能，限制了机床

的加工效率． 

拐角过渡算法可以分为两步法和一步法，其中两

步法要先构造样条曲线，实现加工路径的光顺后进行

速度规划，但样条曲线计算复杂且无法精确计算长

度，导致加工过程中易产生速度波动，影响加工精

度．而一步法是在拐角处对速度规划算法进行调整，

将相邻线段速度、加速度平滑衔接，避免了样条曲线

的构造．Li 等[7]提出了基于深度学习的拐角平滑方

法，通过对神经网络进行训练，直接进行速度规划和

轨迹光顺．Tajima 等[8]提出的基于加加速度受限的拐

角平滑方法直接对拐角处的各轴速度曲线进行计算

优化，实现在拐角误差约束下的速度连续的拐角过渡. 

Wang 等[9]提出了一种加加速度限制的非对称的拐角

平滑方法，通过几何误差和机床运动性能得到接近时

间最优的过渡参数，实现一步过渡．Zhang 等 [10-11]  

提出基于五轴加工的前后相邻段速度混合的拐角过

渡方法．上述方法大多都是生成对称的过渡曲线，缺

少对各轴运动性能的综合考虑，限制了一步过渡法的

应用． 

本文在总结以上方法优缺点的基础上，对传统的

三角函数加减速进行改进，增加匀加加速度的加减速

阶段，重新推导改进加减速方法中各参数的函数，延

长了最大加加速度持续时间，提高加减速效率和单线

段的加工效率；在此基础上利用一步法拐角过渡算

法，对过渡阶段的加工轨迹和速度重新规划，进一步

提高拐角处加工效率，并实现轮廓误差以及各轴动态

性能的有效控制． 

1 三角函数加减速控制算法 

1.1 传统的三角函数加减速控制算法 

传统三角函数加减速将加工过程分为 7 段，如图

1 所示，根据加速度状态可分为：加加速、匀加速、减

加速、匀速、加减速、匀减速和减减速．因为三角函数

无限可导，将加加速度曲线以 sinx 作为基函数，通过 

 

图 1 传统的三角函数加减速 

Fig.1 Traditional trigonometric acceleration and decel-

eration 
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积分求得连续加速度和速度曲线，实现机床加工运动

的柔性． 

但该方法的加加速度最大值只作用在峰值点上，

在需要较大的加速度进行加工时，只能依靠增大 T1

阶段时间来提高加速度，不能充分利用最大加加速度

进行加减速，导致加减速效率的不足． 

1.2 改进的三角函数加减速控制算法 

  如图 2所示，改进的三角函数加减速控制算法将

每个短线段加工过程分成 15 段，每个阶段的持续时

间为 Ti(i＝1，2，…，15)．其中：Jmax 为加工中的最大

加加速度；Amax 为最大加速度；Vmax 为最大速度．相 

 

图 2 改进三角函数加减速 

Fig.2 Improved trigonometric acceleration and deceleration 

较于传统的三角函数加减速，新增加的匀加加速度阶

段为 T2、T6、T10、T14. T1～T7 为加速阶段，T8 为匀速阶

段，T9～T15 为减速阶段，由于加速阶段与减速阶段对

称，这里只以加速阶段和匀速阶段为例分析． 

为保证加加加速度是用 sinx 表示的连续分段函

数，以 sin
2
x 作为加加速度的基函数，得到加加速度

的运动函数，即 
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  通过对加加速度的运动函数连续进行积分计算，

得到改进的三角函数加减速的加速度、速度和位移运

动函数如表 1 所示．其中：ai(i＝1，2，…，15)为第 i

阶段结束时的加速度；vi(i＝1，2，…，15)为第 i 阶段

结束时的速度；si(i＝1，2，…，15)为第 i 阶段结束时

的位移；τi(i＝1，2，…，15)为 t 时刻在第 i 阶段上的

时间坐标． 
 

表 1 加速度、速度和位移运动函数 

Tab.1 Motion functions of acceleration，velocity，and displacement 

t所在区间  ( )ta  ( )tv  ( )s t  

0 1
<t t t≤  

1 1

max 1

1

1
sin π

2 π

ττ
⎛ ⎞⎛ ⎞

− ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

T

T
J  

2

2 1 1

s max 1

1

1 1
1 cos π

2 2 π

ττ
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞+ − ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

T

T
v J

2

3 1 1 1

s 1 max 1 1

1

1 1
sin π

2 6 π π

ττ τ τ
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⋅ + − ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

T T

T
v J

1 2
t t t< ≤  

1 max 2
τ+ ⋅a J  

2

1 1 2 max 2

1

2
τ τ+ ⋅ + ⋅v a J  

2 3

1 1 2 1 2 max 2

1 1

2 6
τ τ τ+ ⋅ + ⋅ + ⋅s v a J  

2 3
t t t< ≤  

3 3

2 max 3

3

1
sin π

2 π

ττ
⎛ ⎞⎛ ⎞

+ + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

T

T
a J  

2 2 3 max

2

2 3 3

3

3

1

2

1
1 cos π

2 π

τ

ττ

+ ⋅ + ⋅

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

T

T

v a J

 

2

2 2 3 2 3 max

2

3 3 3 3

3 3

3

1 1

2 2

1
sin π

6 π π

τ τ

ττ τ

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

s

T T

T

v a J

 

3 4
t t t< ≤  

3
a  

3 3 4
τ+v a  

2

3 3 4 3 4

1

2
τ τ+ ⋅ + ⋅s v a  

4 5
t t t< ≤  

5 5

4 max 5

5

1
sin π

2 π

ττ
⎛ ⎞⎛ ⎞

− − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

T

T
a J  

4 4 5 max

2

2 5 5

5

5

1

2

1
1 cos π

2 π

τ

ττ

+ ⋅ − ⋅

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

T

T

v a J

 

2

4 4 5 4 5

2

3 5 5 5

max 5 5

5

1

2

1 1
sin π

2 6 π π

τ τ

ττ τ

+ ⋅ + ⋅ −

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

s

T T

T

v a

J

 

5 6
t t t< ≤  

5 max 6
τ− ⋅a J  

2

5 5 6 max 6

1

2
τ τ+ ⋅ − ⋅v a J  

2 3

5 5 6 5 6 max 6

1 1

2 6
τ τ τ+ ⋅ + ⋅ − ⋅s v a J  

6 7
t t t< ≤  

7 7

6 max 7

7

1
sin π

2 π

ττ
⎛ ⎞⎛ ⎞

− + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

T

T
a J  

6 6 7

2

2 7 7

max 7

7

1 1
1 cos π

2 2 π

τ

ττ

+ ⋅ −

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

T

T

v a

J
 

2

6 6 7 6 7

2

3 7 7 7

max 7 7

7

1

2

1 1
sin π

2 6 π π

τ τ

ττ τ

+ ⋅ + ⋅ −

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

s

T T

T

v a

J

 

7 8
t t t< ≤  0  7

v  
7 7 8

τ+ ⋅s v  

 



    

·1004·                          天津大学学报(自然科学与工程技术版)                     第 57 卷 第 10 期  

 

  

 

2 一步法拐角过渡算法 

2.1 基于相邻微线段速度矢量相加的拐角过渡原理 

图 3(a)所示为传统加工方法，通过对连续微线

段
1 2
PP 与

2 3
P P 利用改进三角函数加减速进行速度规

划，得到了对应的进给速度曲线．v1、v2 分别为线段 1

和线段 2 的速度，T1、T2 分别为线段 1 和线段 2 的加

工时间．由于拐角处仅 G0 连续，每加工完一个微线

段都会使速度降为 0 且方向发生突变． 

 

 （a）传统加工路径      （b）传统加工速度曲线 

 

 （c）一步法光顺轨迹      （d）一步法速度曲线 

图 3 基于速度矢量相加的拐角过渡原理 

Fig.3  Principle of corner transition method based on

feedrate blending 

一步法拐角过渡算法如图 3(d)所示，当机床运

动正处于线段 1 的减速阶段时，提前开始线段 2 的加

工，线段 1 和线段 2 同时进行加工过程称为过渡阶

段，过渡时间 Tb 为过渡阶段持续的时间．通过进给速

度曲线可见，线段 2 的速度曲线被前移，与线段 1 的

速度曲线重叠相加，增大了拐角处的进给速度，提高

拐角处加工效率． 

图 4 和图 5 分别示意过渡阶段的位移和速度，

Pa、Pb 分别为过渡阶段的起始点和结束点． 

因为过渡阶段中，线段 1 和线段 2 同时加工，所

以加工轨迹可以通过矢量叠加得到 

   ( ) ( )1 1 1 2 2
= + ⋅ + ⋅

t
S t S tP P λ λ  (2)

 

 

图 4 拐角过渡阶段的位移 

Fig.4 Displacement in the corner transition stage 

 

图 5 拐角过渡阶段的速度 

Fig.5 Feedrate in the corner transition stage 

式中：S1(t)、S2(t)为线段 1 和线段 2 实时位移；单位

方向矢量
1 1 2 1 2

/= PP PPλ ；
2 2 3 2 3

/= P P P Pλ ． 

同理过渡阶段的速度也可以通过矢量叠加得到 

   ( ) ( ) ( )1 1 2 2
= ⋅ + ⋅t t tv v vλ λ  (3)

 

式中 v1(t)、v2(t)为线段 1 和线段 2 的实时速度． 

2.2 基于改进三角函数加减速的轮廓误差控制 

过渡时间 Tb 是根据最大允许轮廓误差 εmax 条件

进行求解的．过渡时间 Tb 越大，则拐角处的进给速度

就越大，随之产生的轮廓误差也就越大． 

定义第 t 条微线段的最大拐角误差为 εt,max，发生

最大拐角误差的插补点为 Pmax，过渡曲线的中点为

P0.5．如图 6 所示，当线段 1 和线段 2 的速度曲线对

称，Pmax 和 P0.5 重合，最大拐角误差 εt,max＝ 2 0.5
P P . 

当线段 1 和线段 2 的速度曲线不对称，Pmax 和 P0.5 不

重合，此时最大拐角误差 εt,max＝ 2 max
<P P

2 0.5
P P . 所

以，只需控制
2 0.5

P P 小于最大允许轮廓误差 εmax，即

可保证在过渡阶段最大拐角误差满足轮廓误差限制. 

 

（a）前后线段速度对称 

 

（b）前后线段速度不对称 

图 6 过渡阶段最大拐角误差 

Fig.6 Maximum corner error in the transition stage 

过渡曲线中点 P0.5 所对应线段 1 和线段 2 的插

补 点 分 别 为 P0.5a 和 P0.5b ，线 段
1 2 0.5a

=l P P ，
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2 2 0.5b
=l P P ，利用余弦公式求解

2 0.5
P P ，即 

   2 2

2 0.5 1 2 1 2 max
2 cos(π )θ ε= + − − <l l l lP P  (4)

 

式中 l1 和 l2 分别为线段 1 和线段 2 在过渡曲线中点

处的位移，其大小可根据 Tb 的值通过表 1 中的位移

公式求解． 

为避免多段过渡曲线重叠，过渡时间 Tb 要小于

线段 1 的减速阶段时间 T1,d 以及线段 2 的加速时间

T2,c，即 Tb 的取值范围为[0，min(T1,d，T2,c)]，利用二

分法求解满足最大轮廓误差的过渡时间 Tb，设定求

解精度为 0.0001δ = ． 

3 机床各进给轴的动态性能约束 

为保证机床加工平稳，要求机床各轴的速度、加

速度和加加速度都不能超过各轴的最大限制．在先

前的改进三角函数加减速规划时，微线段的这些运动

参数都已满足限制条件，但经过拐角过渡运算，在过

渡阶段存在速度、加速度和加加速度矢量相加，可能

会造成机床运动负荷超限，所以需要对过渡阶段中的

运动参数进行约束． 

3.1 过渡阶段的速度约束 

如图 5 所示，过渡阶段的速度为线段 1 和线段 2

的速度
1
v 、

2
v 矢量相加，当速度方向相同时，过渡阶

段的速度 v 最大，即 

   
1 2

+≤v v v  (5)

因此，假设相邻线段在速度方向相同且大小不变

的情况下，若过渡阶段的速度仍小于最大速度限制，

即可证明该过渡阶段的速度满足最大速度限制. 

图 7 所示为假设相邻线段速度方向相同时的速

度曲线和加速度曲线． 

 

（a）速度 

 

（b）加速度 

图 7 过渡阶段速度和加速度曲线 

Fig.7  Feedrate and acceleration profiles in the transition

stage 

在 ts 时刻过渡阶段开始，线段 1 加速度 a1＜0，

线段 2 加速度 a2＝0，矢量相加后加速度 a＝a1＋a2＜

0，即过渡阶段初始 v 是递减的，直到 tm 时刻 a1＝  

-a2，之后 a1 和 a2 逐渐变大，有 a＞0，v 由递减变为

递增直到过渡阶段结束．所以过渡阶段速度 v 的最大

值出现在其两侧，而两侧位置仍可视为线段 1、2 单

独加工过程，因此两侧的速度是小于最大速度限制

的，所以过渡阶段速度始终满足最大速度限制． 

3.2 过渡阶段的加速度约束 

如图 8 所示，过渡阶段的加速度 a 需要分解到 x

轴和 y 轴分别进行约束，但 x 轴上的加速度分量 ax1

和 ax2 不一定同向，合成的 ax 存在相加和相减两种情

况，y 轴同理．这与加工线段向量
1 2
PP 、

2 3
P P 同 x 轴的

夹角 θ1、θ2 有关，所以需要分情况研究． 

 

图 8 过渡阶段各轴加速度示意 

Fig.8 Diagram of acceleration on each axis in the transi-

tion stage 

由于过渡阶段是线段 1 减速阶段和线段 2 加速

阶段的重叠，所以 a1 方向与
1 2
PP 相反，a2 方向与

2 3
P P

相同．可根据式(6)判断 x 轴和 y 轴上加速度分量是

否同向
1

θ ． 

   

( )( )
( )( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

π / 2 π / 2 0

π / 2 π / 2 0

0

0

θ θ

θ θ

θ θ
θ θ

⎧ − − <
⎪
⎪ − − >⎪
⎨

⋅ <⎪
⎪ ⋅ >⎪⎩

x x

x x

y y

y y

、 同向

、 反向

、 同向

、 反向

a a

a a

a a

a a

(6)

x 轴和 y 轴的加速度规律相同，这里只对 x 轴的

加速度约束进行讨论．当 a1、a2 的 x 轴分量 ax1、ax2 反

向时，有 ax＝||ax1||－||ax2||，所以 ax≤max(ax1，ax2)．由

于单段加工规划中，ax1 和 ax2 的最大值小于 x 轴最大

加速度限制，所以过渡阶段的加速度满足 x 轴的加速

度约束． 

当 ax1、ax2 同向时，相加得到的 ax 可能会超出最

大加速度限制，所以需要求解过渡阶段 ax 的最大

值．线段 1、2 的加速度函数分别为 a1(t)和 a2(t)，则

ax(t)为 

   ( ) ( ) ( )1 1 b 1 2 2
cos cosθ θ= + − +

x
t t T T ta a a  (7)

     [ ]b
0,∈t T  

其中，过渡时间 Tb 已通过轮廓误差求解，a1(t)和
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a2(t)根据表 1 中加速度公式得到． 

得到 x 轴的最大加速度 max ax(t)后，同理可得 y

轴最大加速度 max ay(t)．当 x 轴或 y 轴的最大加速

度超过对应轴的最大加速度限制 Ax,max 和 Ay,max，需

要对线段 1 和线段 2 的加速度进行修正，设定加速度

修正系数 ηa，即 

   

( ) ( )
,max ,max

maxmax
max ,η

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

yx

a

x y

tt aa

A A
 (8)

     [ ]b
0,∈t T  

同时对线段 1 和线段 2 的加速度进行修正，即 

   1 2

1 2
,

η η
= =

a a

a a

a a  (9)
 

3.3 过渡阶段的加加速度约束 

因为加速度分量进行矢量合成时存在两种情况，

所以加加速度的矢量合成也存在 2 种情况，同样这里

只对 x 轴的加加速度约束进行讨论． 

图 9 所示为线段 1 和线段 2 的加速度的 x 轴分

量反向时的加加速度曲线，根据改进三角函数加减速

的对称性，令线段 1 和线段 2 的加加速度变化阶段持

续时间分别为 T1, J 和 T2, J，线段 1 和线段 2 的加速度

匀变速阶段持续时间为 T1, a 和 T2, a． 

 

（a）未发生过渡时 

 

（b）加加速度相加情况 1 

 

（c）加加速度相加情况 2 

图 9 x 轴加速度分量反向时的加加速度曲线 

Fig.9  Jerk profile when the acceleration components on 

the x axis are in opposite directions 

若 0＜Tb＜(T1, J＋T2, J)，如图 9(b)所示，线段 1

的 13～15 阶段和线段 2 的 1～3 阶段的加加速度 x 轴

分量进行矢量相加，由于两者方向相同，加加速度可

能超限，因此，需要对过渡阶段的最大加加速度进行

校验．若(T1, J＋T2, J)＜Tb＜min(2 T1, J＋T1, a，2 T2, J＋

T2, a)，如图 9(c)所示，在过渡阶段内线段 1 和线段 2

的加加速度 x 轴分量的方向不同，所以 x 轴最大加加

速度小于线段 1 和线段 2 的 x 轴加加速度，即 jx≤

max(jx1，jx2)，此时满足加加速度约束条件，不需要求

解过渡阶段的最大加加速度． 

如图 10 所示为线段 1 和线段 2 的加速度的 x 轴

分量同向时的加加速度曲线． 

 

（a）未发生过渡时 

 

（b）加加速度相加情况 1 

 

（c）加加速度相加情况 2 

图 10 x 轴加速度分量同向时的加加速度曲线 

Fig.10 Jerk profile when the acceleration components on 

the x axis are in the same direction 

如图 10(a)所示，若(T1, J＋T1, a)＜Tb＜(2T1, J＋

T1, a)，线段 1 的 9～11 阶段和线段 2 的 1～3 阶段的

加加速度 x 轴分量同向相加，可能使 x 轴加加速度超

限；若(T2, J＋T2, a)＜Tb＜(2T2, J＋T2, a)，线段 1 的

13～15 阶段和线段 2 的 5～7 阶段的加加速度 x 轴

分量同向相加，也可能超限．另外，过渡时间 Tb 的取

值范围为[0，min(2T1, J＋T1, a，2 T2, J＋T2, a)]，所以，

当 min(T1, J ＋T1, a，T2, J ＋T2, a)＜Tb ＜min(2T1, J ＋

T1, a，2T2, J＋T2, a)时，需要对过渡阶段的最大加加速

度进行求解．如图 10(b)所示，当过渡时间处于其他

情况时，不需要求解最大加加速度． 

综上分析，当加速度 x 轴分量反向且 0＜Tb＜

(T1, J＋T2, J)或加速度 x 轴分量同向且 min(T1, J＋

T1, a，T2, J＋T2, a)＜Tb＜min(2T1, J＋T1, a，2T2, J＋T2, a)

时，需要求解过渡阶段的最大加加速度．令线段 1、2

的加加速度函数分别为 j1(t)和 j2(t)，得到在过渡阶
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段的加加速度 x 轴分量 jx(t)，即 

   ( ) ( ) ( )1 1 b 1 2 2
cos cosθ θ= + − +

x
t t T T tj j j  

     [ ]b
0,∈t T  (10)

 

式中 j1(t)和 j2(t)根据改进三角函数加减速中的式

(1)得到． 

得到 x 轴在过渡阶段的最大加加速度 max jx(t)

后，同理也能得到 y 轴的最大加加速度 max jy(t)．当

x 轴或 y 轴的最大加加速度大于对应轴的最大加加速

度限制 Jx, max 和 Jy, max，需要对线段 1 和线段 2 的加

加速度进行修正，设定加加速度修正系数 ηj，即 

   

( ) ( )
,max ,max

maxmax
max ,η

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

yx

j

x y

tt jj

J J
 (11)

 

     [ ]b
0,∈t T  

同时对线段 1 和线段 2 的加加速度进行修正，即 

   1 2

1 2
,

η η
= =

j j

j j
j j  (12)

 

4 实验验证 

本文选用的加工机床动力学性能参数为：插补周

期为 1ms，最大进给速度为 100mm/s，最大轮廓误差

为 0.1 mm，x 轴最大加速度为 1 200mm/s
2，y 轴最大

加 速 度 为 1 500mm/s
2 ，x 轴 最 大 加 加 速 度 为

40 000mm/s
3，y 轴最大加加速度为 60 000mm/s

3．为

了验证本文提 出 的 方 法 以 及 算 法 的 正确性 ，以

VisualStudio 为平台进行 C 语言编程，然后在处理器

版本为 i5 CPU@1.70 GHz×4 的联想笔记本电脑上

运行，将算法嵌入数控系统中，通过加工数据采集的

方式来进行实验对比． 

将本文方法与基于 S 型加减速的一步法拐角过

渡方法(S-curve ACC/DEC feedrate blending method，

SFBM)
[11]进行实验对比．枫叶形加工轨迹如图 11 所

示，由 134 条线段组成，加工线段长度为 0.5～

6.0 mm. 

如图 12 所示为 x 轴和 y 轴进给速度曲线．2 种

方法的速度均满足约束条件，本文方法的加工时间为

12.104 s，仅比 SFBM 法低 5.22% ．因为 SFBM 法采

用 S 型加减速，一直保持最大加加速度加工，而本文

方法弥补了一般三角函数加减速加工效率的不足，使

得加工时间与 SFBM 法大致相当． 

  图 13 为 x 轴和 y 轴的加速度曲线，SFBM 法在 x

轴和 y 轴的最大加速度分别为 1 572.1 mm/s
2 和

1 738.55 mm/s
2，各超出加速度约束 31.01%和 15.90%. 

本文方 法 在 x 轴 和 y 轴 的 最 大 加 速 度 分 别 为

1 127.2 mm/s
2 和 1 488.5 mm/s

2，均小于加速度约束． 

 

（a）加工轨迹 

 

      （b）局部 1           （c）局部 2 

 

图 11 枫叶图形加工轨迹 

Fig.11 Maple-shaped toolpath 

 

（a）x 轴 

 

（b）y 轴 

图 12 不同方法下的各轴速度 

Fig.12 Feedrate on each axis with different methods 

  图 14 为 x 轴和 y 轴的加加速度曲线．SFBM 法

在 x 轴和 y 轴的最大加加速度分别为 63 346.8 mm/s
3

和 93 172.5 mm/s
3，各超出加加速度约束 58.4% 和

55.29% ．本文方法的加加速度在 x 轴和 y 轴上的最

大值分别为 37 338.5 mm/s
3 和 58 537.8 mm/s

3，均小于

加加速度约束．SFBM 法的加速度和加加速度超出约

束是因为该方法在进行加速度和加加速度的非线性

优化时仅考虑了线段夹角为钝角的情况，未对锐角尤

其是尖角的情况进行约束． 
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（a）x 轴 

 

（b）y 轴 

图 13 不同方法下的各轴加速度 

Fig.13 Acceleration on each axis with different methods 

 

（a）x 轴 

 

（b）y 轴 

图 14 不同方法下的各轴加加速度 

Fig.14 Jerk on each axis with different methods 

图 15 是分析加工插补点得到的轮廓误差曲线，

其中本文方法、SFBM 法的最大轮廓误差分别为

0.085 4 mm、0.081 9 mm，都能对轮廓误差进行有效 

控制． 

 

图 15 不同方法下的轮廓误差曲线 

Fig.15 Contour error profiles with different methods 

图 16 为各轴的跟随误差曲线．SFBM 法的加加

速度存在阶跃使得跟随误差较大，其 x 轴和 y 轴上最

大误差分别为 0.162 4 mm 和 0.188 4 mm，本文方法

与 SFBM 法相比，在 x 轴和 y 轴的最大跟随误差分

别减小了 31.59% 和 27.03% ． 

 

（a）x 轴 

 

（b）y 轴 

 

图 16 不同方法下的各轴跟随误差 

Fig.16 Tracking errors on each axis with different methods 

图 17 所示为加工结果，选择 16 个区域进行粗糙

度测量，得到图 18 所示的测量结果．SFBM 法平均

粗糙度 为 0.339 2 μm，本文方 法 的 平均粗糙度 为

0.249 9 μm．本文方法加工的零件表面平均粗糙度较

SFBM 法提高 26.33% ，获得更好的表面加工质量． 

 

（a）SFBM 法        （b）本文方法 

图 17 加工结果及待测区域 

Fig.17 Machining results and measured areas 

 

图 18 不同方法下的加工表面粗糙度 

Fig.18 Local surface roughness with different methods 

5 结 论 

(1) 提出了改进的三角函数加减速控制算法，在

运动模型中增加匀加加速度阶段．实验证明，该算法

具有持续加减速能力，充分利用机床的最大加加速度

性能，在保证柔性加减速的基础上提高了加减速效率. 

(2) 在改进三角函数加减速方法基础上进一步
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提出一步法拐角过渡算法，使相邻微线段的速度在过

渡阶段内矢量相加，在速度规划阶段直接完成轨迹光

顺．同时，通过控制过渡曲线的中点拐角误差实现几

何误差约束，根据速度合成方向以及过渡时间进行各

进给轴的动态性能约束，实现了各轴加速度、加加速

度平滑的控制，提高伺服系统跟随精度． 
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