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面向曲率及边界距离约束的弯曲管道内路径规划 

代 煜，赵 煜，尹晶晶，李 睿，张建勋 

(南开大学机器人与信息自动化研究所，天津 300350) 

摘 要：弯曲管道结构是工业探测或医用诊察中常见的一种场景，传统机器人的路径规划大多基于管道中心线的提

取，而忽略了在狭窄空间中作业的真实参数约束，易使得作业工具末端受到弯折或挤压，影响作业效率，增加作业

风险．针对以上问题，提出了一种面向真实曲率和边界距离参数约束的路径规划方法，在可视化的三维模型中生成

管道的中心稠密点集，针对该点集提出两步走的空间特征点识别策略. 在选定作业路径的初始点、终止点后，依据

邻近点间的曲率均值、极值及差分关系识别曲率极值点、分段点，通过对粗扫描特征点的遍历进一步识别出拐点和

宽域节点以及过密点．将识别出的特征点作为型值点，反算得到 NURBS 曲线及对应插值点的曲率值，通过模型切片

搜索得到曲线插值点的边界距离不合格点集．将极值点添加至特征点集中，再通过搜索得到的曲率不合格点集，将

极值点进行拟合圆调整至后更新特征点集、在完成自适应轮次的特征点迭代后，检测并标记为空或连续不变的全区

间参数不合格点区间集. 实验结果证明：弯曲圆柱仿真模型和 CT 重建肾腔模型的规划路径经由迭代分别满足曲率

10 mm
-1

、8 mm
-1

的约束．同时最短距离的全区间检测及标记结果也表明本文方法可以在满足曲率要求的前提下尽可

能不碰撞管道内壁，验证了本文方法的有效性和可行性. 

关键词：路径规划；弯曲管道；NURBS 曲线插值；特征点识别；曲率约束；边界距离约束 
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Path Planning for Curved Pipeline Interior with Curvature and  

Boundary Distance Constraints 

Dai Yu，Zhao Yu，Yin Jingjing，Li Rui，Zhang Jianxun 

(Institute of Robotics & Automatic Information System，Nankai University，Tianjin 300350，China) 

Abstract：Curved pipeline structure is common in industrial detection and medical diagnosis. Traditional robot path

planning is mostly based on the extraction of pipeline centerline while ignoring the real parameter constraints in a nar-

row space. This can easily bend or squeeze the end of the tool，thereby affecting the operational efficiency and in-

creasing its operational risk. To solve the problems mentioned above，in this study，a path planning method based on 

real curvature and boundary distance parameter constraints was proposed. First，a dense center point set of the pipe-

line was generated in the visual three-dimensional model，and a two-step space feature point identification strategy 

was proposed for the point set. Additionally，curvature extreme and subsection points were identified according to the 

curvature mean value，extreme value，and difference relation between adjacent points. Then，inflection points，

wide domain nodes，and over-dense points were further identified by traversing the coarse scanning feature points.

The identified feature points were used as the model value points，the curvature values of the NURBS curve and the 

corresponding interpolation points were obtained via inverse calculation，and a boundary distance unqualified point 

set of the curve interpolation points was obtained through model slice search. Moreover，the extreme points were 

added to the feature point set. Then，the extreme points were adjusted to a fitting circle through the curvature unquali-

fied point set obtained through searching，and the feature point set was updated. After the completion of the feature 
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point iterations of the adaptive rounds，the interval set of unqualified points of the full interval parameters was de-

tected and marked as empty or continuous invariant. The experimental results showed that the path planning of the 

curved cylinder simulation and the CT reconstruction venal lumen models meet the curvature constraint of 10 mm
-1

and 8 mm
-1

 through iterations. Furthermore，the shortest distance detection and labeling results demonstrated that the 

method can avoid colliding with the inner wall of the pipeline as far as possible on the premise of meeting the curva-

ture requirement，which verifies the effectiveness and feasibility of the method. 

Keywords：path planning；curved pipe；NURBS curve interpolation；feature points recognition；curvature con-

straint；boundary distance constraint 
 

随着机器人技术在多领域内的蓬勃发展[1-2]，在

指定的寻路空间中进行路径规划成为面向该技术的

重要问题．而在路径规划的场景中常常会出现弯曲

管道结构，在工业领域中，针对工艺管道进行内壁的

化学腐蚀或裂缝检查，或者对锅炉供水管道或设备通

风管道进行缺陷或锈斑探测时需要机器人深入弯曲

狭窄结构的内部，如 Liu 等[3]研发的基于连续体结构

的深腔机械臂可以在受限空间内执行勘探和检查任

务．在医疗领域中，心脑血管等疾病需要导管或导丝

由动脉刺入血管后被引导进入病灶诊疗，如 Gavin 

等[4]成功应用 CorPath GRX 介入治疗机器人辅助技

术系统治疗 1 例复杂型冠状动脉病变，北京天坛医

院、北京理工大学团队研制出的腔内手术机器人系统

完成 1 例人体左侧颈总动脉手术[5]．此外，泌尿道疾

病多需要经由输尿管进入肾盂肾盏的多分支自然腔

道内部进行微创诊疗，如 Mihir 等[6]将 Hansen Medi-

cal 公司的 Sensei-Magellan 心血管机器人柔性导管系

统加以改进，应用至泌尿外科手术并治疗 18 例肾结

石患者．国内的天津大学、中国人民解放军总医院、

民航总医院团队[7]使用研制的输尿管软镜手术机器

人完成了动物实验． 

在这类场景下进行路径规划的一大难点是满足

连续体机器人或介入导管结构的最大曲率约束及最

小边界距离约束条件，这也是对弯曲管道关键部位探

查成功与否的关键．如当输尿管或肾盏颈狭窄及扭

曲过大时，规划路径如不满足曲率约束则易使机构弯

折受损；当肾盂肾下盏夹角(infundibulopelvic angle，

IPA)
[8]过小时，路径如不满足边界距离的条件，则很

难顺利通过狭窄管道区域，这将对肾盏处肾结石的净

石率影响较大，故针对曲率及边界距离参数优化出一

条较佳的入路路径，有利于更好地引导机器人进入复

杂弯曲管道内部． 

目前的全局或局部路径规划方法主要基于非结

构环境求解具有避障属性的最优路径[9]，如基于改进

人工势能场的常规规划法[10]、基于模糊控制或遗传

算法的智能规划法[11]和基于随机路线图(probabilistic 

road map，PRM)或快速扩展随机树(rapidly-exploring 

random tree，RRT)改进的随机抽样规划法 [12]，如

Marlene 等[13]提出自适应 Hermite 分形树(adaptive 

Hermite fractal tree，AHFT)多路径识别算法，面向弯

管内部路径规划的较少，而在医学领域中，类管道路

径规划的研究主要集中在中心路径提取技术，传统方

法有拓扑细化法、势能场法和距离变换法，大多存在

需要人工介入、精度不高、鲁棒性差的问题．近年来，

Matthias 等[14]使用多元霍夫树及斜随机森林方法对

复杂拓扑血管匹配分段中心线，但分段训练计算复杂

度较高，且忽略真实弯曲管道的曲率和边界距离参

数．Huang 等[15]使用基于稳态液体等压面的血管中线

提取及狭窄检测算法，但计算得到的流体狭窄率无法

换算为定量的边界距离参数．Yang 等[16]针对肾内腔

体结构，提出了改进边界距离场的中心线规划及曲率

约束方法，但基于体素的方法易使路径蜿蜒曲折、规

划鲁棒性差．邱建鹏[17]提出了一种基于双向最小路

径传播的心脏 CTA 冠状树提取算法，基于“对称凸

性”能量提取血管中线．刘义[18]提出了识别血管分叉

和末端 (bifurcation and end aware tracker ，BEA-

Tracker)的深度学习模型，但模型训练的时间效率低. 

本文基于非均匀有理 B 样条曲线(non-uniform 

rational B-splines，NURBS)[19-20]相关理论，提出了一

种面向最大曲率及最短边界距离约束进行中心线路

径规划的方法：在选定初始终止点的基础上，通过最

小化路径点最大内切球的半径积分，规划出初始中心

线点集，存储离散边界距离及曲率值，并对其进行粗

扫描、重扫描，识别出空间中能够表征曲线阶段形状

特性或曲率参数特性的特征点集．再基于曲率及边

界距离约束条件，通过对特征点集的添加或更新，针

对 NURBS 插值平滑后的曲线进行自适应的调整，最

终扫描全区间曲线标记参数不合格位置，完成路径优

化过程． 

1 中心路径点集的特征点识别 

如图 1 所示，在类管道场景的肾结石进行手术

时，需要经由输尿管至肾盂至肾盏，介入导管结构的
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参数约束会直接影响腔道内行进的效率． 

 

图 1 肾脏结构 

Fig.1 Renal structure 

为使机器人在移动过程中拥有更大的空间灵活

度，在已知模型的初始点、终止点确定的情况下，应

尽可能地使规划路径远离弯曲管道内壁，故首先提取

模型的中心路径点集：以模型三角剖分计算得到的维

诺图[21]为基础，使用快速行进法求解维诺图上的程

函方程，最小化可能路径最大内切球的半径积分，路

径搜索的代价函数为 

   
centerline energy( ) ( ( ( )) )d

Ω

ω= +∫E E s sD D  (1)

 

式中： ( )sD 为维诺图Ω 中累积能量
centerline

E 最小的曲

线，其初始点和终止点分别为
start
P 、

end
P ；

energy
E 为曲

线能量；ω 为规范项．规划出定步长的空间稠密路径

点集，包含离散点坐标和管道半径信息，方便下一步

的曲线平滑． 

  NURBS 曲线的生成方式有插值和拟合两种，相

比于全局插值算法，拟合方法无需通过稠密序列中的

所有点，能够较好地保证曲线的光顺型，适用于容许

微小偏移的管腔中心线计算．但由于上述中心线提

取得到的数据点较为密集，不适合直接参与曲线拟

合，而通过关联路径规划的参数中能够较好反映运动

约束的曲率、边界距离信息，从而识别得到前瞻特征

点作为待插值的曲线型值点，更有利于 NURBS 曲线

合理表达曲线特征． 

1.1 中心离散点曲率计算 

由于中心线路径规划的过程中，管道半径参数已

经随之求得，即作为初始边界距离参数保存．采用圆

弧估算法[22]对离散点的曲率进行估算，通过遍历计

算得到当前数据点集 P 中的一点
i

P 及其前后两点

1i
P

-

、
1+i

P 拟合的圆弧曲率
i
c ，求解公式为 

   1 1

1 1 1 1

21

ρ
×

= =
⋅ ⋅

+

i

i + +

c
i i i i

i i i i i i

P P P P

P P P P P P

-

- -

 (2)

 

1.2 特征点粗扫描 

考虑到本文针对弯曲管道内部作业的应用场景，

在固定邻域区间内，曲率参数的波动情况可以较好地

表达空间曲线特征． 

1.2.1 曲率极值点扫描 

稠密点集中的节点
i

P 与其临近点有 

   { }max += −
i i j

j
c c J j J≤ ≤  (3)

 

   
1i

c T c>  (4)
 

   
1

J

i j

j J

c c
J

+
=−

= ∑  (5)

 

式中：J 为节点邻域大小；
1
T 为常值系数；c 为本段节

点的平均曲率值．由于路径行进时难以通过局部方

向变化剧烈的极值点，所以此筛选在最大程度上保证

了曲线走向的表达． 

1.2.2 曲率分段点扫描 

考虑到曲率不连续点在曲线中表现为弯折开始

或结束处，若节点
i

P 与其临近点有 

   1,2, ,− > = �

i j i
c c j J  (6)

 

则将该点设置为待验证点，但仍需补充以下条件保证

点的临近点中的一侧曲率远大于另一侧，即 

   2

3

− +

+

⎧Δ > Δ⎪
⎨

Δ <⎪⎩

i i

i

c T c

c T c

 (7)

 

其中 

   

( )
{ }
{ }

1

1

1

1 1

1

min 1

max

+
+ + +

=

−
− +

+
+ + +

⎧Δ = −⎪
⎪⎪
⎨Δ = −
⎪
⎪Δ = −⎪⎩

∑
J

i i j i j

j

i i j i
j

i i j i
j

c c c
J

c c c j J

c c c

≤ ≤  (8)

 

式中：
2

T 和
3
T 为常值系数； +Δ

i
c 和 −Δ

i
c 分别为曲率向

前和向后差分的极值； +Δ
i
c 为向前差分之和． 

同样，若节点
i

P 与其临近点有 

   1,2, ,+ > = �

i j i
c c j J  (9)

 

则将该点设置为待验证点，并补充以下条件 

   2

3

+ −

−

⎧Δ > Δ⎪
⎨

Δ <⎪⎩

i i

i

c T c

c T c

 (10)

其中 

   

( )
{ }
{ }

1

1

1

1 1

1

1min

max

−
− − +

=

+
+ −

−
− − −

⎧Δ = −⎪
⎪⎪
⎨Δ = −
⎪
⎪Δ = −⎪⎩

∑
J

i i j i j

j

i i j i
j

i i j i
j

c c c
J

j Jc c c

c c c

≤ ≤  (11)
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式中 −Δ
i
c 为向后差分之和． 

1.3 特征点重扫描 

粗扫描确定出的特征点集已经能较好地反映曲

线的整体形状，但为适应管道场景中心线点集局部表

征不够或疏密分布不均的情况，仍需进行进一步扫描

更新特征点．在此之前，将初始点以及终止点加入特

征点集，以限定操作范围． 

1.3.1 曲率拐点扫描 

作为曲率凹凸形态变化的特征量，空间曲率拐点

难以通过规定曲线的顺逆方向确定，而通过点列推理

可知，如若曲率分段点未在极值点两侧分布时，则可

能是由于相邻分段点间或相邻极值点间曲线段曲线

微弯折导致的． 

设粗扫描得到的特征点集为 Q，其中
k

Q 和
1k+Q

前后两点均为曲率极值点或曲率分段点．则搜索该

两点在原稠密点集 P 中的区间 [ , ]
K K+I

P P ，若存在
i
P

满足 

   { }max= +
i j

j
c c K j K I≤ ≤  (12)

 

   
4

1,2, ,Δ > = �

i
c T c j J  (13)

   { } { }{ }min max ,max+ −−Δ = −
i j ii i j i

j j
c cc c c  

     1 j J≤ ≤  (14)

则将该点设置为曲率拐点，添加至区间
1

[ , ]
k k+Q Q ，其

中
4

T 为常值系数． 

1.3.2 宽域节点扫描 

针对曲率进行的点集扫描可以初步绘制出中心

线的形状，但受限于 J 的大小，在曲率局部同向变化

剧烈或微弯曲距离较长的情况下，还需添加能够反映

宽域内的中心线节点，以避免在后续的自适应插值调

整过程中出现过分偏离管道中心的情况． 

首先，将原稠密点集初始点、终止点插入特征点

集合，使曲线首尾可询．若特征点
k

Q 及其前后邻点

1k−Q 、
1k+Q 均为曲率极值点或非极值点，并且在原点

集中的区间
1 2

[ , ]
K I K+I

P P
-

大于最小阈值
5
T ，则需要添加

的宽域节点个数有 

   1 2 5

6

I I T
X

T

⎢ ⎥+ −= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (15)

式中：
6
T 为插入节点距离阈值，结果向下取整．第 x

个 宽 域 节 点 是 对 应 原 点
1 2 5

1
( 1)

[ ,+ −⎡ ⎤+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

I I T
K I x

X

P
-

 

1 2 5

1

]+ −⎡ ⎤+⎢ ⎥
⎢ ⎥

I I T
K I x

X

P
-

区 间 的 曲 率 最 大值点 ，添加 至 区 间

1
[ , ]

k k−Q Q 或
1

[ , ]
k k+Q Q ． 

1.3.3 过密点剔除 

以上特征点确定大部分依赖于曲率参数的计算，

而宽域节点插入和过密点的剔除一定程度上使特征

节点分布更加均匀化．若特征点
k

Q 及其前后邻点满

足有一对连续点均为曲率极值点，且 [ ]1 1
,

k k− +Q Q 在原

点集中的区间
1 2

[ , ]
K I K+I

P P
-

小于最小阈值
7
T ，则剔除当

前
k

Q 点． 

2 基于参数迭代的非均匀 B样条路径优化 

针对管道中心线复杂多变的特点，选用灵活性

好、几何解释明显的 NURBS 曲线，将已知点集中识

别出的空间特征点作为型值点反算曲线控制点的条

件 ，进 行非均匀 B 样条插值计算．当 一 条 p 次

NURBS 曲线的权因子值
i

ω 取为 1 时，退化得到的非

均匀 B样条曲线[19]为 

   
,

0

( ) ( )
=

=∑
n

k i p k

i

N
i

F u u C  (16)
 

该曲线表示具有 2− +n p 个型值点
k

Q ( , , 1= +�k p n ，

计算节点矢量时将特征点依次错位 p个序号重构)的

p次曲线将由 1n + 个控制点
i

C 及 2n p+ + 个节点矢

量 ( 0,1, , 1)= + +�

k
k n pu 确定 ．其中 基函数

,

( )i p kN u  

( 0,1, , )= �i n 由 de Boor-Cox递推求解，即 

  1

,0

1

, , 1 1, 1

1 1

1
( )

0

( ) ( ) ( )

0
0

0

+

+ +
− + −

+ + + +

⎧ ⎧
= ⎨⎪
⎩⎪

⎪⎪ −−
⎨ = +

− −⎪
⎪
⎪ =
⎪⎩

i i

i

i pi

i p i p i p

i p i i p i

N

N N N

≤ ≤

其他

定义

u u u

u

u uu u

u u u

u u u u

 

 (17)
 

2.1 非均匀 B样条曲线反算 

为了表示已知特征点集的分布情况，使用归一化

的积累弦长参数法[23]计算节点矢量，即 

   
0 1

1

1

1

0

1 2 1

0

1, ,

1

−
−

−
=

+ + + +

= = = =⎧
⎪

−⎪ = + = +⎪
⎨ −⎪
⎪

= = = =⎪⎩

∑

�

�

�

p

k k

k k n

k k

k

n n n p

k p n

u u u

Q Q
u u

Q Q

u u u

(18)

 

由节点矢量确定两端边界切矢条件，即 

1 10

1

1

( )
1 1 0 0 0

0 0 0 1 1
( )

+

+
+

−⎡ ⎤⎡ ⎤ ′⎢ ⎥⎢ ⎥−⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ′⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�

��

p

p

p n n

n

n

p

p

u uC
F u

C

u u
F u

C

(19)

 

式中三点估计导数 ( )′
p

F u 和
1

( )+′
n

F u 由 Bessel tangent

算法[24]计算得到． 

由 ( )( , , 1)= +�

k k
k p nQ = F u 和式(17)可得 
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0, 1, , 0

0, 1 1, 1 , 1 1 1

0, 1 1, 1 , 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ + + +

+ + + +

⋅ ⋅ ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

� � � � � �

p p p p n p p p

p p p p n p p p

p n p n n p n n n

N N N

N N N

N N N

u u u C Q

u u u C Q

u u u C Q

 

 (20)
 

此时可得到 1n − 个样条曲线方程，将式(19)和式

(20)联立，将方程由欠定补充至正定，求解得到 1n +
个控制点

i
C ． 

2.2 样条曲线的曲率反算 

基函数的导数公式[19]为 

  
, , 1 1, 1

1 1

( ) ( ) ( )− + −
+ + + +

′ = +
− −i p i p i p

i p i i p i

p p
N N Nu u u

u u u u

 

 (21)
 

代入样条曲线导数的矩阵形式表达，即 

  [ ]

0 0

1 01 1

0 1 1

1

1

0

( )

0

+

−

+

⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥′ ⎢ ⎥= ⋅⋅⋅ + =
⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

��
n

n nn n

n n

a

aa

N N N

aa

a

C

CC

F u
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C

 

     [ ]
1 1 0

0

1

( )

( )

n

n n n

a

N N

a −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

�

C C

C C

 (22)

 

式中：
, 1

( )−i p
N u 简写为

i
N ；

+

=
−i

i p i

p
a

u u

．选用连续性

2
C 的 3p = 三阶曲线，结合式(22)可以看出，p阶曲

线的导矢仍为 1p − 阶样条曲线，控制点随之减少 1

个，而重构一阶导矢的节点矢量，即 

   
0 1 1

1

1

1

0

1 1

0

, , 1

1

−

−
−

−
=

− + −

= = = =⎧
⎪

−⎪ = + = −⎪
⎨ −⎪
⎪

= = = =⎪⎩

∑

�

�

�

p

k k

k k n

k k

k

n n n p

k p n

u u u

Q Q
u u

Q Q

u u u

(23)

 

类比式(19)、式(20)列得方程组进行求解，分别

得到一阶导矢曲线 ( )′F u 和二阶导矢曲线 ( )′′F u ，在

待计算点处代入式(24)计算曲率即可. 

   
3

( ) ( )
( )

( )

′ ′′×
=

′
c

F u F u
u

F u

 (24)

 

2.3 面向参数的曲线自适应调整 

管道内行进时主要涉及的约束参数为曲率及边

界距离值，故针对真实探测场景进行曲线的参数自适

应调整，使其在贴近中心线且不触碰管壁的前提下，

满足曲率约束要求． 

2.3.1 基于最短距离验证的曲线迭代调整 

由模型规划得到的中心线路径包含定步长点集

的边界距离信息，标记不满足条件的曲线端点为不合

格点．在经过曲线插值平滑后，曲线位置有所偏移，

故针对当前插值点进行边界距离预验证，将不合格点

集中的极值点添加进特征点，等待下一轮曲线迭代优

化，切片扫描预验证的示意如图 2所示． 

 

图 2 切片示意 

Fig.2 Schematic of slicing 

为使小步长采样曲线时边界距离值的计算时耗

较短，在 ( )F u 中的节点矢量较小的情况下，以当前采

样点 ( )
i

F u 分别与前后采样点 ( )σ−
i

F u u 、 ( )σ+
i

F u u

连线的垂直面作为模型切片，构建σ 对数量的对称

切片距离集，计算其与模型交点集合中的对称均值的

最小值 ( )
i

r u 为近似边界距离值．当存在超过设定阈

值个数的连续不合格点区间时，收缩该区间求解边界

距离最值点，通过逐步扫描到对应的原始点集 P 中

具有最小投影距离的点
i

P 加入特征点集 Q，等待下

一轮迭代．算法伪代码如下． 

  算法 1 最短距离扫描 

  输入：定义边界距离不合格点的连续区间集
init

←U U ，相

切片数量
init

σ σ←  

  输出：已知
i

u 为在定步长 u 下曲线插值点对应的节点矢

量，
th
r 为最小边界距离阈值，

th
U 为连续区间长度阈值 

  flag 0← ，count 1← −  

  for 0 to 1 do=
i

u  

  for 1 to  doσ σ=
i

 

   ( ) ( ) ( )( ), MinCutter ,σ σ− ← −
i i i i i i

r u u u F u F u  

   ( ) ( ) ( )( ), MinCutter ,σ σ+ ← +
i i i i i i

r u u u F u F u  

   ( ) ( ) ( )( ), Average , , ,σ σ σ← − +
i i i i i i i i

r r ru u u u u u u  

  end for  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )Min ,1 , , , , , ,σ σ← � �

i i i i i
r r r ru u u u  

  ( ) th
thenif  <

i
r ru  

   if  flag 0 then==  
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   { }, flag← ←∪
i i

U U u u  

   else if  flag  then== −
i

u u  

   flag ←
i

u ； 

   else  

   { }{flag}, ,flag← ← ←∪ ∪
i i

U U U U u u  

   end if  

  end if  

  end for  

  [ ]1while ,  do+ ∈
r r

Uu u  

  ( )1 th
if  Stage ,  then+ >

r r
u u u  

  ( )( )
1

argmin
+

←
r i r

i i
r

≤ ≤u u u

u u  

  ( )( )( )argmin Dis ,
∈

←
i

i i i

PP

P F u P  

  ← ∪
i

Q P Q  

  end if  

  end while  

其中：MinCutter()函数表示计算轮廓点中的距离极

小值；Average()函数表示求解前后两个当次采样极

值的平均值；Min()函数表示计算当前插值点 ( )
i

F u

的近似边界距离值． 

2.3.2 基于曲率验证的曲线迭代调整 

在当前自适应循环阶段中，进行曲率预验证及对

应极值点的位置调整，以尽可能使下一轮迭代的曲线

贴合参数要求． 

曲率调整示意如图 3 所示，在插值曲线 ( )F u 中

的节点矢量较小的情况下，筛选出曲率不合格点的连

续区间集U ，经与迭代过程中的前几轮结果对比，只

要连续轮数内的不合格集仍有变化，则可通过二分搜

索对应出特征点集中的特征点
i

Q ，通过迭代扩增的

拟合圆调整率，求解得到新点 ′
i

Q 的位置坐标，即 

   ( )σ′ = + −
i i i

Q Q O Q  (25)

 

图 3 曲率调整示意 

Fig.3 Schematic of the curvature adjustment 

式中O 为当前轮次搜索的
i

Q 与前后特征点的拟合圆

圆心．新旧特征点之间的移动距离
q

( )σ= −
i

d O Q ．与

边界距离参数不同的是，这里的采样点并非插值曲线

上的相邻节点矢量点，而是更能反映路径弯顺变化的

相邻特征点
1−iQ 、

1+iQ ．由新的特征点 ′
i

Q 与前后特征

点构成的新拟合圆圆心为 ′O ，可以看出该圆曲率相

较之前有所增大． 

每轮曲率平滑调整的算法伪代码如下． 

  算法 2 曲率调整 

  输入：定义曲率不合格点的连续区间节点集U ，求解方

法同边界距离，由其对应构建的待调整特征节点集为W ，其

中
t

W 为曲率极值点的对应节点 

  输出：已知曲线插值的特征点集对应的节点集
Q

U ，flag

为前面连续轮次的待调整点集与当前点集一致的计数，Cnt

为待调整点集中的各点已调整次数计数，σ 为拟合圆调整率 

  [ ]1while ,  do+ ∈
r r

Uu u  

  [ ]1 1 1
if  , , , ,  then+ + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤∃ ∈ ⊂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Q Q Q Q Q

i i r r i i
Uu u u u u u  

  { }1, +← ∪
Q Q

i i
W W u u  

  else  

  ( )BinarySearch ,←Q Q

i r
Uu u  

  ( )1 1
BinarySearch ,+ +←Q Q

i r
Uu u  

  
1

 tofor  do+=Q Q Q

j i iu u u  

  { }← ∪
Q

j
W W u  

  end for  

  end if  

  end while  

  while flag 3 do≠ ∅∪W ≥  

  
t

while  do∈W W  

  ( )
t

Find←
i

WQ  

  ( )1 1
Adjust , , ,Cnt ,σ− +←

i
i i i i Q

Q Q Q Q  

  end while  

  end while  

其中：BinarySearch()函数表示对特征点节点集 Q
U 进

行二分搜索；Find()函数表示反求当前特征点中符合

曲率极值点条件的
i

Q ． 

2.3.3 全区间参数验证 

针对边界距离及曲率参数的优化调整后，不断更

新特征点集 Q，再通过控制点的反求计算，代回

NURBS 曲线插值模块，直至参数不合格点集为空，

则完成自适应参数检测及调整，如若连续多轮的点集

不为空且不再有变，则最终进行全区间验证，记录下

未能调整的参数区间，标录为操作待提示区间，完成

路径优化，算法流程如图 4 所示． 
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图 4 路径优化流程 

Fig.4 Process of path optimization 

3 数据计算结果及对比分析 

本文方法在 Linux 平台上使用 C++开发语言，结

合开源的视觉化工具库(Visualization Toolkit，VTK)

及 血 管 建 模 工 具 库 Vascular Modeling Tool-

kit(VMTK)工具库联调编译，分别使用绘制圆柱模型

和真实管腔模型验证方法的准确性及可行性．基于

VTK 视觉化工具函式库进行渲染显示的流程如下． 

步骤 1 读取原始图像数据 Source，绘制模型为

SOLIDWORKS 软件绘制 ASCⅡ码格式的 STL 文

件，肾腔模型为 DICOM 格式转化的 BMP 文件． 

步骤 2 如为肾腔模型的 CT 数据，则需经由

Filter 进行三角化筛选、过滤及面绘制重建模型． 

步骤 3 送入 Mapper 映射为图形数据． 

步骤 4 定义不同 Actor 演员对象(模型、坐标

轴、曲线点集等)执行渲染． 

步骤 5 传入 Render 渲染引擎执行可视化管线.  

步骤 6 定义渲染窗口 RenderWindow 及交互样

式 Interactor，完成图像显示和初始终止点选取． 

基于图像建模的几何分析和表面数据处理的

VMTK
[21]库，使用三角剖分面法计算维诺图，再通过

快速行进法求解程函方程数值解，进行基于最大内切

球半径的管道中心路径规划． 

本文设计的路径优化算法参数主要涵盖在特征

点识别及 NURBS 插值步骤中，如图 5 所示，其中针

对不同模型设置参数如表 1 所示．由于 3 个弯曲圆

柱模型 1 的最小弯曲半径在 8～12mm 之间，故选定

仿真模型的曲率阈值为 0.100mm
-1

，以验证不同条件

下的曲率调整效果．由于弯曲圆柱模型 2 的圆柱半

径呈 10mm 至 6mm 的递减趋势，设定该模型的边界

距离参数阈值为 6mm，便于验证边界距离优化方

法．而肾腔模型的边界距离阈值及曲率阈值选定依

赖于真实内镜末端的一般性参数：最大截面半径

1.2 mm；最小弯曲半径 8mm，以保证内镜诊察的可

行性．特征粗扫描和重扫描系数分别基于 1mm 的点

集间距和 30～150 的点集数量选定，其中 J 和
1
T 表示

适当放宽对平缓点集的极值判定，
4 3

3T T= = 同是基

于差分计算值与平均曲率值的比例计算，故保持一

致．由于仿真模型路径的整体曲率变化较小，邻域 20

点插值段的曲率极大值和极小值差值在 0.020 mm
-1

以内，故曲率调整率设定为 0.001，肾腔模型特征点

中的非曲率极值点的调整率也为 0.001，但由于曲率

极值点处原始曲率值相较其他点跳动剧烈，与极小值 

 

图 5 内镜参数与路径优化的约束关系 

Fig.5 Constraint relationship between endoscope pa-

rameters and path optimization 

表 1 参数设置 

Tab.1 Parameter settings 

模型 
边界距离

阈值/mm

曲率阈值/ 

mm
-1

 

特征粗扫 

描系数 

特征重扫

描系数

拟合圆调

整率 σ
弯曲圆柱模型 1 1.5 0.100 0.001

弯曲圆柱模型 2 6.0 0.100 0.001

肾腔模型 1.2 0.125 

5J = ， 

1
1.9T = ， 

2
5T = ， 

3
3T =  

4
3T = ， 

5
20T = ， 

6
10T = ， 

7
7T =

0.001/

0.003
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的差值可达到 0.040mm
-1

，故设置略大的调整率为

0.003． 

3.1 仿真模型结果 

  本文设计的模型由 4 段 1/4 弯曲圆柱连接而成，

弯曲半径由上至下依次为 12mm、15mm、18mm、

20mm，圆柱半径为 3mm，故得到 3 个方向坐标系阈

值分别为[0，71]mm、[0，65]mm、[0，6]mm，识别出的

特征点以及迭代前后的路径如图 6 所示，图 7 为该曲

线的迭代前后的曲率、距中心路径距离、迭代前后的

距离，以验证本文提出的数据点插值方法． 

 

图 6 迭代优化前后的模型路径 

Fig.6 Iterative optimization of the path 

图 6 中的黄色圆点即为识别出的特征点，红、绿

色圆点为选定的初始、终止点，其整体分布较为均

匀，同时在局部处较好地反映的曲线特征．虚线为空

间中心离散点序列，红色实线为特征点自适应迭代插

值得到的中心线路径．图 7 中迭代插值的边界距离

由第 2.3.1 节所述的半径切片方法求解得出，在保证

曲率调整至满足要求的前提下，曲线一直处在不碰撞

边界的范围内．并且，由图 6 及图 7 可以看出，经由

曲率极值特征点的迭代调整，曲线方向虽略有波动，

但整体朝着期望的曲率减小的方向移动，小于 10mm

的不合格曲线段全部调整至满足参数要求．图 7 中

展示的插值曲线与扫描路径的距离，是由豪斯多夫公

式[24]求解而得：首先识别扫描路径点对应的最近插

值特征点区间，再缩小迭代范围得到区间内点的距离 

最近值，由图 6 路径也可看出，虚、实两条曲线较为

贴近，满足应用需求． 

 

（a）边界距离 

 

（b）曲率 

 

（c）距扫描路径距离 

图 7 模型路径优化结果 

Fig.7 Optimization results of the path 

表 2 分别针对 4 个模型验证了方法对真实曲率

及边界距离参数的优化性能．其中，图 6 变体 1 与图

6 变体 2 的模型也由 4 段 1/4 弯曲圆柱连接而成，其

同用表 1 模型 1 的参数设置，变体 1 弯曲半径由上至

下依次为为 10mm、13mm、16mm、19mm，圆柱半

径为 3mm，其路径经由迭代优化均满足阈值要求，

边界距离极小值大于 1.5 mm 且曲率极大值约为

0.100mm
-1

，部分调整参数如表 2 所示．变体 2 弯曲

半径为 8mm、12mm、16mm、20 mm，圆柱半径为

3mm．结合表 2 可以看出，当迭代 7 次时，路径的边

界距离极小值恰符合阈值要求，但曲率极大值未能调

整至参数要求，存在标记的曲率不合格段；当迭代

107 次时，曲线虽距扫描路径略远，但曲率满足了阈

值要求，规划后出现标记的边界距离局部极小段． 

表 2 仿真模型实验结果 

Tab.2 Experimental results of the simulation models 

路径 

中心线离

散点个数 

特征点 

个数 

曲线优化 

时间/s 

迭代调 

整次数 

边界距离极小值、 

平均值/mm 

曲率极大值、 

平均值/mm
-1

 

距扫描路径 

平均距离/mm 

图 6 路径 127 12 2.110 36 2.412、2.768 0.100、0.048 0.240 

图 6 变体 1 路径 127 11 2.185 51 1.815、2.506 0.100、0.051 0.485 

2.043 7 1.718、2.712 0.197、0.062 0.348 
图 6 变体 2 路径 122 12 

2.381 107 0.861、2.583 0.099、0.053 0.486 

图 8 路径 88 13 1.772 0 2.795、8.342 0.031、0.021 0.218 
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图 8 模型使用表 1 的弯曲圆柱模型 2 的参数，其

中间圆柱半径 10mm、长度 40mm，弯曲 60°，两端圆

锥底面半径 10mm、高度 20mm，初次规划路径即满 

 
图 8 迭代优化前后的不同模型路径 

Fig.8 Iterative optimization of different model paths 

足曲率参数要求，随着圆锥底端至尖端的边界距离值

随着半径递减而逐渐缩小，行至不满足 6mm 狭窄区

域的部分如图中绿色线段所示． 

3.2 肾腔模型结果 

  真实肾腔模型则基于北京民航总医院的钬激光

碎石术前诊察的 CT 断层扫描影像，为了有利于机器

人在肾内集合系统的多分支管道空腔结构中移动，基

于造影剂充盈空腔的排泄期时相图像进行模型的可

视化．尽管管道空腔在排泄期图像上的灰度呈连续

分布，使用阈值法对管腔的分割仍会出现骨骼或细小

物质的干扰量，故基于区域生长算法[25]对 CT 图像进

行分割，通过选取的种子点向闭合连通邻域不断扩

增，得到灰度值差异化的图像．然后基于实时交互性

更好的面绘制算法[26]，选用较为常用的移动立方算

法，通过体素级的三角面片进行等值面的逼近及拼

接，对管腔表面结构进行三维重建，再经由网格平滑

及漏洞修补，使其更接近真实的泌尿系统模型．部分

模型可视化展示及路径规划如图 9 所示． 

 
      （a）模型 1 路径 1                   （b）模型 2 路径                        （c）模型 3 路径 

 
   （d）模型 1 路径 2 优化前路径       （e）模型 1 路径 2 优化 20 次路径        （f）模型 1 路径 2 优化后路径 

 

图 9 迭代优化前后的不同真实肾腔路径 

Fig.9 Iterative optimization of different real renal lumen paths 
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  基于肾结石患者的 CT 图像进行三维重建，得到

其肾内管道空腔模型，呈现出的多分支管道结构符合

肾内集合系统的结构特点，通过针对每个模型选取路

径的初始点(红色点)、终止点(绿色点)计算得到稠密

离散中心点集(黑色虚线)，随之通过识别的特征点

(黄色圆点)迭代调整得到插值曲线(红色实线)．除

此之外，在图 9(d)、(e)、(f)中展示了模型 1 路径 2

的数次迭代过程，图中的黑色路径分别为初始离散路

径、优化前路径、迭代 20 次路径，红色路径分别为 

优化前路径、迭代 20 次路径和迭代 46 次的优化后 

路径． 

图 10 为图 9(d)中的模型路径边界距离、曲率和

距中心路径距离的参数变化．不同于绘制模型的是，

由于没有扫描路径真值，计算插值路径与原始中心线

路径的距离作为结果参考．可以看出，基于黄色特征

点迭代插值得到的红色曲线，能够在不偏离黑色虚线

所示的中心离散点的基础上，将曲率极大的曲段调整

至满足参数要求，且边界距离变化较小，能够在无碰

撞情况下顺利通过狭窄结构． 

表 3 分别为不同肾腔模型中的迭代路径结果. 

其中，图 9(a)路径及图 9(d)路径分别指同一模型中

经由输尿管行至上肾盏和下肾盏的规划路径，二者相

比图 9(b)和(c)的中心离散点和特征点个数较多，且

迭代调整轮次长，故优化时间略增．4 条模型路径的 

曲率极值均调整至 0.125mm
-1

及以下，均值维持在

0.100mm
-1

以下，而边界距离参数不合格区间段为输

尿管的窄入口处标记出的多轮连续不合格区间的绿

色曲线段，其余路径段均满足多参数要求． 

 

（a）边界距离 

 

（b）曲率 

 

（c）距中心路径距离 

图 10 真实肾腔路径优化结果 

Fig.10 Optimization results of real renal lumen path 

表 3 肾腔模型仿真结果 

Tab.3 Simulation results of renal lumen models 

路径 
中心线离 

散点个数 

特征点 

个数 

曲线优化 

时间/s 

迭代调

整次数

边界半径极小值、

平均值/mm 

曲率极大值、 

平均值/mm
-1

 

距中心路径点 

平均距离/mm 

图 9(a)路径 83 13 1.979 27 0.910、3.602 0.119、0.055 0.184 

图 9(b)路径 59 8 1.307 8 0.605、2.587 0.123、0.068 0.439 

图 9(c)路径 47 6 1.281 13 1.528、2.420 0.125、0.081 0.367 

图 9(d)路径 86 11 1.984 44 1.160、3.324 0.116、0.057 0.419 

 

3.3 对比方法讨论 

综合仿真结果来看，所提方法使得路径在调整至

满足最大曲率、最短边界距离约束的前提下，在一定

精度范围内尽可能地贴合中心线，其中，绘制模型的

规划路径距扫描路径点、肾腔模型的规划路径距中心

路径点的距离值均保持在 0.500 mm 以下．考虑到面

向连续体机器人或介入导管的实际应用，方法设置的

路径曲率阈值即是机器人的最大弯曲半径，边界距离

阈值即是机器人截面半径，通过曲率平滑和距离检

测，较好地规划了在狭窄多弯管道内行进而不发生碰

撞的目标路径，整体上是概率完备和渐进最优的．同

时，本文分别基于式(2)和式(24)对模型曲线的插值

点进行曲率计算，在取相同的邻域步长时，两种方法

计算得到曲率差值的绝对值小于 0.020mm
-1

，验证了

估算方法的准确性． 

此外，为了更好地说明所提方法的优势，与不同

方法进行对比．如表 4 所示，当中线涵盖 50 个点时，

文献[15]方法的误差小于 0.1 mm 且通过碰撞检测；

文献[17]中的方法主要基于双向最小路径传播算法

进行了冠状动脉的中心线提取，包含 10 小段的平均

计算耗时 小 于 30.000 s；文献 [18]中 的 方 法 基 于

CAT08 公开数据集训练，单次冠状动脉中心线提取

的测试耗时约 40.000 s，并且以上方法均基于距离中

心线误差为基准，本文方法更能满足实际应用的参数

约束．经过复现文献[16]的距离变化法，针对本文肾

脏模型的路径规划约需 10.580 s，由于窄小肾盂和输
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尿管处规划失败，故在相较图 10(d)的模型路径始终

点距离选择更近的情况下，得到中心离散点 58 个，

在保证半径合格的前提下，曲线调整后的曲率极值仍

为 0.268 mm
-1

，平均曲率 0.074 mm
-1

，同时结合表 2

和表 3 来看，规划成功的路径优化时间均在 2.500 s

以下，计算耗时相比于其他方法最短，整体性能较优. 

表 4 方法对比 

Tab.4 Comparision of the methods 

方法 方法应用 效率分析 

文献[15] 血管中心线提取 50 点/狭窄检测 

文献[16] 软镜路径规划 肾脏模型/10.580 s 

文献[17] 血管中心线提取 冠状动脉/30.000 s 

文献[18] 血管中心线提取 冠状动脉/40.000 s 

本文方法 管道路径规划 肾脏模型/1.984 s 

4 结 语 

本文针对以往面向连续体机器人或介入导管结

构的路径规划方法中未考虑结构运动的曲率、边界距

离参数约束的问题，提出了一种在狭窄管道空间进行

无碰撞路径规划的方法，提供了更加可靠安全的运动

路径规划方案．针对识别出的中心线离散点集内的

特征点，迭代调整 NURBS 插值曲线，分别针对边界

距离和曲率参数进行迭代优化，直至不合格点集为

空，并分别在绘制的 STL 仿真模型以及术前 CT 数

据重建出的真实肾腔模型上验证了整体算法流程的

准确性和合理性． 
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