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一种基于 DTW-DP-GMM 的工业机器人轨迹学习策略 

肖 洒 1, 2，陈旭阳 1, 2，叶锦华 1, 2，吴海彬 1, 2 

(1. 福州大学机械工程及自动化学院，福州 350108； 

2. 福建省特种智能装备安全与测控重点实验室，福州 350108) 

摘 要：针对机器人示教编程过程中使用高斯混合模型(GMM)规划运动轨迹时存在的高斯分布个数难以选择、复

现轨迹精度较低等问题，提出了一种复合的机器人运动轨迹学习策略．该策略包含动态时间规整(DTW)算法、高斯

混合模型与道格拉斯-普克(DP)算法．首先，针对示教过程中采集的多条轨迹在时间长度上存在差异的问题，采用

DTW 算法来统一示教轨迹在时域上的变化．其次，使用 GMM 算法对示教轨迹的特征进行提取，并利用高斯混合

回归(GMR)算法将其重构为复现轨迹．在这个过程中采用 DP 算法来预估 GMM 算法的关键参数高斯分布的数量，

与传统方法相比，能够简单直观地得到相对准确的参数值．利用 DP 算法对复现轨迹的数据点进行稀疏化并优化，

不仅确保了机器人最终运动轨迹的精度，而且大幅减少了最终轨迹数据点的数量．最后，进行了不同形状的模拟焊

接轨迹学习规划实验．结果表明：经由 DTW 对齐后的示教轨迹具有更加明显的运动特征，经过 GMM-GMR 学习

输出的复现轨迹具有良好的表征结果；在使用 GMM-GMR 算法学习示教轨迹的过程中，采用 DP 算法可以有效预估

高斯分布个数；经过 DP 算法稀疏化并优化的最终轨迹的平均位置误差均在 0.500 mm 以内，其最大误差可以控制在

0.800 mm 以内，可以满足焊接轨迹规划的精度要求，验证了该策略的有效性和优越性． 

关键词：工业机器人；示教编程；高斯混合模型；道格拉斯-普克算法；动态时间规整；轨迹复现 
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A Strategy for Industrial Robot Trajectory Learning 

Based on DTW-DP-GMM 

Xiao Sa
1, 2，Chen Xuyang

1, 2，Ye Jinhua
1, 2，Wu Haibin

1, 2
 

(1. School of Mechanical Engineering and Automation，Fuzhou University，Fuzhou 350108，China； 

2. Fujian Key Laboratory of Special Intelligent Equipment Safety Measurement and Control，Fuzhou 350108，China) 

Abstract：The users often encounter issues such as difficulty in selecting the appropriate number of Gaussian distribu-

tions and low accuracy in reproducing trajectories when using Gaussian mixture model(GMM)to plan robot trajecto-

ries during programming by demonstration. To address these concerns，a composite strategy is proposed，which in-

tegrates dynamic time warping(DTW)algorithm，GMM and the Douglas-Peucker(DP)algorithm. First，to address 

the issue of varying time lengths in multiple trajectories，the DTW algorithm is used to align the variation of the 

demonstrated trajectories in the time domain. Second，the motion features are learned from the aligned demonstrated 

trajectories using GMM，which can subsequently be reconstructed into a reproduced trajectory using Gaussian mix-

ture regression(GMR). In this process，the number of Gaussian distributions，a key parameter of GMM，is esti-

mated by DP algorithm，which can derive a relatively precise parameter value simply and intuitively compared with

the traditional method. Furthermore，the DP algorithm is employed to sparsify and optimize the data points in the 

reproduced trajectory，ensuring that the final trajectory maintains high precision while drastically reducing the num-
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ber of data points in the final trajectory. Finally，experiments conducted on simulated welding trajectories of different

shapes are carried out. The experimental results show that the demonstrated trajectories aligned by DTW exhibit more 

pronounced motion features，and the reproduced trajectory generated using GMM-GMR has great representation 

result；moreover，the DP algorithm effectively estimates the necessary number of Gaussian distributions for GMM-

GMR learning. The average positional errors in final trajectories sparsified by the DP algorithm are within 

0.500 mm，and the maximum errors can be controlled within 0.800 mm，meeting the precision requirements of weld-

ing trajectory planning. It verifies the effectiveness and the superiority of the proposed strategy. 

Keywords：industrial robot；programming by demonstration；Gaussian mixture model(GMM)；Douglas-Peucker 

algorithm；dynamic time warping(DTW)；trajectory reproduction 

 

随着“工业 5.0”时代的到来[1]，工业机器人因为

具备高速率、高精度以及顺从性等优势，被广泛应用

于代替人类大量体力劳动的工作，例如焊接、喷涂、

装配等．机器人可以根据专业人员编写的运行程序

完成相应的作业．然而，如今的工业产品生产逐渐呈

现出多品种、小批量、短周期、个性化等特点，因此如

何根据不同的任务需求实现机器人运动的快速编程

一直是机器人研究的热点和难点． 

近年来，示教编程(programming by demonstra-

tion，PbD)[2]被认为是一种可行的解决方案．该方法

又名模仿学习[3]或人-机器人技能传递[4]，其本质是人

类将自己的技能做通用化描述后传递给机器人，使得

后者具备相应的作业能力．具体而言，使用特定的数

学模型以示教数据为样本进行建模学习并获得描述

示教行为运动技能特征的模型参数，从而实现对示教

行为的表征．因此，机器人可以根据学习获得的运动

控制策略复现或泛化相应的运动轨迹．与传统编程

技术相比，示教编程具有成本低、效率高、不依赖机

器 人 本 体 平 台 等 优 点 ．动 态 运 动 基 元 (dynamic 

movement primitives，DMP)
[5]以及概率模型法[6]是典

型的示教编程算法． 

DMP 利用一系列线性可微方程与可学习的自动

强迫项，将运动行为建模为非线性动态吸引子模型，

在模仿示教技能时能够确保泛化轨迹收敛到目标

点．Yu 等[7]采用 DMP 同时模拟运动轨迹和阻抗特

征，并在抽水任务中验证了所提方法的有效性．Wang

等[8]利用 DMP 分别对机械手的运动轨迹和力变化进

行建模，从而采用混合力/运动控制方法来实现跟踪、

复制和泛化所需位置和力的运动技能．虽然 DMP 仅

学习单条示教轨迹即可实现点到点和周期运动的泛

化，但如果示教轨迹存在噪声，那么轨迹学习的效果

就会非常不理想． 

基于概率模型的学习方法具有强大的噪声处理

能力以及良好的鲁棒性，能够处理高维问题，常被用

于机器人复杂运动的模仿学习[9-10]．目前常用的有隐

马尔可夫模型(hidden Markov model，HMM)
[11]和高

斯混 合 模 型 (Gaussian mixture model ，GMM)
[12]

等．Vakanski 等[13]用 HMM 表征示教轨迹，并通过在

状态转移时设置关键点的办法，实现对轨迹的拓展与

调整，在刷漆作业中验证了该方法的有效性．Deng

等[14]利用 GMM 提出了一种从演示中学习人类技能

的策略，该策略包括学习和复现阶段，可以在合作操

纵过程中为人类提供必要的帮助．基于概率模型的

学习方法能够很好地保持示教轨迹的空间形状特征，

然而若多条示教轨迹间存在时间长度上的差异，则学

习效果欠佳． 

虽然示教编程所获得的复现轨迹可以表征人类

示教行为，但是由于人类示教的过程存在各种误差，

例如人工抖动偏差等，相应的示教轨迹难免存在噪

声．因此示教编程更适用于文字书写、物品搬运等动

作轨迹精确性要求不高的应用，而无法满足焊接、涂

胶等轨迹精度要求较高的应用需求．如何通过示教

编程获得满足精度需求的运动轨迹是一个迫切值得

研究的问题． 

针对以上问题，本文将动态时间规整(dynamic 

time warping，DTW)算法、道格拉斯-普克(Douglas-

Peucker，DP)算法与基于 GMM 的示教编程算法结合

起来，提出了一种工业机器人轨迹学习策略．在使用

GMM 建模前，先用 DTW 算法对齐示教轨迹并用

DP 算法来预估所需的高斯分布数量；通过训练

GMM 获 得 相 应 的 参 数 后 ，使 用 高斯混 合回归

(Gaussian mixture regression，GMR)输出相应的复现

轨迹；接下来再次利用 DP 算法对复现轨迹进行稀疏

化，提取关键点并输出满足精度需求的最终轨迹．最

后，通过模拟焊接轨迹的示教编程实验验证了所提出

的轨迹学习策略的有效性与优越性． 

1 机器人轨迹学习策略的整体概述 

为了实现工业机器人的演示编程，本文设计了机
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器人轨迹学习框架，其整体方案如图 1 所示． 

 

图 1 机器人轨迹学习整体方案 

Fig.1 Entire solution for robot trajectory learning 

示教阶段：利用激光跟踪仪获取演示轨迹数

据．以模拟焊接任务为例，示教者手持 T-Probe 沿着

期望的焊接路径移动，同时激光跟踪仪以特定频率采

集相应的位置信息．为了能够获取足够的数据，需要

对特定任务进行多次完整的演示． 

学习阶段：首先，针对示教阶段采集的数据在时

间长度上存在差异的问题，使用 DTW 算法通过非线

性变换将各段示教轨迹在时域上对齐．然后，利用

GMM 算法从对齐后的演示轨迹中学习运动特征，利

用 GMR 算法将其重构为复现轨迹．在这个过程中，

使用 DP 算法预估高斯分布的个数．最后，再次使用

DP 算法将复现轨迹稀疏化，从中提取关键轨迹点，

并进行适当优化，生成满足精度需求的最终轨迹. 

复现阶段：上位机(计算机)通过通讯端口将最终

轨迹的相关数据发送给下位机(机器人)．获得最终

轨迹数据后，可将学习到的运动策略控制变量映射到

机器人控制器中．于是机器人便可复现出示教者的

动作，进而完成相应的作业任务． 

2 机器人从示教轨迹中学习的策略 

2.1 使用 DTW算法将多条示教轨迹对齐 

人工示教采集的多条轨迹难免存在差异，即在时

间序列上长短不一．这种差异会增加示教行为特征

的不确定性，进而影响 GMM 从示教中学习的效果，

因此有必要将示教轨迹在时间长度上对齐[15]．DTW

可以解决不同数据序列时间对齐的问题，其通用性较

强且受噪声的影响相对较少．DTW 的核心思想是通

过非线性变换将两个不同长度的时间信号转换为相

同长度，并使变形后两个轨迹之间的距离最小[16]. 用

一个矩阵 V 来描述这种算法，该矩阵由一组示教轨

迹中所有数据点与另一组示教轨迹中所有数据点的

对应欧氏距离填充．下面的动态规划方法用于确定

从矩阵 V 右下角的元素
,n m

v 到
1,1
v 的路径，从而使路

径元素的累积距离最小，即 

( ) ( )(
( )
( ))

,

,

                                       0  0

                                     1  1

min DTW , 1 ,DTW ,

DTW 1, ,  

DTW 1, 1

∞ = =⎧
⎪ = =⎪
⎪ + −= ⎨
⎪ −⎪
⎪ − −⎩

∪

∩
i j

i j

i j

v i j

v i ji j

i j

i j

其他

 

 (1)

式中
,

∈
i j
v V 是指第 1 组示教轨迹中的元素 i 与第 2

组示教轨迹中的元素 j 之间的加权欧氏距离．如图 2

所示，使用 DTW 算法对图 2(a)中两条不同时长的示

教轨迹进行规整对齐，对齐后的效果如图 2(b)所示． 

2.2 使用 GMM-GMR从示教轨迹中学习 

示教编程的关键在于从示教者的演示中获得技

能的概括表征，从而使机器人能够复现或泛化所学技

能．本节先介绍使用 GMM 从演示轨迹中学习并利

用 GMR 生成复现轨迹的过程，然后再详细描述如何

使用 DP 算法预估高斯分布数量，最后介绍如何使用 
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（a）不同时长的示教轨迹 

 

（b）对齐后的轨迹 

图 2 用 DTW对齐轨迹的示例 

Fig.2 Example of aligning trajectories with DTW 

DP 算法对复现轨迹进行稀疏化． 

2.2.1 使用 GMM-GMR 学习并复现示教轨迹 

记给定的 M 条示教轨迹数据
, 1 1

{{ } }= =
m

N M

n m n m
ξ 为

1
{ } =

F

j j
ξ ，其中

m
N 表示第 m 条轨迹的长度(样本点个

数)，
1=

=∑
M

m

m

F N ；样本点
,t ,s

[ , ]=
j j j

ξ ξ ξ ，其中
,tj

ξ 表示

样本点的输入信息，
,sj

ξ 表示对应的输出信息．采用

GMM 对样本建模[17]，其概率密度函数为 

   
1

( ) ( ; , )ξ π
=

= =∑
K

j k j k k

k

p N ξ μ ∑  

     
T 11

(( ) ( ))
2

1

1
e

2π

π
−− − −

=
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k
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∑
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式中：D 表示示教轨迹的维度；K 表示组成该高斯混

合模型的高斯分布个数；π
k

、
k

μ 和
k

∑ 则分别表示第

k 个高斯分布的先验概率、期望和方差，且有 
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GMM 的参数
1

{ , , }π =
K

k k k k
μ ∑ 可以使用期望最大值

(expectation maximum，EM)算法进行求解．该算法

分为 E-step 和 M-step 两个步骤：E-step 计算联合分

布的条件概率期望
k

E ；M-step 则根据当前
k

E 重新估

计 GMM 的相关参数 [18]．具体而言，记条件概率

,

( | ) =j k jp k pξ ，则有 
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  对于第 u次迭代学习，计算方法如下． 

E-step，计算后验概率之和，即 
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M-step，更新模型参数，即 
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  通过 EM 进行不断的迭代学习直到收敛，便可获

得 GMM 参数的最优解
1

{ , , }π =
K

k k k k
μ ∑ ．为防止陷入局

部最优，可用 k均值聚类算法对 GMM 的参数进行初

始化． 

在得到 GMM 参数之后，给定任意输入均可利用

GMR 预测其对应输出的条件概率分布[19]．具体而

言，在给定输入
t

ξ 和第 k 个高斯分布的情况下，
s

ξ 的

条件概率也服从高斯分布，即
s t
| , ~kξ ξ N ˆˆ( , )

k k
μ ∑ ，

其中 

   

s st t 1 t
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考虑整个 GMM，则有 

   
s t

1
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=
∑
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k k k

k
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其中
k
h 满足 
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最后，基于高斯分布的线性转换特性，式(8)中
s t
|ξ ξ

的期望 μ̂ 和协方差 ˆ∑ 为 
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μ μ
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式中：μ̂ 为 GMR 重构的轨迹输出点； ˆ∑ 为相应的协

方差． 

综上所述，示教轨迹的数据经 GMM 编码学习

后，再使用 GMR 进行数据重构，可以生成平滑的复

现轨迹．该轨迹以均值和协方差的形式封装了示教

行为的所有特征，因此可用于表征示教行为．图 3 以

实例展示了本文的方法对多次示教行为的学习与复

现过程，其中示教轨迹的样本点均以时间为输入，x

轴坐标为输出．首先，使用 DTW 对 3 次示教获得的

x 轴位置轨迹在时域上进行对齐，其结果如图 3(a)所

示．然后，使用 GMM 进行编码学习，并提取示教轨

迹的特征，如图 3(b)所示．这里用椭圆来描述 GMM

提取的示教轨迹特征，椭圆的形状取决于相应高斯分

布的协方差矩阵，其面积大小表示轨迹空间位置的不

确定度．最后，使用 GMR 输出复现轨迹，如图 3(c)

所示，其中曲线是复现轨迹，阴影部分对应复现轨迹

的标准差． 

 

（a）使用 DTW对齐后的轨迹 

 

（b）使用 GMM编码所提取的行为特征 

 

（c）使用 GMR输出的复现轨迹 

图 3 示教行为的学习与复现 

Fig.3  Learning and reproduction of the demonstrated 

behavior 

2.2.2 使用 DP 算法预估高斯分布数量 

使用 GMM 模型进行聚类分析需要预先设定高

斯分布的数量 K．值得注意的是，K 值选取不当可能

导致模型欠拟合或过拟合情况的发生．目前常用的

解决方式是尝试所有可能聚类个数的模型结构，然后

根据一定准则选取其中最优的模型，例如贝叶斯信息

准则(Bayesian information criterion，BIC)[20]．BIC 采

用似然函数作为目标函数，通过计算最优的指标函数

BIC
S 来预估 K值，即 

   
BIC

( )
= ( ) ln

2
ξ−

j

n K
S L N+  (11)

 

其中 

   
1

( ) ln( ( ))

1
( ) ( 1) ( 1)

2

ξ ξ
=

⎧ =⎪
⎪
⎨

⎛ ⎞⎪ = − + + +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

∑
N

j j

j

L p

n K K K D D D

 (12)

 

式中： ( )
j

p ξ 是式(2)中定义的点
j

ξ 的概率；N 为示教

点总数． 

一般而言，用于训练 GMM 的示教轨迹数据点越

多，GMR 复现轨迹的拟合效果越好．然而示教数据

点越多，通过 BIC 获得的 K 值往往很大．这样不仅会

使训练出的 GMM 模型更复杂，而且拟合的准确性欠

佳．因此，K 值的选取应该在模型复杂度与模型对数

据集表征能力之间寻求最佳平衡． 

本文提出使用 DP 算法[21]来预估训练 GMM 所

需的高斯分布数量 K．DP 算法是一种对曲线进行采

样简化的方法，可以在从初始曲线中提取有限的关键

点，然后以相邻关键点之间的连线来逼近拟合初始曲

线，并且能够在一定程度上保持初始曲线的轮廓形

状．本文利用 DP 算法对示教轨迹曲线的分段来确定

相应的 K 值．该方法较为简单直观，所获得的 K 值

不一定为最优解，但是相对合理．采用 DP 算法确定

轨迹相应 K值的步骤如下． 

步骤 1 设置弦误差阈值为
th

ε ． 

步骤 2 将当前轨迹曲线的起点与终点标记为关

键点．以一条直线连接相邻的关键点，该直线即为当

前曲线的弦，如图 4(a)中的红色虚线所示． 

步骤 3 依次计算当前曲线上除了起点与终点外

其余各轨迹点到弦的距离，即弦误差 ε ，并找出其中

的最大值
max

ε 及其对应的点．图 4(a)中
max

ε 为
5

ε ，即

轨迹点
5

α 到弦的距离． 

步骤 4 如果
max th

ε ε< ，则当前曲线上除起点和终

点外的轨迹点都可以被忽略；如果
max th

ε ε≥ ，则将

max
ε 对应的轨迹点标记为关键点，并以该点将当前曲

线分成两段，返回步骤 2 重新连接各新分段的弦，如

图 4(a)中蓝色虚线所示． 

步骤 5 对所有新的分段重复执行步骤 3、4，直 
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（a）使用 DP算法对曲线进行分段的原理 

 

（b）使用 DP算法预估 K值的示例 

图 4 用 DP算法预估 K 值的原理与示例说明 

Fig.4  Principle and example illustration of predicting the

K-value with the DP algorithm 

到所有曲线分段的
max

ε 均小于
th

ε ． 

步骤 6 曲线当前所有弦的数量即为预估的高斯

分布数量 K． 

如图 4(b)所示，设
th

10 mmε = ，由 DP 算法可得

图示平面轨迹的弦共有 4 条，即该轨迹可以用这 4 条

直线段来逼近拟合，因此预估用该轨迹数据点训练

GMM 所需的高斯分布个数 4K = ．值得指出的是，弦

误差阈值
th

ε 的大小会直接影响 K 的取值．具体而

言，当轨迹精度的要求不高时，可以设置较大的
th

ε ，

使 K值减小． 

2.2.3 使用 DP 算法对轨迹进行稀疏化并优化 

为了提高示教编程的精度，本文先采用 DTW 算

法将多次示教的轨迹对齐，再根据 DP 算法预估高斯

分布个数，由 GMM-GMR 从对齐后的轨迹中学习并

输出复现轨迹．虽然复现轨迹的数据点越多越有利于

确保轨迹的整体精度，但却不利于机器人对整条轨迹

进行速度规划．因此本文再次采用 DP 算法对复现轨

迹进行稀疏化，获得必要关键点，在满足轨迹精度需

求的前提下进一步优化复现轨迹． 

  DP 算法可以在保留初始轨迹轮廓形状的前提

下，尽可能地减少构成曲线的点，这个过程也被称为

轨迹的稀疏化．假设由 GMR 生成的复现轨迹里表示

空间信息的序列为
1

ˆ{ } =
N

n n
μ ，其中 ˆ

n
μ 表示第 n 个数据

点的空间位置坐标．设置弦误差阈值为
th

ε ，按照第

2.2.2 节所述的 DP 算法步骤 1～5 从
1

ˆ{ } =
N

n n
μ 提取出位

置轨迹的关键点
1

ˆ{ } =
J

j j
μ ，J N≤ ． 

  以图 5 所示的平面复现轨迹为例，展示了本文所

提出的轨迹关键点提取策略．图中红色曲线表示复

现轨迹，数据点 , {1,2,3,4,5,6,7}α ∈
j
j 是构成该轨迹的

离散点，其中
1

α 、
4

α 、
6

α 和
7

α 是通过 DP 算法提取出

来的关键点．最终轨迹由连接相邻关键点的直线组

成，如图 5 中浅蓝色的弦 1、弦 2 和弦 3 所示．机器

人末端执行器按照该轨迹运动从而复现示教行为． 

 

图 5 使用 DP算法提取轨迹关键点示意 

Fig.5 Illustration of extracting key points in the trajec-

tory using the DP algorithm 

此外，考虑到机器人末端在运动到各关键点处其

速度方向会发生瞬时改变，因此为了防止速度突变，

本文通过圆弧过渡模型来对各关键点之间的直线轨

迹进行优化． 

假设α
i
为最终轨迹的关键点，在相邻直线轨迹

之间设置半径为 R 的圆弧进行过渡，由此在α
i
处产

生的位置误差为
1i

β − ．如果
1i

β − 小于误差阈值
th

β ，则

对α
i
处相邻直线轨迹进行圆弧过渡；反之，则不进行

圆弧过渡．图 6 显示了该方法对最终轨迹的优化效

果，其中
2

α 处的位置误差
1 th

β β＜ ，因此在轨迹 1 和轨

迹 2 之间设置半径为 R 的圆弧过渡，同理在
3

α 、
5

α 、

6
α 和

7
α 各点处相邻的直线轨迹也是如此处理；

4
α 处 

 

图 6 在轨迹关键点处进行圆弧过渡的示意 

Fig.6 Illustration of the arc transition at key points in

the trajectory 
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的位置误差
3 th

β β＞ ，因此在轨迹 3 和轨迹 4 之间不

进行圆弧过渡．然而为了避免机器人末端的速度在

点
4

α 处突变，因此以该点作为边界点，对图 6 中由轨

迹 1、轨迹 2、轨迹 3 组成的红色轨迹和由轨迹 4、轨

迹 5、轨迹 6、轨迹 7 组成的蓝色轨迹分别进行速度

规划，最终完成机器人对示教行为的复现． 

3 实 验 

本文基于模拟焊接的实验场景对所提出学习策

略进行验证，具体执行流程如图 1 所示．实验中，使

用 Leica-AT960MR 绝对激光跟踪仪采集示教数据；

由 MATLAB 软件完成 DTW 对齐多条示教轨迹、DP

算法确认高斯分布个数、GMM-GMR 编码输出复现

轨迹以及 DP 算法提取轨迹关键点等计算工作，然后

将最终轨 迹 数 据发送给 ABB IRB120 工 业 机 器

人．最终由机器人控制其末端的焊枪复现学到的焊

接轨迹．为了验证该学习策略的性能，分别将其用于

模拟平面与空间焊接的场景． 

3.1 平面焊接轨迹的学习与复现实验 

图 7(a)、(b)、(c)分别显示了 3 个具有不同形状

焊接轨迹的平面工件．工件被固定在工作平台，其表 

 

（a）“瀑布”型轨迹及其工件台 

 

（b）“S”型轨迹及其工件台 

 

（c）“M”型轨迹及其工件台 

图 7 平面焊接轨迹的模拟实验场景 

Fig.7  Simulated experimental scenarios for planar weld-

ing trajectories 

面的镂空线槽即为对应的模拟焊接轨迹．示教者手

持 T-Probe 模拟焊枪，使其末端探针沿着线槽轨迹移

动，同时绝对激光跟踪仪以 200 Hz 的频率记录其位

置信息．对 3 种不同的轨迹分别采集了 3 组数据，如

图 8 所示． 

 

图 8 3种不同类型的示教轨迹 

Fig.8 Three different types of demonstrated trajectories 

本文以“瀑布”型轨迹为例，详述使用所提出的

轨迹学习策略对其进行学习与复现的过程．首先通

过 DTW 算法将 3 组示教轨迹的数据在各维度的时

间序列上进行对齐，对齐后各组轨迹均包含 2 868 个

数据点，如图 9 所示． 

使用 GMM 从对齐后的轨迹中提取示教特征的

结果如图 10 中的椭圆所示．然后，通过 GMR按时间

间隔 0.01 s 输出组成复现轨迹的离散数据点，共计

1 434 个．图 11 显示了 GMR 的输出结果，其中平滑

曲线代表各维度上以时间为输入的位置复现轨迹，阴

影部分代表数据标准差的大小． 

  图 12 显示了“瀑布”、“S”和“M”型复现轨迹，

其中各自用于训练 GMM 的 K 值分别为 10、11 和

14．值得指出的是，弦误差阈值
th

ε 是使用 DP 算法预

估 K 值的关键参数，其取值可以参考轨迹的精度需

求以及 GMM 的计算效率等因素．表 1 以“瀑布”型

轨迹为样本，列举了不同的弦误差阈值
th

ε 与对应的

预估 K 值、复现轨迹的精度以及训练 GMM 模型的

时间，其中 2 2 2

max
Δ = Δ + Δ + Δd x y z 表示复现轨迹点

坐标与所设计模型轨迹对应点的最大位置误差，t 表

示 GMM 迭代学习的时间(电脑 CPU 为 Core i7-

11700 2.5 GHz，内存为 16 GB)．可以看出，随着
th

ε 的

减小，由 DP 算法预估的 K值以及对应训练 GMM 模

型的迭代时间也在不断增加，相应复现轨迹精度也得

到了一定的提升．因此在轨迹精度需求不高的情况

下，可以通过适当增大弦误差阈值
th

ε 来预估 K 值. 

本文实验中取
th

ε 为 0.5 mm 即可满足一般的焊接应

用需求． 
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（a）x 轴轨迹对齐 

 

（b）y 轴轨迹对齐 

 

（c）z 轴轨迹对齐 

图 9 基于 DTW的“瀑布”型轨迹对齐 

Fig.9  Alignment of the “ waterfall ”type demonstrated 

trajectories based on DTW 

 

（a）x 轴轨迹表征 

 

（b）y 轴轨迹表征 

 

（c）z 轴轨迹表征 

图 10 基于 GMM的“瀑布”型轨迹表征 

Fig.10 Representation of the “ waterfall ”type demon-

strated trajectories based on GMM 
 

 

         （a）x 轴轨迹复现            （b）y 轴轨迹复现           （c）z 轴轨迹复现 

图 11 基于 GMR的“瀑布”型轨迹复现 

Fig.11 Reproduction of the“waterfall”type demonstrated trajectories based on GMR

  得到复现轨迹后，再次使用 DP 算法对其进行稀

疏化，提取其中的关键点组成最终轨迹．考虑到提取

轨迹关键点难免会影响轨迹精度，因此这里的弦误差

阈值应比预估高斯分布个数时设置得更小．具体而

言，设置弦误差阈值
th

0.1mmε = ．同样以“瀑布”型

轨迹为例，提取的关键点如图 13(a)所示，共计 29 个

数据点．从关键点的分布可以看出，DP 算法保留了

复现轨迹的轮廓形状，具体表现为：在轮廓曲率较高

部位，DP 算法提取的关键点较多，例如图 13(a)中蓝

色虚线圈所示；在轮廓曲率较低的部位，所提取的关
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键点较少，如图 13(a)中绿色线圈所示．所有关键点

的位置坐标如表 2 所示． 

 

图 12 由 GMR生成的 3种不同类型的复现轨迹 

Fig.12  Three different types of reproduction trajectories 

generated using GMR 

表 1 不同弦误差阈值的实验结果 

Tab.1  Experimental results for different chordal error

thresholds 

 

th
/mmε  K  max

/ mmdΔ  /st  

0.3 22 0.466 6.552 

0.4 14 0.504 0.858 

0.5 10 0.568 0.439 

0.7 8 0.832 0.584 

1.0 6 1.156 0.148 

 

（a）由 DP 算法提取的“瀑布”型轨迹关键点 

 

（b）机器人执行“瀑布”型轨迹的模拟焊接任务 

图 13 机器人根据“瀑布”型最终轨迹执行模拟焊接任务 

Fig.13  Robot performs a simulated welding task following

the“waterfall”type final trajectory 

表 2 “瀑布”型复现轨迹的关键点坐标 

Tab.2 Coordinates of the key points in the “waterfall”

type reproduction trajectory 

 

序号 x/mm y/mm z/mm 

1 112.570 340.27 150.29 

2 104.700 337.34 152.02 

3 101.480 336.28 152.67 

4 99.67 336.07 152.80 

5 97.67 336.42 152.60 

6 95.64 337.16 152.19 

7 92.91 338.44 151.48 

8 89.86 340.05 150.61 

9 87.70 341.38 149.90 

10 86.32 342.47 149.33 

11 84.67 344.11 148.46 

12 81.51 346.55 147.13 

13 75.59 351.80 144.42 

14 74.08 352.92 143.78 

15 72.65 353.69 143.32 

16 70.41 354.53 142.85 

17 65.04 356.17 142.05 

18 60.67 357.91 141.53 

19 58.50 358.10 141.49 

20 54.30 357.77 141.37 

21 52.08 357.76 141.15 

22 50.34 358.16 140.78 

23 48.77 359.12 140.15 

24 45.94 362.27 138.46 

25 45.10 363.60 137.76 

26 39.47 376.28 130.81 

27 38.62 379.01 129.30 

28 34.19 395.63 119.97 

29 29.86 410.77 111.47 

 

在复现平面轨迹焊接作业时，机器人焊枪末端按

直线运动通过各关键点，同时采用第 2.2.3 节所述的

圆弧过渡模型进行速度规划．具体而言，设置圆弧半

径 0.1mmR = ，误差阈值
th

0.1mmβ = ．经计算各关键

点圆弧过渡段的位置误差均小于
th

β ，因此可以将最
终轨迹作为整体进行速度规划，即设置其始末点的速

度和加速度均为 0，机器人末端沿轨迹的运行速度均

为 10mm/s．最终，机器人执行模拟“瀑布”型轨迹的

焊接任务，其过程如图 13(b)所示． 

此外，以机器人示教器示教的信息作为标准值与

示教编程的最终轨迹进行误差对比来验证精确

性．具体而言，通过机器人示教器控制机器人末端到

达该轨迹的各个位置，每隔 2mm 记录下机器人末端

的位置作为标准值；将示教编程生成的最终轨迹同样

每隔 2mm 计算得到插补点的数据作为比较值．3 条

轨迹的误差统计结果如表 3和表 4所示，其中平均位

置误差 2 2 2σ σ σ σ= + +
x y z

均在 0.500 mm 以内，最大

位置误差 max max 2 max 2 max 2( ) ( ) ( )σ σ σ σ= + +
x y z

均小于
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0.800mm． 

表 3 3种不同类型的最终轨迹的平均位置误差统计 

Tab.3  Average positional error statistics for the three 

different types of final trajectories 

 

类型 / mm
x

σ  / mm
y

σ  / mm
z

σ  / mmσ

“瀑布”型 0.224 0.243 0.141 0.359 

“S”型 0.212 0.223 0.137 0.337 

“M”型 0.298 0.274 0.129 0.425 

表 4 3种不同类型的最终轨迹的最大位置误差统计 

Tab.4  Maximum positional error statistics for the three 

different types of final trajectories 

 

类型 
max

/ mm
x

σ  
max

/ mm
y

σ  
max

/ mm
z

σ  max

/ mmσ

“瀑布”型 0.423 0.496 0.347 0.739 

“S”型 0.434 0.325 0.384 0.664 

“M”型 0.517 0.384 0.326 0.722 

 

3.2 空间焊接轨迹的学习与复现实验 

图 14 显示了一个固定在工件台上用于模拟圆管

与圆管垂直相贯焊缝的 3D 打印工件，其表面代表焊

接轨迹的镂空线槽轮廓呈“马鞍”型．示教者手持 T-

Probe 模拟焊枪，使其末端探针从起点出发沿着线槽

轨迹逆时针移动到终点．注意该轨迹起点与终点位

置重合． 

 

图 14 “马鞍”型焊接轨迹的模拟实验场景 

Fig.14  Simulated experimental scenario for the“saddle”

type welding trajectories 

模拟焊接的动作共执行了 3 遍，其间绝对激光跟

踪仪以 200 Hz 的频率记录其位置信息，如图 15(a)

所示．使用基于 DTW-DP-GMM 的轨迹学习策略对

示教数据进行处理，所得的“马鞍”型复现轨迹与最

终轨迹分别如图 15(b)和 15(c)所示．在使用 GMM

对 示 教 数 据 进 行 建 模 前 ，设 置 弦 误 差 阈 值

th
0.5 mmε = ，DP 算 法 预 估 所 需 的 高 斯 分 布 个 数

32K = ；在提取复现轨迹关键点时，设置弦误差阈值

th
0.1mmε = ，DP 算法提取出的轨迹关键点共计 59

个，其位置坐标(部分)如表 5 所示． 

  在复现焊接作业时，机器人焊枪末端按直线运动

逼近各关键点，并采用第 2.2.3 节所述的圆弧模型过

渡对最终轨迹进行速度规划，具体设置与第 3.1 节实

验相同．最终，机器人成功执行模拟“马鞍”型空间 

 

（a）“马鞍”型空间模拟焊接轨迹的示教数据 

 

（b）使用基于 DTW-DP-GMM的学习策略生成复现轨迹 

 

（c）使用基于 DTW-DP-GMM的学习策略生成最终轨迹 

图 15 使用本文所提出的学习策略获得“马鞍”型最终

轨迹 

Fig.15 Process of obtaining the“saddle”type final trajec-

tory using the learning strategy proposed in this 

paper 

表 5 “马鞍”型复现轨迹的部分关键点坐标 

Tab.5 Coordinates of partial key points in the“saddle”

type reproduction trajectories 

 

序号 x/mm y/mm z/mm 

1 809.86 -70.98 249.37 

5 806.94 -87.30 247.74 

10 792.10 -111.830 239.56 

15 762.36 -128.120 229.12 

20 729.33 -126.610 230.06 

25 703.69 -109.820 239.96 

30 689.67 -83.72 247.78 

35 698.41 -32.83 242.93 

40 724.25 -11.49 231.65 

45 751.95 0-6.38 227.64 

50 788.21 -20.77 237.22 

55 808.41 -54.19 248.42 

59 809.86 -70.81 249.38 
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轨迹的焊接任务，其过程如图 16 所示． 

 

图 16  机器人根据“马鞍”型最终轨迹执行模拟焊接任务

Fig.16  Robot performs a simulated welding task follow-

ing the“saddle”type final trajectory 

最后，采用与第 3.1 节相同的方法来验证最终轨

迹的精确性，统计结果如表 6 和表 7 所示，其中平均

位置误差 σ 小于 0.500mm，最大位置误差 maxσ 小于

0.800mm． 

表 6 “马鞍”型最终轨迹的平均位置误差统计 

Tab.6  Average positional error statistics for the

“saddle”type final trajectories 

 

/ mm
x

σ  / mm
y

σ  / mm
z

σ  / mmσ  

0.233 0.257 0.133 0.372 

表 7 “马鞍”型最终轨迹的最大位置误差统计 

Tab.7  Maximum positional error statistics for the

“saddle”type final trajectories 

 

max

/ mm
x

σ  
max

/ mm
y

σ  
max

/ mm
z

σ  max

/ mmσ  

0.445 0.542 0.245 0.743 

4 讨 论 

本节从适用性和计算效率等方面对本文提出的

基于 DTW-DP-GMM 的工业机器人轨迹学习策略与

现有方法进行比较． 

基于 GMM-GMR 的机器人示教编程算法可以有

效 地 从 人 类 演 示 的 行 为 中 学 习 并 复 现 相 应 的 轨

迹．该方法通常需要从多条示教轨迹中学习才能准

确地提取相应的行为特征，然而这些示教轨迹序列在

时域长度上往往是不一致的，直接从这些示教样本中

学习并生成的复现轨迹在精度上往往存在较大的误

差．为了解决这个问题，本文提出的学习策略首先使

用 DTW 算法将所有示教轨迹在时域上通过非线性

变换对齐，尽量减小行为特征的不确定性，然后采用

DP 算法在弦误差阈值的约束下预估用于训练 GMM

模型所需的高斯分布个数 K，可以使得 GMR 输出的

复现轨迹满足位置精度需求． 

值得指出的是，使用 BIC 算法预估 K 值时需要

为其设置上限
max max

( 1)K K ≥ ，然后按照式(11)分别

计算从 1 到
max

K 的指标函数
BIC

S ，其中最小的
BIC

S 对

应的 K 值即为最优值．以第 3.1 节实验中所学习的 3

种不同的平面轨迹为例分别计算具体 K 值对应的

BIC
S ，结果如图 17(a)所示．可以看出，

BIC
S 大致是随

着 K 值的增大而减小的．虽然增加 K 值可以有效提

升 GMM-GMR 复现轨迹的精度，然而 K 值过大却有

可能保留示教行为中因人为抖动产生的轮廓特征，甚

至存在过拟合的风险，如图 17(b)中的绿色虚线圈所

示．因此设置合适的
max

K 是使用 BIC 算法预估 K 值

的关键，然而这对于非专业的用户而言却是难以判断

的．相比而言，本文所采用的 DP 算法无需用户判断

参数 K 的取值范围．此外，表 8 列出了分别采用两种

算法求解出相同 K 值所需的时间(以第 3.1 节实验的

“瀑布”型轨迹为样本)，可以看出在计算效率方面

DP 算法也优于 BIC 算法． 

 

（a）指标函数
BIC

S 与 K值的关系 

 

（b）由不同 K值得到的“瀑布”型复现轨迹 

图 17 复现的位置轨迹与高斯分布个数 K 的关系 

Fig.17 Relation between the reproduction trajectory and 

the number of Gaussian distributions K 

  除了被用于预估高斯分布的数量，在本文提出的

学习策略中 DP 算法还被用于稀疏化 GMR 输出的复

现轨迹以减少输出的数据点．虽然数据点越多越有
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利于保证复现轨迹的精度，但却不利于工业机器人对

整条轨迹进行速度规划．值得注意的是，如果仅从减

少数据点数量的目的考虑，直接在 GMR 输出复现轨

迹时增大相应输入时间的间隔就可以实现．然而这

种方法并没有考虑保留复现轨迹的几何轮廓，输出的

数据点过少可能会导致复现轨迹精度下降．相比而

言，DP 算法在尽可能减少了复现轨迹数据点数量的

同时可以保留复现轨迹的轮廓形状，其拟合精度可以

通过弦误差阈值来约束．第 3.1 节与第 3.2 节的实验

均证明了由这些关键点组成的最终轨迹可以满足焊

接轨迹的位置精度需求． 

表 8 BIC与 DP算法在求解出 K 时所需的时间对比 

Tab.8  Comparison of the time required for deriving the

value of K between BIC and DP algorithms 

 

K BIC算法求解时间/s DP算法求解时间/s 

6 0.469 0.057 

8 0.631 0.061 

10 0.826 0.065 

14 1.448 0.073 

22 3.884 0.082 

 

需要指出的是，在本文的实验里机器人末端在移

动过程中焊枪的姿态是不变的．然而在实际的生产

中，为了保证焊接质量，机器人经常需要实时调整末

端焊枪的姿态以确保与被焊件之间合理的焊接角

度．这种情况下，在规划末端位置轨迹的同时还应考

虑相应末端姿态的变化，即机器人需要同时学习示教

行为的位置和姿态轨迹．然而本文提出的基于 DTW-

DP-GMM 的学习策略并不适用于需要学习并精确复

现姿态轨迹的工作场景，因为 DP 算法无法处理表征

末端姿态的单位四元数数据，因此无法从示教行为的

姿态轨迹中求解出所需的高斯分布个数．在未来的工

作中，需要进一步研究如何从示教行为的姿态数据中

获得能够满足用户精度需求的高斯分布数量． 

5 结 论 

本文研究了使用 GMM-GMR 进行示教编程的方

法，针对高斯分布个数难以选择、复现轨迹精度较低

等存在的问题，提出了将 DTW、DP 算法与 GMM 相

结合的机器人轨迹学习策略．首先，使用 DTW 将多

条示教轨迹对齐，尽可能地减少相关运动特征的不确

定性．其次，采用 GMM 对示教行为的特征进行学

习，并用 GMR 输出复现轨迹，从而减少人工示教带

来的误差．在这个过程中，提出使用 DP 算法来预估

GMM 中高斯分布的个数．最后，对复现轨迹进行优

化处理，即在满足应用精度的前提下再次采用 DP 算

法提取复现轨迹的关键点组成最终轨迹，并用圆弧过

渡模型对其进行优化． 

通过模拟平面与空间焊接轨迹的示教编程实验

可以得到以下结论：①在使用 GMM 对示教数据集建

模之前，使用 DTW 将多条示教轨迹进行对齐处理有

利于降低复现轨迹的不确定性；②与传统的 BIC 算

法相比，DP 算法可以更加直观高效地预估合适的高

斯分布个数；③实验中机器人复现示教行为的最终轨

迹的平均位置误差均在 0.500mm 以内，最大位置误

差也不超过 0.800 mm，因此所提出的策略生成的轨

迹可以满足焊接实验的精度需求． 
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