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矩阵对偶核-EP逆以及性质*

李 凡,海国君

(内蒙古大学数学科学学院,呼和浩特010021)

摘要:基于核-EP分解和 Hartwig-Spindelböck分解给出了矩阵对偶核-EP逆的表示,并给出

了矩阵与其对偶核-EP逆可交换的等价条件,讨论了对偶核-EP逆的幂等性以及其他性质。
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  近几十年来,矩阵的广义逆已被越来越多的学者研究和熟悉。1903年,Fredholm[1]在研究积分

算子问题时首次提出了广义逆的思想。此后,广义逆的思想转化为定义在文献[2]中发表。1920年,

Moore[3]以投影矩阵的形式定义了任意矩阵的广义逆。尽管如此,由于研究成果的抽象晦涩,这一创

举在当时并未引起学术界太多关注。1955年,Penrose[4]通过四个方程直观地定义了广义逆,该广义

逆为这四个方程的唯一解:给定A∈ ℂn×n,若X ∈ ℂn×n 满足AXA =A,XAX =X,(AX)* =AX,
(XA)* =XA,称X为A 的Moore-Penrose逆,记为X=A†。1958年,Drazin[5]给出了Drazin逆的定

义,它满足以下三个矩阵方程:给定A∈ ℂn×n,若X∈ ℂn×n 满足XAX=X,AX=XA,Ak+1X=Ak,

ind(A)=k,称X 为A 的Drazin逆,记为X=AD。如果ind(A)=1,则称之为A 的群逆,记为A#。

2010年,Baksalary等[6]定义了核逆,设A∈ℂn×n,ind(A)≤1。若X满足AX=AA†,R(X)⊆R(A),

称X 为A 的核逆,其具体研究可见文献[7-9]。2014年,Manjunatha等[10]定义了核-EP逆:给定A∈
ℂn×n,若X∈ℂn×n满足XAX=X,R(X)=R(X*)=R(Ak),称X 为A 的核-EP逆,记为A⊕。由文

献[11]可知,核-EP逆还可以表示为A⊕=ADAk(Ak)†。Manjunatha等[10]还引入了另一种广义逆,即

对偶核-EP逆A⊕,其适用于任意矩阵。尽管对于核-EP逆的研究持续进展,但对于对偶核-EP逆的

研究仍有深入空间。

2016年,Wang[11]首次提出了一种新的矩阵分解———核-EP分解。本文基于核-EP分解和 Har-
twig-Spindelböck分解,给出了对偶核-EP逆的表达式,讨论了对偶核-EP逆与原矩阵可交换的等价

条件以及对偶核-EP逆幂等性的等价刻画,此外,研究了对偶核-EP逆的其他性质。

1 预备知识

令 ℂ 为复数域,ℂn×n 表示ℂ 上的n阶矩阵的集合,I表示ℂn×n 中的单位矩阵。对于A∈ ℂn×n,

A*、rank(A)、R(A)、N(A)分别表示A 的共轭转置矩阵、秩、值域和零空间,PR(A)=AA†、PN(A)=
I-A†A 分别为R(A)和N(A)上的投影。若A 是奇异的,则满足条件rank(Ak)=rank(Ak+1)的最
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小非负整数k称为A 的指标,记为ind(A)。 特别地,非奇异矩阵的指标为0。本文涉及到的广义逆

概念如下:

定义1[10] 设矩阵A∈ ℂn×n,ind(A)=k。若存在唯一矩阵X∈ ℂn×n 满足等式

XAX =X,R(X)=R(X*)=R((Ak)*),

则称X 为A 的对偶核-EP逆,记为X=A⊕。此外,由文献[12-13]知,对偶核-EP逆可表示为A⊕=
(Ak)†AkAD,由文献[14]进一步推导得到A⊕=(Ak)†AkAD=(ADA)†AD。

引理1[11] (核-EP分解)设A∈ℂn×n,ind(A)=k,rank(A)=r>0,则存在一个酉矩阵U∈

ℂn×n,使得

A=U
T S
0

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
U* (1)

其中T 是非奇异的,Nk=0。

引理2[15] (Hartwig-Spindelböck分解)设A∈ℂn×n,rank(A)=r>0,则存在一个酉矩阵U∈
ℂn×n,使得

A=U
ΣK ΣLæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
U* (2)

其中Σ=diag(σ1Ir1
,σ2Ir2

,…,σtIrt
)为对角阵,σ1>σ2> … >σt>0,r1+r2+…+rt=r并且K ∈

ℂr×r 和L ∈ ℂr×(n-r)满足KK* +LL* =Ir。

引理3[16] 2×2块算子矩阵
A Bæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
是 MP可逆的当且仅当 R(A)+R(B)是闭的,并且

A Bæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0

†

=
A*(AA* +BB*)† 0

B*(AA* +BB*)†
æ

è
çç

ö

ø
÷÷
0
。

引理4[17] 设A,B,T,S∈ ℂn×n,若M=
A ATæ

è
ç

ö

ø
÷

SA B
,即可得到

rank(M)=rank(A)+rank(B-SAT)。

  引理5[18] 令A 为(1)式中的复矩阵,则

A†=U
T*Δ -T*ΔSN†

(In-t-N†N)S*Δ N†-(In-t-N†N)S*ΔSN

æ

è
çç

ö

ø
÷÷†
U*,

AD =U
T-1 (Tk+1)-1췍Tæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
U*,Ak=U

Tk 췍Tæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
U*,

其中Δ=(TT* +S(I-N†N)S*)-1,췍T=∑
k-1

j=0
TjSNk-1-j。

引理6[19] 令A 为(2)式中的复矩阵,则

AD =U
(ΣK)D ((ΣK)D)2ΣLæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
U* (3)

2 主要结论及证明

定理1 设A∈ ℂn×n,rank(A)=r,A 为(2)式中的复矩阵,则

A⊕ =U
K*((ΣK)DΣ)†(ΣK)D K*((ΣK)DΣ)†((ΣK)D)2ΣL
L*((ΣK)DΣ)†(ΣK)D L*((ΣK)DΣ)†((ΣK)D)2Σ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

L
U* (4)

  证明 由(2)、(3)式可知
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ADA=U
(ΣK)DΣK (ΣK)DΣLæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
U*,

由引理3可设

(ADA)†=
X1 0

X2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
0
,

故

 X1=((ΣK)DΣK)* (ΣK)DΣK((ΣK)DΣK)* +(ΣK)DΣL((ΣK)DΣL)( )* †

=((ΣK)DΣK)* (ΣK)DΣKK*((ΣK)DΣ)* +(ΣK)DΣLL*((ΣK)DΣ)( )* †

=((ΣK)DΣK)* (ΣK)DΣ((ΣK)DΣ)( )* †

=K*((ΣK)DΣ)* ((ΣK)DΣ)( )* †((ΣK)DΣ)†

=K*PR(((ΣK)DΣ)†)((ΣK)DΣ)†

=K*((ΣK)DΣ)†。
同理可知,X2=L*((ΣK)DΣ)†,由A⊕ 的定义,即得证。

注1 定理1中,X1,X2 的计算用到了(AA*)† =(A*)†A†,R(A†)=R(A*),其中A ∈ ℂn×n

(见文献[20])。

定理2 设A∈ ℂn×n,rank(A)=r,A 为(2)式中的复矩阵,则下列条件等价:
(a)A⊕ 是幂等的;

(b)(AD)2=AD;
(c)((ΣK)D)2=(ΣK)D。
证明 (a)⇒(b):若(A⊕)2=A⊕,则

(ADA)†AD(ADA)†AD =(ADA)†AD,

上式两边左乘ADA 可得

ADA(ADA)†AD(ADA)†AD =ADA(ADA)†AD,

则

ADA(ADA)†ADAAD(ADA)†AD =ADA(ADA)†AD,

由于ADA(ADA)†ADA=ADA,应用于上式左侧可得

ADAAD(ADA)†AD =PR(AD)AD,

所以AD(ADA)†AD =AD,同理左乘A 可得(AD)2=AD。
(b)⇒(c):若(AD)2=AD,由(3)式可知

((ΣK)D)2 ((ΣK)D)3ΣLæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
=
(ΣK)D ((ΣK)D)2ΣLæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
,

由此可得

((ΣK)D)2=(ΣK)D,
((ΣK)D)3Σ=((ΣK)D)2Σ,

因此得到 ((ΣK)D)2=(ΣK)D。
(c)⇒(a):若((ΣK)D)2=(ΣK)D,右乘ΣK 可得

(ΣK)D =(ΣK)DΣK,
由定理1可知

A⊕ =U
K*((ΣK)DΣ)†(ΣK)D K*((ΣK)DΣ)†((ΣK)D)2ΣL
L*((ΣK)DΣ)†(ΣK)D L*((ΣK)DΣ)†((ΣK)D)2Σ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

L
U*  
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 =U
K*((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣK K*((ΣK)DΣ)†((ΣK)D)2ΣL
L*((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣK L*((ΣK)DΣ)†((ΣK)D)2Σ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

L
U*,

从而可验证(A⊕)2=A⊕。

交换性是广义逆的一个重要性质,下面讨论对偶核-EP逆与原矩阵的变换性。由下面的例子可

知,复矩阵与其对偶核-EP逆不可交换。令

A=

1 0 1 -1
0 1 1 -1
0 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

,

则A 与A⊕ 不可交换,因为计算可知

A⊕ =

1
3 -13 0 0

-13
2
3

1
3 0

1
3

1
3

2
3 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

,

并且AA⊕ =

2
3 0 2

3 0

0 1 1 0
0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

0 0 0 0

,A⊕ A=

1
3 -13 0 0

-13
2
3

1
3 0

1
3

1
3

2
3 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

,易知AA⊕ ≠A⊕ A,即对偶核-EP逆

不具有交换性。

定理3 设 A ∈ ℂn×n,rank(A)=r,A 为(2)式中的复矩阵,则 AA⊕ =A⊕ A 当且仅当

((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣK =KΣ((ΣK)DΣ)†(ΣK)D 且R(L)⊂N((ΣK)DΣ)。

证明 由(2)、(4)式可知

AA⊕ =U
Σ((ΣK)DΣ)†(ΣK)D Σ((ΣK)DΣ)†((ΣK)D)2ΣLæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
U*,

  A⊕ A=U
K*((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣK K*((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣL
L*((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣK L*((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

L
U*。

由AA⊕=A⊕ A 易知

K*((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣK =Σ((ΣK)DΣ)†(ΣK)D (5)

L*((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣK =0 (6)

L*((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣL=0 (7)

(5)式两边左乘K 与(6)式两边左乘L后,两式合并可得

((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣK =KΣ((ΣK)DΣ)†(ΣK)D,

(6)式两边右乘K*与(7)式两边右乘L*后,两式合并可得

L*((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣ=0,

即((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣL=0,由此可得R(L)⊂N(((ΣK)DΣ)†(ΣK)DΣ)=N((ΣK)DΣ)。证毕。
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注2 定理3的证明用到了N(A†A)=N(A),其中A∈ℂn×n。

设A 为(1)式中的复矩阵,则可推出

A췍=U
Δ-1
1 T-1 Δ-1

1 (Tk+1)-1췍T
(TX0)*Δ-1

1 T-1 (TX0)*Δ-1
1 (Tk+1)-1췍

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

T
U* (8)

其中Δ1=(I+TX0(TX0)*),췍T=Tk+1X0。事实上,由引理5可知

ADA=U
I TX0æ

è
çç

ö

ø
÷÷

0 0
U*,A†=U

T*Δ -T*ΔSN†

(In-t-N†N)S*Δ N†-(In-t-N†N)S*ΔSN

æ

è
çç

ö

ø
÷÷†
U*,

那么

(ADA)†=U
Δ-1
1 0

(TX0)*Δ-1
1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
0

U*,

故由A⊕=(ADA)†AD 即可得证。

众所周知,如果A 是一个非奇异矩阵,则X=A-1是下面秩方程的唯一解,

rank
A Iæ

è
ç

ö

ø
÷

I X
=rank(A)。

为了得到A⊕ 的一个类似表示形式,对奇异矩阵A 给出了下面结论。

定理4 设A∈ ℂn×n,ind(A)=k,rank(Ak)=r,则存在唯一的矩阵X 满足

AkX =0,X* =X,X2=X,rank(X)=n-r (9)

存在唯一的矩阵Y 满足

AkY=0,YA(Ak)* =0,Y2=Y,rank(Y)=n-r (10)

存在唯一的矩阵Z满足

rank
A I-Y

I-

æ

è
ç

ö

ø
÷

X Z
=rank(A) (11)

此时Z=A⊕,X=I-A⊕ A,Y=I-AA⊕。

证明 为了证明(9)式成立,令

(Ak)*Ak=U1
J1 0æ

è
çç

ö

ø
÷÷

0 0
U*
1 ,

其中U1 是酉矩阵,J1 是一个r阶的非奇异矩阵,容易验证

X=U1
0 0
0 In-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r
U*
1

满足(9)式。为了证明唯一性,假设X0 也满足(9)式,令X1=U*
1X0U1,假设

X1=
E1 F1

G1 H
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1

,E1 ∈ ℂr×r,

由(9)式可知

J1 0æ

è
çç

ö

ø
÷÷

0 0

E1 F1

G1 H
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
=0,

所以E1=0,F1=0,从而X1=
0 0
G1 H
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1

。由X*
1 =X1且rank(X1)=n-r可知,G1=0,H1=I。因此

X0=U1
0 0
0 In-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r
U*
1 =X,

容易验证I-A⊕ A=I-(ADA)†ADA 满足(9)式,故X=I-A⊕ A。
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接着证明(10)式成立。令A=U
T S
0

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
U*为核-EP分解矩阵,由引理5和(8)式可知

Ak=U
Tk 췍Tæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
U*,

A(Ak)* =U
T(Tk)* +S(Tk)* 0

N 췍( )T *

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
0

U*,

A췍=U
Δ-1
1 T-1 Δ-1

1 (Tk+1)-1췍T
(TX0)*Δ-1

1 T-1 (TX0)*Δ-1
1 (Tk+1)-1췍

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

T
U*。

容易验证

Y=I-AA췍=U
I-(TΔ1T-1+S(TX0)*Δ-1

1 T-1) -(TΔ-1
1 X0+S(TX0)*Δ-1

1 X0)

-N(TX0)*Δ-1
1 T-1 I-N(TX0)*Δ-1

1 X

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

0
U*

满足(10)式。其中

    YA(Ak)* =(I-AA⊕)A(Ak)* =A(Ak)* -A(ADA)†ADA(Ak)*

=A(Ak)* -A(I-PN(ADA))(Ak)* =A(Ak)* -A(I-PN(Ak))(Ak)*

=A(Ak)* -AI-PR((Ak)*)( )⊥ (Ak)* =A(Ak)* -A(Ak)* =0。

  下面证明Y 的唯一性。假设Y0 也满足(10)式,设Y1=U*Y0U 有分块形式

Y1=
E2 F2

G2 H
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

,E2 ∈ ℂr×r。

由AkY=0,可以得到

Tk 췍Tæ

è
ç

ö

ø
÷

0 0

E2 F2

G2 H
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2
=

W1 W2

W3 W
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

4
=0,

其中W1=TkE2+췍TG2=0,W2=TkF2+췍TH2=0。由T 的非奇异性得

E2=-T-k췍TG2,F2=-T-k췍TH2 (12)

又因为YA(Ak)*=0,有

E2 F2

G2 H
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

T S
0

æ

è
ç

ö

ø
÷

N

(Tk)* 0
췍( )T *

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
0

=
Z1 0

Z2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
0

=0。

已知췍T=Tk+1X0,其中

Z1=E2T(Tk)* +(E2S+F2N)췍( )T * = E2(T+S(TX0)*)+F2N(TX0)( )* (Tk)* =0,

Z2=G2T(Tk)* +(G2S+H2N)췍( )T * = G2(T+S(TX0)*)+H2N(TX0)( )* (Tk)* =0,
于是,由T 的非奇异性可得

E2=-F2N(TX0)*(T+S(TX0)*)-1,G2=-H2N(TX0)*(T+S(TX0)*)-1 (13)

因为rank(Y)=n-r,所以可得rank(H2)=n-r,H2 可逆,又由Y2=Y,可以得到G2F2+H2
2=H2,

代入(12)、(13)式 可 以 得 到 H-1
2 =N(TX0)*(T +S(TX0)*)-1TX0 +I,很 容 易 验 证 H2 =

I-N(TX0)*Δ-1
1 X0。再代入(12)、(13)式 中 可 求 得 E2 =I- (TΔ1T-1 +S(TX0)*Δ-1

1 T-1),

F2=-(TΔ-1
1X0+S(TX0)*Δ-1

1 X0),G2=-N(TX0)*Δ-1
1 T-1。所以Y=Y0,通过上面的计算可知

Y=I-AA⊕ 满足(10)式,此时

A I-Y
I-

æ

è
ç

ö

ø
÷

X Z
=

A AA⊕

A⊕

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

A Z
。

从而由引理4和(11)式可得
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rank
A I-Y

I-

æ

è
ç

ö

ø
÷

X Z
=rank

A AA⊕

A⊕

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

A Z
=rank(A)+rank(Z-A⊕ AA⊕),

由此可知,当Z=A⊕ AA⊕=A⊕ 时,(11)式成立,证毕。

例 设

A=

1 0 1 -1
0 1 1 -1
0 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

,

则rank(A)=3,rank(A2)=rank(A3)=2,即ind(A)=2,计算可得

AD =

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

,ADA=

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

,

(ADA)†=

1
3 -13 0 0

-13
1
3 0 0

1
3

1
3 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

,A⊕ =

1
3 -13 0 0

-13
2
3

1
3 0

1
3

1
3

2
3 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

,

则分块矩阵B=
A I-Y

I-

æ

è
ç

ö

ø
÷

X Z
=

A AA⊕

A⊕

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

A Z
=

1 0 1 -1 2
3 0 2

3 0

0 1 1 -1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1
3 -13 0 0 1

3 -13 0 0

-13
2
3

1
3 0 -13

2
3

1
3 0

1
3

1
3

2
3 0 1

3
1
3

2
3 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0 0 0 0 0
满足rank(B)=rank(A)=3。
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MatrixDualCore-EPInverseandOtherProperties

LIFan,HAIGuojun
(SchoolofMathematicalSciences,InnerMongoliaUniversity,Hohhot010021,China)

  Abstract:Therepresentationofthedualcore-EPinverseofamatrixusingthecore-EPdecom-
positionandHartwig-Spindelböckdecompositionisintroduced.Thecommutabilityofthematrix
withitsdualcore-EPinverseisfurtherexaminedanditsidempotenceandotherpropertiesare
explored.
  Keywords:dualcore-EPinverse;core-EPdecomposition;Hartwig-Spindelböckdecomposition
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