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线性关系矩阵的点谱、剩余谱和连续谱*
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(内蒙古大学数学科学学院,呼和浩特010021)

摘要:首先研究了两个线性关系矩阵的乘积等于它们形式乘积的条件,在此基础上得到了线

性关系矩阵L0-μI=
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的Frobenius-Schur分解;其次利用Frobenius-Schur

分解,讨论了L0-μI和它的Schur补在单射情况、值域的稠密性以及逆关系有界性之间的联

系;最后刻画了L0 的点谱、剩余谱和连续谱。
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  线性关系可以看作是单值算子在多值情况下的推广。20世纪中叶,VonNeumann在研究非稠

定微分算子的共轭时首次引入了线性关系的概念[1]。目前线性关系已经在经济学、医学、博弈论、人

工智能领域[2]以及退化演变方程[3]和微分包含[4]等方面得到了广泛应用。线性关系矩阵就是以线性

关系为元素的矩阵,又简称为关系矩阵。近些年人们开始关注关系矩阵的谱理论。

2022年,Du等[5]利用空间分解的方法研究了Hilbert空间中上三角关系矩阵LC=
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的闭性,给出了在不同条件下当C是有界算子时LC 值域闭和不闭的充要条件,在此基础上对关系矩

阵LC 的 闭 值 域 谱 进 行 了 刻 画。Álvarez等[6] 利 用 Frobenius-Schur分 解 研 究 了 关 系 矩 阵

L0=
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的本质谱,将矩阵的本质谱与Schur补的本质谱联系起来。2017年,Ammar等[7]利用

Frobenius-Schur分解在一定条件下得到了关系矩阵L0 的 Weyl谱与Schur补 Weyl谱之间的关系。

2022年,Ammar等[8]研究了关系矩阵L0 在Banach空间中的Frobenius-Schur分解,并利用该分解

得到了本质谱。可以发现,在研究关系矩阵的谱时Frobenius-Schur分解是一个强有力的工具,其实

不只如此,在对算子矩阵的谱进行研究时,也经常会用到Frobenius-Schur分解以及Schur补[9-11]。

尽管关系矩阵Frobenius-Schur分解和谱理论的研究已经有了大量的成果,但是未见2×2关系

矩阵的点谱、剩余谱和连续谱方面的描述,因此本文主要研究关系矩阵的Frobenius-Schur分解并进

而讨论2×2关系矩阵的点谱、剩余谱和连续谱。
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1 预备知识

若无特殊说明,本文中X,Y,Z是无穷维可分Hilbert空间,ℂ表示复数域。关系T:X→Y 是一

个映射,它将D(T)⊂X(其中D(T)是非空子集)中的元素映到Y中的某个非空子集中。若对于任意

的x1,x2 ∈D(T)和不全为零的数α,β⊂ ℂ 都有等式T(αx1+βx2)=αT(x1)+βT(x2)成立,则称

T 为线性关系。记D(T)和R(T)分别表示T 的定义域和值域,此时D(T)和R(T)都是线性子空

间。记LR(X,Y)为从X到Y的全体线性关系所构成的集合,LR(X,X)简记为LR(X)。若线性关系

T 将定义域里的每一个点都映成一个单点集,则T 就是线性算子。显然T 是线性算子的充要条件为

T(0)={0}。设T∈LR(X,Y),QT 表示从Y 到Y/T(0)的商映射,则QTT 是单值的。对于任意的

x∈X,定义 Tx = QTTx ,并定义T 的范数为 T = QTT 。设T∈LR(X,Y),若 T < ∞,则

称线性关系T 是有界的,BR(X,Y)表示从X 到Y 的全体有界线性关系所构成的集合。设T∈LR
(X,Y),若对于任意的邻域V⊂R(T),都有T-1(V)是D(T)的邻域,则称线性关系T是连续的。线

性关系T 是连续的当且仅当T 是有界的。设T ∈LR(X,Y),若对于任意的邻域U ⊂D(T),都有

T(U)是R(T)的邻域,则称线性关系T 是开的。线性关系T 是开的当且仅当T-1 是连续的。

设T∈LR(X,Y),T的图G(T)⊂X×Y定义为G(T)={(x,y)∈X×Y:x∈D(T),y∈Tx}。

T-1,T*,췍T 分别表示T 的逆关系、共轭关系和闭包,它们的图分别为G(T-1)={(y,x)∈Y×X:
(x,y)∈G(T)},G(T*)={(y*,x*)∈Y×X:对任意的(x,y)∈G(T),<x,x* >=<y,y* >},

G(췍T)=G(T)。设T∈LR(X,Y),若它的图G(T)⊂X×Y 是闭的(或者T=T),则称线性关系T是

闭的,CR(X,Y)表示从X 到Y 的全体闭线性关系所构成的集合。

注1[12] (ⅰ)对于线性关系T ∈LR(X,Y),有等式成立:D(T)=R(T-1),D(T-1)=R(T),

N(T)=T-1(0),N(T-1)=T(0),N(T*)=R(T)⊥,N(췍T)=R(T*)⊥,T*(0)=D(T)⊥,췍T(0)=
D(T*)⊥。其中N(T)={x∈X:0∈Tx}是线性关系T的零空间,T(0)={y∈Y:(0,y)∈G(T)}

是线性关系T 的多值部分;

(ⅱ)T 是单射当且仅当N(T)={0};

(ⅲ)设T∈LR(X,Y),则T 是满射当且仅当R(T)=Y;
(ⅳ)TT-1y=y+T(0)(y∈R(T)),T-1Tx=x+T-1(0)(x∈D(T))。

定义1[12] 设T∈LR(X,Y),则T 预解集定义为

ρ(T)={λ∈ ℂ:T-λI是单射,开的且值域是稠的}。

当T 是闭的线性关系时,预解集可写为

ρ(T)={λ∈ ℂ:(T-λI)-1 是定义在全空间上的有界线性算子},

结合闭图像定理T 的预解集可写为

ρ(T)={λ∈ ℂ:T-λI是单射也是满射}。

定义σ(T)=ℂ\ρ(T)为T 的谱,σp(T),σr(T),σc(T)分别表示T 的点谱、剩余谱和连续谱,并且定

义为

σp(T)={λ∈ ℂ:T-λI不是单射},

σr(T)={λ∈ ℂ:T-λI是单射,R(T-λI)≠Y},

σc(T)={λ∈ ℂ:T-λI是单射,R(T-λI)=Y,(T-λI)-1 无界}。

  引理2[12] 设S,T∈LR(X,Y),若D(T)=D(S),T(0)=S(0),则T=S或T 和S 互不包含。

引理3[12] 设T1∈LR(Y,Z),T2,T3∈LR(X,Y),当 D(T1)包含T2 和T3 的值域(特别地,
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D(T1)=Y)时,有T1(T2+T3)=T1T2+T1T3。

  引理4[12] 设T∈LR(X,Y),集合M⊂X,N⊂D(T),则T(M+N)=T(M)+T(N)。

  引理5[7] 设A1,A2∈LR(X),B1,B2∈LR(Y,X),C1,C2∈LR(X,Y),D1,D2∈LR(Y),则
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  引理6 设T∈LR(X,Y),S∈LR(Y,Z),H∈LR(X,Z),若ST=H 且D(S)⊂R(T),则R(H)

=R(S)。

证明 首先证明R(S)⊂R(H),取任意的z∈R(S),则存在y∈D(S)使得z∈Sy。因为y∈
D(S)⊂R(T),所以存在x∈D(T)使得y∈Tx,因此z∈Sy⊂STx,由ST=H 可知z∈R(H),故

R(S)⊂R(H)。

接下来证明R(H)⊂R(S),取任意的z∈R(H),则存在x∈D(H)使得z∈STx。因为D(H)=
D(ST)={x∈X:STx≠⌀}={x∈X:D(S)∩Tx≠⌀},所以存在y∈Tx且y∈D(S)满足z∈Sy,进

而有z∈STx,由此可得R(H)⊂R(S)。

引理7[13] 设A∈LR(X),B∈LR(Y,X),C∈LR(X,Y),D∈LR(Y),若R(A)⊂R(D),R(C)⊂

R(D),N(A)⊂N(B)且 N(A)⊂N(C),则关系矩阵 M1=
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引理8[12] 设S,T∈LR(X,Y),若D(T)⊂D(S)且S连续,则(S+T)*=S*+T*。

引理9[12] 设闭子空间X1,X2⊂X,则(X⊥
1 ∩X⊥

2 )⊥=X1+X2。

2 主要结果

定理1 设A2∈LR(X),B2∈LR(Y,X),C1,C2∈LR(X,Y),D2∈LR(Y),若R(A2)∪R(B2)⊂

D(C1),A2(0)+B2(0)⊂N(C1),则
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  证明 注意到R(A2)∪R(B2)⊂D(C1),结合引理3有

C1(A2(0)+B2(0))=C1A2(0)+C1B2(0) (1)
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,则

x∈A2(0)+B2(0),y∈C1(A2(0)+B2(0))+C2(0)+D2(0),

即存在y1∈C1(A2(0)+B2(0)),y2∈C2(0)+D2(0),使得y=y1+y2。对于y1,存在x1∈A2(0)+

B2(0),满足y1∈C1(x+x1)=C1x+C1x1。因为A2(0)+B2(0)⊂N(C1),所以C1x⊂C1C-1
1 (0)=
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C1(0),故y∈C1x+y2,因此
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由条件R(A2)∪R(B2)⊂D(C1),有
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根据引理2和引理5可知M1M2=M。

定理2 设A1∈LR(X),B2∈LR(Y,X),C1∈LR(X,Y),D1∈LR(Y),若R(B2)⊂D(A1)∩

D(C1),R(C2)⊂D(B1)∩D(D1),C1B2(0)⊂C1(0)+D1(0),则
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,因此M1M2(0)=M(0)。注意到
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结合引理2和引理5可知M1M2=M。

定理3 设A∈LR(X),B∈LR(Y,X),C∈LR(X,Y),D∈LR(Y),D(A)⊂D(C),R(B)⊂
R(A),若CA-1B(0)⊂C(0)+D(0),则
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  证明 注意到D(CA-1)={x∈X:CA-1x≠⌀}={x∈X:D(C)∩A-1x≠⌀},因为A-1x⊂
R(A-1)=D(A)⊂D(C),故D(CA-1)={x∈X:A-1x≠⌀}=D(A-1)=R(A)。根据定理1和定理2
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è
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÷÷

B
,T=

I A-1B

0

æ

è
çç
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ø
÷÷

I
。

此时RST
æ
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0

0
=

A P1

P2 P

æ
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3

æ
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0

0
=

A(0)+B(0)

CA-1B(0)+D(0

æ

è
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÷÷
)
,包含关系CA-1B(0)⊂C(0)+D(0)蕴含了

CA-1B(0)+D(0)⊂C(0)+D(0)。注意到C(0)⊂CA-1B(0),则C(0)+D(0)⊂CA-1B(0)+D(0)。

因此CA-1B(0)+D(0)=C(0)+D(0),即RST
æ

è
çç

ö

ø
÷÷
0

0
=

A(0)+B(0)

C(0)+D(0

æ
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)
=(L0-μI)

æ
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0

0
。注意到

      D(RST)=
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
∈X×Y:RST

xæ

è
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÷÷

y{ }≠⌀

=
xæ
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÷÷

y
∈X×Y:D(R)∩ST

xæ

è
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y{ }≠⌀

=
xæ

è
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÷÷

y
∈X×Y:ST

xæ

è
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y{ }≠⌀

=D(A)×(D(B)∩D(D))=D(L0)。

结合引理2和引理5可知RST=L0。

推论4 设 A∈LR(X),B∈LR(Y,X),C∈LR(X,Y),D∈LR(Y),若 D(A)⊂D(C),

R(B)⊂R(A-μI)且对于任意的μ∈ℂ,有C(A-μI)-1B(0)⊂C(0)+D(0),则

L0-μI=RST (2)

成立,其中

Δ(μ)=D-C(A-μI)-1B-μI

L0-μI=
A-μI B

C D-μ
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I

R=
I 0

C(A-μI)-1
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I

S=
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0 D-C(A-μI)-1B-μ

æ

è
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÷÷

I

T=
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0
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÷÷

I

(3)
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  定理5 设A∈LR(X),B∈LR(Y,X),C∈LR(X,Y),D∈LR(Y),若D(A)⊂D(C),R(B)⊂

R(A-μI)且对于任意的μ∈ℂ,有C(A-μI)-1B(0)⊂C(0)+D(0),则当B 是单射时,有σp(L0)=

σp(A)∪(σp(Δ)∩Ω2)∪Ω3;当B 不是单射时,有σp(L0)=σp(A)∪(σp(Δ)∩(Ω1∪Ω2))∪Ω3,其中

Ω1={μ∈ ℂ:存在y≠0,使得0∈By∩Δ(μ)y},

Ω2={μ∈ ℂ:存在y≠0,使得0∈Δ(μ)y且(A-μI)x∩ (-By)≠ {0}},

Ω3={μ∈ ℂ:存在x≠0,使得(A-μI)x∩B(0)≠ {0}},

L0 和Δ(μ)的定义见推论4和公式(3)。

证明 记 M(μ)=
A-μI B

0 Δ(μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
)
,则 L0-μI 不是单射⇔M(μ)不是单射,即σp(L0)=

σp(M(μ))。下证

M(μ)不是单射 ⇔
B 不是单射时,μ∈σp(A)∪ (σp(△)∩ (Ω1 ∪Ω2))∪Ω3;

B 是单射时,μ∈σp(A)∪ (σp(△)∩Ω2)∪Ω3
{ 。

设 M(μ)不是单射,则存在
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
≠

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
0

0
,使得

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
0

0
∈M(μ)

xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
,即0∈Δ(μ)y且0∈(A-μI)x+By。

设B 不是单射:当x≠0,y=0时,有0∈ (A-μI)x+B(0)。若0∈ (A-μI)x,则A-μI不

是单射。若0∉(A-μI)x,则μ∈Ω3;当x=0,y≠0时,由0∈A(0)+By,0∈Δ(μ)y,易知△(μ)

不是单射。此时,若0∈By,则μ∈Ω1,若0∉By,则A(0)∩ (-By)≠ {0};当x≠0,y≠0时,

有0∈ (A-μI)x+By,0∈Δ(μ)y,易知Δ(μ)不是单射且(A-μI)x∩ (-By)≠ {0}。

因为{μ∈ ℂ:存在y≠0,使得0∈Δ(μ)y且A(0)∩ (-By)≠ {0}}∪ {μ∈ ℂ:存在x,y≠
0,使得0∈△(μ)y且(A-μI)x∩(-By)≠{0}}={μ∈ℂ:存在x∈D(A),y≠0,使得0∈△(μ)y
且(A-μI)x∩ (-By)≠ {0}},所以当μ∈σp(M)时可推得μ∈σp(A)∪ (σp(△)∩ (Ω1∪Ω2))

∪Ω3。

设B 是单射:当x≠0,y=0时,有0∈ (A-μI)x+B(0)。若0∈ (A-μI)x,则A-μI不是

单射,若0∉(A-μI)x,则μ∈Ω3;当x=0,y≠0时,有0∈A(0)+By,0∈Δ(μ)y,易知Δ(μ)不

是单射。此时0∉By(因为当0∈By时,由于y≠0可以推得B不是单射,这与已知矛盾),即A(0)

∩ (-By)≠ {0};当x≠0,y≠0时,有0∈ (A-μI)x+By,0∈Δ(μ)y,易知Δ(μ)不是单射且

(A-μI)x∩ (-By)≠ {0}。因此当μ∈σp(M)时,可推得μ∈σp(A)∪ (σp(Δ)∩Ω2)∪Ω3。

反过来,下面分别从B 不是单射和B 是单射两种情形来讨论。

设B 不是单射,下面分4种情形讨论:

情形1: 设A-μI不是单射,则存在x≠0,使得0∈(A-μI)x。显然
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷
0
≠

æ
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ø
÷÷
0

0
且

æ

è
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0

0
∈M(μ)

xæ
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ø
÷÷
0
=
(A-μI)(x)+B(0)

Δ(μ)(0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

)
,因此M(μ)不是单射。

情形2: 设Δ(μ)不是单射且μ∈Ω1,则存在y≠0,使得0∈By∩Δ(μ)y,显然
0æ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
≠

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
0

0
且

æ

è
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÷÷
0

0
∈

M(μ)
0æ

è
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ø
÷÷

y
=
(A-μI)(0)+By
Δ(μ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
,因此M(μ)不是单射。

情形3: 设Δ(μ)不是单射且μ∈Ω2,则存在x≠0,y≠0,使得(A-μI)x∩(-By)≠{0},0∈
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Δ(μ)y。显然
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
≠

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
0

0
且

æ

è
çç
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ø
÷÷
0

0
∈M(μ)

xæ

è
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ø
÷÷

y
=
(A-μI)x+By
Δ(μ)
æ

è
çç
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ø
÷÷

y
,因此M(μ)不是单射。

情形4: 设μ∈Ω3,则存在x≠0,使得0∈(A-μI)x+B(0)。显然
xæ

è
çç
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ø
÷÷
0
≠

æ

è
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ø
÷÷
0

0
且

æ
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0
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M(μ)
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷
0
=
(A-μI)(x)+B(0)

Δ(μ)(0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

)
,因此M(μ)不是单射。

设B 是单射:当A-μI不是单射时,M(μ)不是单射的证明与情形1的证明相同。当Δ(μ)不是

单射且μ∈Ω2 时,M(μ)不是单射的证明与情形3的证明相同。当μ∈Ω3 时,M(μ)不是单射的证明与

情形4的证明相同。

注2 若要L0-μI 不是单射,即存在
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
≠

æ

è
çç
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÷÷
0

0
满足

æ

è
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0

0
∈(L0-μI)

xæ
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ø
÷÷

y
=RST

xæ
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÷÷

y
,注意到

æ
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0

0
∈R

æ

è
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÷÷
0

0
,所 以 只 需 满 足

æ

è
çç
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ø
÷÷
0

0
∈ST

xæ

è
çç
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÷÷

y
即 可。根 据 定 理 1 和 引 理 2 可 知 ST =

A-μI (A-μI)(A-μI)-1B

0 Δ(μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

)
=

A-μI B

0 Δ(μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
)
=M(μ),所以当讨论L0-μI是否为单射时,只需

考虑M(μ)是否为单射即可。

定理6 设A∈LR(X),B∈LR(Y,X),C∈LR(X,Y),D∈LR(Y),若D(A)⊂D(C),D(L0)≠
{0},R(B)⊂R(A-μI)且对于任意的μ∈ℂ,有C(A-μI)-1B(0)⊂C(0)+D(0),则σr(L0)=(σr(A)

∩Ω8)∪(σr(△)∩Ω9))∪Ω10,其中

Ω8=(Ω5\σp(△))∪ (Ω5 ∩Ω6 ∩Ω7),

Ω9=(Ω5\σp(△))∩Ω4,

Ω10=Ω4 ∩ (Ω5\σp(△))∩Ω6 ∩Ω7。

  证明 记

Ω4={μ∈ ℂ:R(C(A-μI)-1)+R(△(μ))≠Y},

Ω5={μ∈ ℂ:任意的x≠0,满足(A-μI)x∩B(0)=⌀},

Ω6={μ∈ ℂ:任意的y≠0,满足A(0)∩ (-By)=⌀},

Ω7={μ∈ ℂ:任意的x,y≠0,满足(A-μI)x∩ (-By)=⌀},

  根据定理4的证明可知,D(C(A-μI)-1)=R(A-μI),所以由公式(3)和定理1可知

RS =
I 0

C(A-μI)-1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

I

A-μI 0

0 Δ(μ

æ

è
çç
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ø
÷÷
)
=

A-μI 0

C(A-μI)-1(A-μI) C(A-μI)-1(0)+Δ(μ

æ

è
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ö

ø
÷÷
)
,

记
A-μI 0

C(A-μI)-1(A-μI) C(A-μI)-1(0)+Δ(μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
)
=N(μ)。因为

        D(RS)=
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
∈X×Y:RS

xæ

è
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ø
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y{ }≠⌀

=
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∈X×Y:D(R)∩S
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=
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷
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∈X×Y:S
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è
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ø
÷÷

y{ }≠⌀

=D(A)×(D(B)∩D(D))。
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对于任意的x∈D(A),y∈D(B)∩D(D),取x1∈(A-μI)-1By⊂D(A),则存在x2∈D(A)⊂X 满足

x=x1+x2,所以

xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
∈

x2+(A-μI)-1Byæ
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0
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I

x2æ
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÷÷

y
⊂R(T)。

结合引理6知R(L0-μI)=R(N(μ)),所以R(L0-μI)≠X×Y⇔R(N(μ))≠X×Y。

下证R(N(μ))=X×Y⇔R(A-μI)=X 且R(C(A-μI)-1)+R(Δ(μ))=Y。

设R(N(μ))=X×Y,对于任意
xæ

è
çç
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ø
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y
∈X×Y,存在

xn

y
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y
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(n→∞)。由

xn

y
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è
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∈R(N(μ)),故存在
x0n

y0
æ

è
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n

∈D(A)×(D(B)∩D(D))满足
xn

y

æ

è
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÷÷

n

∈
(A-μI)x0n

Cx0n+Δ(μ)y0
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

n

。因为xn→

x(n→∞),所以R(A-μI)=X。

由xn∈(A-μI)x0n 可知(A-μI)x0n=xn+A(0),所以(A-μI)-1(A-μI)x0n=(A-μI)-1

(xn+A(0)),即x0n+(A-μI)-1(0)=(A-μI)-1xn+(A-μI)-1(0),因此x0n∈(A-μI)-1xn。结合

yn∈Cx0n +Δ(μ)y0n 可 得 yn ∈C(A -μI)-1xn +Δ(μ)y0n。因 为 yn →y(n→ ∞),所 以

R(C(A-μI)-1)+R(Δ(μ))=Y。反过来,设R(A-μI)=X 且R(C(A-μI)-1)+R(Δ(μ))=Y。对

于任意的
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
∈X×Y,由R(C(A-μI)-1)+R(Δ(μ))=Y 可知,存在yn∈R(C(A-μI)-1)+

R(Δ(μ)),满足yn→y(n→∞)。注意到yn∈R(C(A-μI)-1)+R(Δ(μ)),则存在x0n∈R(A-μI),

y0n∈D(B)∩D(D)使得yn∈C(A-μI)-1x0n+Δ(μ)y0n。此时存在x1n∈(A-μI)-1x0n,使得yn∈Cx1n+

Δ(μ)y0n。因为R(A-μI)=X,所以存在xn∈R(A-μI),满足xn→x(n→∞)。因为xn∈R(A-μI),

所以存在x2n∈D(A),使得xn∈(A-μI)x2n=(A-μI)x1n+(A-μI)(x2n-x1n),进而有

  
xæ
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∈
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0 0
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。

  由于R(A-μI)=X,所以对于某一个固定的u∈X,存在u2n∈(A-μI)(x2n-x1n),满足u2n→u

(n→∞)。取u1n=xn-u2n,则u1n=xn-u2n∈(A-μI)x2n-(A-μI)(x2n-x1n)=(A-μI)x1n,所以
u1n

y
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。因为
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具有任意性,所以
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y
∈X×Y 也具有任意性,

因此R(N(μ))=X×Y。

综上所述,R(N(μ))=X×Y⇔R(A-μI)=X 且R(C(A-μI)-1)+R(Δ(μ))=Y,即

R(N(μ))≠X×Y⇔R(A-μI)≠X 或μ∈Ω4 (4)

  下证,M(μ)是单射⇔A-μI是单射,μ∈Ω5 且μ∈(Ω6∩Ω7)∪{μ∈ℂ:Δ(μ)是单射},其中

M(μ)=
A-μI B

0 Δ(μ

æ
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。设M(μ)是单射,则对于任意的
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∈D(A)×(D(B)∩D(D)),都有
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æ
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y
。分以下3种情形来讨论:

情形1: 当x≠0,y=0时,有
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)
。因为0∈Δ(μ)(0),所以0∉(A-μI)x

+B(0)即μ∈Ω5,又因为0∈B(0),所以0∉(A-μI)x,由x的任意性可知A-μI是单射。

情形2: 当x=0,y≠0时,有
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y
。当0∉(A-μI)(0)+By 时,易知

μ∈Ω6。当0∉Δ(μ)y时,由y的任意性可知Δ(μ)是单射。

情形3: 当x≠0,y≠0时,有
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。当0∉(A-μI)x+By时,易知μ∈Ω7。

当0∉Δ(μ)y时,由y的任意性可知Δ(μ)是单射。

反过来,设A-μI和Δ(μ)均为单射且μ∈Ω5∩Ω6。假设 M(μ)不是单射,即存在非零的
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
∈

D(M(μ))使得
æ

è
çç

ö

ø
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0

0
∈
(A-μI)x+By
Δ(μ)
æ

è
çç

ö

ø
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y
。当y≠0时,由Δ(μ)是单射可知0∉Δ(μ)y,这与0∈Δ(μ)y

矛盾;当y=0时,由A-μI是单射且μ∈Ω5∩Ω6 可知,0∉(A-μI)x+B(0),这与0∈(A-μI)x+

B(0)矛盾。因此M(μ)是单射。

同理,当A-μI是单射且μ∈Ω5∩Ω6∩Ω7 时,M(μ)是单射。由公式(4)可得σr(L0)=(σr(A)∩

Ω8)∪(σr(△)∩Ω9))∪Ω10。

  推论7 设A∈CR(X),B∈L(Y,X),C∈LR(X,Y),D∈BR(Y),若D(A)⊂D(C),D(B)⊂

D(D),R(B)=R(A-μI)且对于任意的μ∈ℂ,有C(A-μI)-1B(0)⊂C(0)+D(0),则当N(D-μI)

=D(D),N(C(A-μI)-1B)=D(B)且μ∈ρ(A)时,σr(L0)=σr(Δ)。

证明 设μ∈ρ(A),则μ∉σr(A)。易知Ω6∩Ω7={μ∈ℂ:对于任意的y≠0,满足(A-μI)x∩
(-By)=⌀}。取0≠y∈D(B)∩D(D),x1∈By,则-x1∈(-By)且-x1∈X=R(A-μI),即存在

x∈D(A)使得-x1∈(A-μI)x,因此Ω6∩Ω7=⌀。下面证明σr(Δ)⊂Ω4。因为R(C(A-μI)-1)+

R(Δ(μ))⊂R(C(A-μI)-1)+R(Δ(μ)),所以

R(C(A-μI)-1)+R(Δ(μ))⊂R(C(A-μI)-1)+R(Δ(μ)) (5)

由引理9可知

    R(C(A-μI)-1)+R(Δ(μ))=(R(C(A-μI)-1)⊥∩R(Δ(μ))⊥)⊥

=(R(C(A-μI)-1)⊥∩R(Δ(μ))⊥)⊥。

易知(R(C(A-μI)-1)⊥ ∩R(Δ(μ))⊥)⊥ ≠Y⇔R(C(A-μI)-1)⊥ ∩R(Δ(μ))⊥ ≠{0},注意到

R(C(A-μI)-1)⊥=N((C(A-μI)-1)*),N(Δ(μ))⊥=N(Δ(μ)*),所以

(R(C(A-μI)-1)⊥∩R(Δ(μ))⊥)⊥≠Y⇔N((C(A-μI)-1)*)∩N(Δ(μ)*)≠ {0} (6)

要证明σr(Δ)⊂Ω4,只需证明当R(Δ(μ))≠Y 时,有R(C(A-μI)-1)+R(Δ(μ))≠Y 成立。根据公式

(5)和(6)可知,只需证明当R(Δ(μ))≠Y 时,N((C(A-μI)-1)*)∩N(Δ(μ)*)≠{0}成立即可。因为

D(B)⊂D(D)且D 有界,所以根据引理8可知,当R(Δ(μ))≠Y 时,

    N(Δ(μ)*)=N((D-μI-C(A-μI)-1B)*)

=N((D-μI)*-(C(A-μI)-1B)*)≠{0} (7)
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对于任意的y*∈N((D-μI)*)∩N((C(A-μI)-1B)*),有

((D-μI)*-C(A-μI)-1B)*)y*=(D-μI)*y*-C(A-μI)-1B)*y*

=(D-μI)*(0)-C(A-μI)-1B)*(0)

=((D-μI)*-C(A-μI)-1B)*)(0),

所以y*∈N((D-μI)*-C(A-μI)-1B)*),即

N((D-μI)*)∩N((C(A-μI)-1B)*)⊂N((D-μI)* -C(A-μI)-1B)*) (8)

对于任意的y*∈N((D-μI)*-(C(A-μI)-1B)*),有

(D-μI)*y* -(C(A-μI)-1B)*y* =(D-μI)*(0)-C(A-μI)-1B)*(0) (9)

因为N(D-μI)=D(D),所以N(D-μI)⊥=D(D)⊥=D(D-μI)⊥,故

R((D-μI)*)=N(D-μI)⊥=D(D-μI)⊥=(D-μI)*(0) (10)

将公式(10)代入公式(9)可得,(C(A-μI)-1B)*y*=(C(A-μI)-1B)*(0),即

N((D-μI)* -(C(A-μI)-1B)*)⊂N((C(A-μI)-1B)*)。

同理,由N(C(A-μI)-1B)=D(B)=D(C(A-μI)-1B)可得 N((D-μI)*-(C(A-μI)-1B)*)⊂

N((D-μI)*)。因此

N((D-μI)* -(C(A-μI)-1B)*)⊂N((C(A-μI)-1B)*)∩N((D-μI)*) (11)

由公式(7)、公式(8)和公式(11)可得N(Δ(μ)*)=N((C(A-μI)-1B)*)∩N((D-μI)*)≠{0}。

因为R(B)=R(A-μI)=X,所以R(C(A-μI)-1)=R(C(A-μI)-1B),即

N((C(A-μI)-1B)*)=R(C(A-μI)-1B)⊥=R(C(A-μI)-1)⊥=N((C(A-μI)-1)*),

因此

N((C(A-μI)-1)*)∩N(Δ(μ)*)=N(Δ(μ)*)≠ {0}。

故由定理6可得,σr(L0)=σr(Δ)。

注3 特别地,当D=μI时Δ(μ)=-C(A-μI)-1B,即R(Δ(μ))=R(-C(A-μI)-1B)。所以当

R(Δ(μ))≠Y 时,

N((C(A-μI)-1)*)∩N(Δ(μ)*)=R(Δ(μ))⊥≠ {0}。

因此,当D=μI时,不需要条件N(D-μI)=D(D)和N(C(A-μI)-1B)=D(B)成立也能得到推论7
的结论。

定理8 设A∈LR(X),B∈LR(Y,X),C∈LR(X,Y),D∈LR(Y)满足D(A)⊂D(C),R(B)⊂

R(A-μI)且对于任意的μ∈ℂ,有C(A-μI)-1B(0)⊂C(0)+D(0),若C(A-μI)-1和(A-μI)-1B
都是有界单值的,则σc(L0)=(σc(A)∩Ω11)∪(σc(Δ))∩Ω12),其中

Ω11={μ∈ ℂ:R(Δ(μ))=Y}∩Ω8,

Ω12={μ∈ ℂ:R(A-μI)=X}∩ (Ω5\σp(A)),

Ωi 的定义见定理6,其中i={4,5,6,7,8,9,10}。

  证明 由公式(2)可知,(L0-μI)-1=(RST)-1=T-1S-1R-1。所以根据引理7有

(L0-μI)-1=
I -(A-μI)-1B

0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

I

A-μ( )I -1 0

0 Δ(μ)-
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1

I 0

-C(A-μI)-1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

I
。

由于C(A-μI)-1和(A-μI)-1B 都是有界单值的,进而T-1和R-1是有界单值的,此时(L0-μI)-1

无界当且仅当S-1无界,所以(L0-μI)-1无界当且仅当(A-μI)-1无界或Δ(μ)-1无界。

由定理6的证明可知,R(L0-μI)=R(N(μ)),其中
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N(μ)=
A-μI 0

C(A-μI)-1(A-μI) C(A-μI)-1(0)+Δ(μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
)
。

  接下来证明R(N(μ))=X×Y⇔R(A-μI)=X 且R(Δ(μ))=Y。

设R(N(μ))=X×Y,则对于任意的
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
∈X×Y,存在

xn

y

æ

è
çç
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ø
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n

∈R(N(μ))使得

xn

y
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n
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x

y-y
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0

(n→ ∞),

其中y0∈Y。因为
xn

y
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n

∈R(N(μ)),所以存在
x0n

y0
æ
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çç
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ø
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n

∈D(A)×(D(B)∩D(D))满 足
xn

y

æ
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çç
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n

∈

(A-μI)x0n

Cx0n+Δ(μ)y0
æ

è
çç
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ø
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n

。xn→x(n→∞)蕴含了R(A-μI)=X。由xn∈(A-μI)x0n 可知,(A-μI)x0n=xn+

A(0),进而有(A-μI)-1(A-μI)x0n=(A-μI)-1(xn+A(0)),即x0n+(A-μI)-1(0)=(A-μI)-1xn

+(A-μI)-1(0),因此x0n∈(A-μI)-1xn。再由yn∈Cx0n+Δ(μ)y0n,可得

yn ∈C(A-μI)-1xn +Δ(μ)y0n。

设yn=y1,n+y2,n,其中y1,n=C(A-μI)-1xn,y2,n∈Δ(μ)y0n,且y1,n→y0。由yn→y-y0(n→∞)可知

y2,n→y(n→∞),由y 的任意性可知,R(Δ(μ))=Y。因此R(N(μ))=X×Y⇒R(A-μI)=X 且

R(Δ(μ))=Y。

反过来,设R(A-μI)=X 且R(Δ(μ))=Y,则对于任意的x∈X,存在xn∈(A-μI)x0n,使得xn→

x(n→∞),其中x0n∈D(A)。由xn∈(A-μI)x0n 可以推出,x0n∈(A-μI)-1xn,故

Cx0
n ⊂C(A-μI)-1xn。

取y1n∈Cx0n⊂C(A-μI)-1xn,因为C(A-μI)-1有界,所以由xn→x(n→∞)可知,C(A-μI)-1xn 也

收敛,设y1n=C(A-μI)-1xn→y1(n→∞)。由于R(Δ(μ))=Y,则对于任意y∈Y,存在yn∈Δ(μ)y0n,

使得yn→y-y1(n→∞),其中y0n∈D(B)∩D(D)。进而y1n+yn→y(n→∞),因此对于任意的
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
∈

X×Y,存在
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y1n +y
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ø
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n +Δ(μ)y0
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使得
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y1n+y
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n

→
xæ

è
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y
(n→∞),即R(N(μ))=X×Y。综上,R(N(μ))=X×Y⇔R(A-μI)=X 且

R(Δ(μ))=Y。结合定理6的证明可知,σc(L0)=(σc(A)∩Ω11)∪(σc(△))∩Ω12)。
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PointSpectrum,ResidualSpectrum,and
ContinuousSpectrumofLinearRelationMatrices

LÜYingxue,HUANGJunjie
(SchoolofMathematicalSciences,InnerMongoliaUniversity,Hohhot010021,China)

  Abstract:Firstly,theconditionthattheproductoftwolinearrelationalmatricesisequaltotheir

formalproductwasstudied,andthentheFrobenius-Schurfactorizationofthelinearrelationmatrix

L0-μI=
A-μI B

C D-μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

I
wasfurtherlyobtained.Secondly,weusetheFrobenius-Schurfactoriza-

tiontodiscusstheinjectiveness,thedensityofrangeandtheboundednessofinversesforL0-μIand

itsSchurcomplement.Finally,wecharacterizethepointspectrum,residualspectrumandcontinuous

spectrumofL0.

  Keywords:linearrelationmatrix;Frobenius-Schurfactorization;pointspectrum;residual

spectrum;continuousspectrum
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