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b-距离空间中推广的Bogin不动点定理*

安凯锋,林雨繁,贺 飞

(内蒙古大学数学科学学院,呼和浩特010021)

摘要:强b-距离空间和b-距离空间是比距离空间更广泛的空间框架。在强b-距离空间和b-距
离空间中分别建立了两类Bogin不动点定理。这些结果是距离空间中Bogin不动点定理的

推广。
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  距离型空间的概念最初是由Bakhtin提出的。1993年,Czerwik[1]将距离型空间命名为b-距离空

间。b-距离空间是比距离空间更一般的空间框架,在b-距离空间中建立的结果比距离空间中的结果

具有更广泛的应用,见文献[2-7]。
另一方面,1973年,Goebel等[8]在一致凸Banach空间给出了一个不动点定理,该定理是Brow-

der-Gonde-Kirk不动点定理的一个推广,是一个重要的非扩张映射不动点定理。之后,许多学者考虑

这一结果的推广形式,见文献[9-12]。特别地,1976年,Bogin[11]将该不动点定理推广到了距离空间。

此后,受Bogin的启发,'Ciri'c等在各类空间中建立了Bogin不动点定理,见文献[13-16]。
本文结合不同空间性质给出了一些引理。由此,在强b-距离空间及b-距离空间上建立了两类不

同的Bogin不动点定理。当空间系数s=1时,可以得到距离空间中的Bogin不动点定理。

1 预备知识

下面先回顾一些基本概念。

定义1[1,17-18] 设X 是非空集合,s≥1。若映射d:X×X→N+满足对于任意的x,y,z∈X,
(1)d(x,y)=0当且仅当x=y;
(2)d(x,y)=d(y,x);
(3)d(x,y)≤s[d(x,z)+d(z,y)],则称(X,d)是系数为s的b-距离空间。
进一步,若用(3′)d(x,y)≤sd(x,z)+d(z,y)代替条件(3),则称(X,d)是系数为s的强b-距离

空间。
注1[19] 设(X,d)是一个强b-距离空间,由定义1可以得到下面的不等式

d(x,y)≤d(x,z)+sd(z,y),对任意的x,y,z∈X。
事实上,对任意x,y,z∈X,可得
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d(x,y)=d(y,x)≤sd(y,z)+d(z,x)=d(x,z)+sd(z,y)。

  注2 距离空间是特殊的强b-距离空间,强b-距离空间是特殊的b-距离空间,反之都不成立,反
例见文献[20]。

定义2[1,17] 设(X,d)是b-距离空间,{xn}⊆X。
(1)称序列{xn}是收敛于X 中的一点x,如果lim

n→∞
d(xn,x)=0;

(2)称{xn}是Cauchy列,如果lim
n,m→∞

d(xn,xm)→0;

(3)称(X,d)是完备的,如果X 中每个Cauchy列都是收敛的。
在强b-距离空间中同样可以定义收敛、Cauchy列和空间完备的概念,形式与定义2相同。
设(X,d)是一个b-距离空间。称自映射F:X→X是连续的,如果对于任意X中的收敛点列{xn}

且lim
n→∞

xn =x*,有

lim
n→∞

Fxn =Fx*。

我们称X 中的b-距离d是连续的,如果对任意X 中的收敛点列{xn},{yn}且满足lim
n→∞

xn =x* 以及

lim
n→∞

yn =y*,有

lim
n→∞

d(xn,yn)=d(x*,y*)。

  定理1.1[5] 设 (X,d)是一个完备的距离空间,s≥1。若F:X →X 是一个满足下述条件的映

射,对所有的x,y∈X:

d(Fx,Fy)≤ad(x,y)+b[d(x,Fx)+d(y,Fy)]+c[d(x,Fy)+d(y,Fx)],
其中a≥0,b,c>0且a+2b+2c=1,则F 在X 上存在唯一的不动点。

2 强b-距离空间的Bogin不动点定理

定理2.1 设 (X,d)是一个完备的强b-距离空间(s≥1),F:X→X 是一个自映射,且对任意的

x,y∈X,有

d(Fx,Fy)≤ad(x,y)+b[d(x,Fx)+d(y,Fy)]+c[d(x,Fy)+d(y,Fx)] (1)
其中a≥0,b,c>0,a+2b+(s+1)c=1,则F 在X 上存在唯一的不动点。

在证明定理2.1之前,先证明如下引理。
引理2.1 若自映射F 满足公式(1),其中a,b,c≥0,a+2b+(s+1)c=1,则对于任意的x∈X,

有

d(Fx,F2x)≤d(x,Fx) (2)

  证明 由公式(1)可得,对于任意的x∈X,

  d(Fx,F2x)≤ad(x,Fx)+b[d(x,Fx)+d(Fx,F2x)]+c[d(x,F2x)+d(Fx,Fx)]

≤ad(x,Fx)+b[d(x,Fx)+d(Fx,F2x)]+c[d(x,Fx)+sd(Fx,F2x)]

≤ (a+b+c)d(x,Fx)+(cs+b)d(Fx,F2x)。
因此

d(Fx,F2x)≤a+b+c
1-cs-bd

(x,Fx)=d(x,Fx)。

  引理2.2 若自映射F 满足公式(1),其中a,c≥0,b>0,a+2b+(s+1)c=1,则存在κ<s+1,使
得对于任意的x∈X,

d(Fx,F3x)≤κd(x,Fx) (3)

  证明 由公式(1)和公式(2)可知

  d(Fx,F3x)≤ad(x,F2x)+b[d(x,Fx)+d(F2x,F3x)]+c[d(x,F3x)+d(F2x,Fx)]
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≤a[sd(x,Fx)+d(Fx,F2x)]+b[d(x,Fx)+d(F2x,F3x)]

+c[d(x,Fx)+sd(Fx,F3x)+d(Fx,F2x)]

=[(s+1)a+2b+2c]d(x,Fx)+csd(Fx,F3x)。
因此

d(x,F3x)≤
(s+1)a+2b+2c

1-cs d(x,Fx),

其中κ=
(s+1)a+2b+2c

1-cs =
(s+1)a+2b+2c

a+2b+c <s+1。

引理2.3 若自映射F 满足公式(1),其中a≥0,b,c>0,a+2b+(s+1)c=1,则存在m<1,使得

对于任意的x∈X,

d(F2x,F3x)≤md(x,Fx)。

  证明 由公式(1),公式(2)和公式(3)可得

d(F2x,F3x)≤ad(Fx,F2x)+b[d(Fx,F2x)+d(F2x,F3x)]

+c[d(Fx,F3x)+d(F2x。F2x)]

≤ (a+2b+κc)d(x,Fx),    
其中m=a+2b+κc<a+2b+(s+1)c=1。

  定理2.1证明 由引理2.3可得,对于任意的正整数n≥2,存在m<1,对于任意x∈X,

d(Fnx,Fn+1x)≤md(Fn-2x,Fn-1x)。
因此,若n是偶数,则d(Fnx,Fn+1x)≤m

n
2d(x,Fx);若n是奇数,则d(Fnx,Fn+1x)≤m

n-1
2d(Fx,

F2x)≤m
n-1
2d(x,Fx)。由此可知对任意的n≥2,对于x∈X,

d(Fnx,Fn+1x)≤ ( )m
n-1d(x,Fx)。

任取n′,n∈N*,不妨设n′>n,

 d(Fnx,Fn′x)≤sd(Fnx,Fn+1x)+d(Fn+1x,Fn′x)

≤sd(Fnx,Fn+1x)+sd(Fn+1x,Fn+2x)+d(Fn+2x,Fn′x)

≤ …

≤sd(Fnx,Fn+1x)+d(Fn+1x,Fn+2x)+…+sd(Fn′-2x,Fn′-1x)+d(Fn′-1x,Fn′x)

≤ (n′-n)sm
n-1
2d(x,Fx)。

当n→ ∞ 时,d(Fnx,Fn′x)→0。因此,{Fnx}是一个Cauchy列。又由空间的完备性,存在z∈X,
使得Fnx →z。

下证z是F 的不动点。由公式(1)可知

d(Fnx,Fz)≤ad(Fn-1x,z)+b[d(Fn-1x,Fnx)+d(z,Fz)]

+c[d(Fn-1x,Fz)+d(z,Fnx)]。
当n→∞时,对上式取极限可得

d(z,Fz)≤ (b+c)d(z,Fz)。
由于b+c<1,故Fz=z。

下证不动点z是唯一的。假设存在z′∈X,z′≠z使Fz′=z′,则d(z′,z)>0且

d(Fz′,Fz)≤ad(z′,z)+b[d(z′,Fz′)+d(z,Fz)]+c[d(z′,Fz)+d(z,Fz′)] 
  ≤ad(z′,z)+c[d(z′,z)+d(z,z′)]。

因此

[2b+(s-1)c]d(z′,z)≤0。
由于b,c>0,s≥1,故[2b+(s-1)c]d(z′,z)>0,矛盾。
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3 b-距离空间的Bogin不动点定理

定理3.1 设(X,d)是一个完备的b-距离空间(s≥1),F:X→X 是一个自映射,且对任意的x,y
∈X,有

d(Fx,Fy)≤ad(x,y)+b[d(x,Fx)+d(y,Fy)]+c[d(x,Fy)+d(y,Fx)] (4)
其中a≥0,b,c>0,a+2sb+2sc=1,则F 在X 上存在唯一的不动点。

在证明定理3.1之前,先证明如下引理。
引理3.1 若自映射F 满足公式(4),其中a,b,c≥0,a+2sb+2sc=1,则对于任意的x∈X,有

d(Fx,F2x)≤d(x,Fx) (5)

  证明 由公式(4)可得

d(Fx,F2x)≤ad(x,Fx)+b[d(x,Fx)+d(Fx,F2x)]+c[d(x,F2x)+d(Fx,Fx)]

≤ (a+b+cs)d(x,Fx)+(cs+b)d(Fx,F2x)。
因此

d(Fx,F2x)≤a+b+cs
1-cs-bd

(x,Fx)≤d(x,Fx)。

  引理3.2 若自映射F 满足公式(4),其中a,c≥0,b>0,a+2sb+2sc=1,则存在κ<2s,使得对

于任意的x∈X,

d(Fx,F3x)≤κd(x,Fx) (6)

  证明 由公式(4)和公式(5)可得

d(Fx,F3x)≤ad(x,F2x)+b[d(x,Fx)+d(F2x,F3x)]+c[d(x,F3x)+d(F2x,Fx)]

≤a[sd(x,Fx)+sd(Fx,F2x)]+b[d(x,Fx)+d(F2x,F3x)]

+c[sd(x,Fx)+sd(Fx,F3x)+d(Fx,F2x)]

=(2as+2b+cs+c)d(x,Fx)+csd(Fx,F3x)。
因此

d(x,F3x)≤2as+2b+cs+c
1-cs d(x,Fx)。

取κ=2as+2b+cs+c1-cs
,由于b>0,c≥0,s≥1,故

(4s2-2)b+c(2s2-s-1)>0,

2b+cs+c<4bs2+2cs2。
上式两边同加2as,可得

2as+2b+cs+c<2as+4bs2+2cs2,

2as+2b+cs+c<2s(1-cs)。
即

2as+2b+cs+c
1-cs <2s。

  引理3.3 若自映射F 满足公式(4),其中a≥0,b,c>0,a+2sb+2sc=1,则存在m<1,使得对于

任意的x∈X,

d(F2x,F3x)≤md(x,Fx)。

  证明 由公式(4),公式(5)和公式(6)可得

d(F2x,F3x)≤ad(Fx,F2x)+b[d(Fx,F2x)+d(F2x,F3x)]

+c[d(Fx,F3x)+d(F2x,F2x)]
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≤ (a+2b+κc)d(x,Fx),    
其中m=a+2b+κc<a+2sb+2sc=1。

  引理3.4[21] 设(X,d,s)是一个b-距离空间,{xn}是X 中的一个序列。若存在P≥0,0≤Q<
1,使得对于任意的n∈N*,有d(xn,xn+1)≤PQn+1,则{xn}是一个Cauchy列。

定理3.1证明 由引理3.3可得,对任意的正整数n≥2,存在m<1,对于任意x∈X,

d(Fnx,Fn+1x)≤md(Fn-2x,Fn-1x)。
因此,若n是偶数,则d(Fnx,Fn+1x)≤m

n
2d(x,Fx);若n是奇数,则d(Fnx,Fn+1x)≤m

n-1
2d(Fx,

F2x)≤m
n-1
2d(x,Fx)。由此可知,对任意的n≥2,对于x∈X,

d(Fnx,Fn+1x)≤ ( )m
n-1d(x,Fx)=d(x,Fx)

m ( )m
n+1。

由引理3.4可得 {Fnx}是一个Cauchy列。又由空间的完备性可知,存在z∈X,使得Fnx →z。
下证z是F 的不动点。由公式(4)可知

d(Fnx,Fz)≤ad(Fn-1x,z)+b[d(Fn-1x,Fnx)+d(z,Fz)]

+c[d(Fn-1x,Fz)+d(z,Fnx)]。
当n→∞时,对上式取极限可得

d(z,Fz)≤ (b+c)d(z,Fz)。
由于b+c<1,故Fz=z。

下证不动点z是唯一的。假设存在z′∈X,z′≠z使Fz′=z′,则d(z′,z)>0且

d(Fz′,Fz)≤ad(z′,z)+b[d(z′,Fz′)+d(z,Fz)]+c[d(z′,Fz)+d(z,Fz′)]

≤ad(z′,z)+c[d(z′,z)+d(z,z′)]。
因此

[2bs+(2s-2)c]d(z′,z)≤0。
由于b,c>0,s≥1,故[2bs+(2s-2)c]d(z′,z)>0,矛盾。

注3 当s=1时,定理2.1,定理3.1为Bogin在文献[5]中建立的不动点定理。因此我们的结

果是距离空间Bogin不动点定理的推广。
注4 强b-距离空间是一类特殊的b-距离空间,但定理2.1中的压缩系数范围明显比定理3.1

中的压缩系数范围更大。因此,两类空间中建立的Bogin不动点定理不可互推。
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GeneralizedBoginFixedPointTheoremsinb-MetricSpaces

ANKaifeng,LINYufan,HEFei
(SchoolofMathematicalSciences,InnerMongoliaUniversity,Hohhot010021,China)

  Abstract:Strongb-metricspacesandb-metricspacesaremoreextensivespaceframesthanmet-
ricspaces.TwotypesofBoginfixedpointtheoremsareestablishedinstrongb-metricspacesand
b-metricspaces,respectively.TheseresultsaregeneralizationsofBoginfixedpointtheoreminmet-
ricspaces.
  Keywords:strongb-metricspace;b-metricspace;Boginfixedpointtheorem
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