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矩阵{2}-逆的扰动刻画*

刘 江,海国君

(内蒙古大学数学科学学院,呼和浩特010021)

摘要:通过奇异值分解的方法研究了{2}-逆在酉不变范数下的扰动界,并改进了已有的{2}-逆

的扰动界。利用{2}-逆与 Moore-Penrose逆的关系进一步推广了 Moore-Penrose逆的已知扰

动界。
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  众所周知,广义逆最初是Moore在1920年用投影给出的,之后在1955年Penrose用四个矩阵方

程重新定义了广义逆,并用于解决线性代数中的逆问题。此后,广义逆的理论及其各种应用和计算方

法得到了迅速的发展。
广义逆的理论可以用于求解线性方程组中一般解与最小二乘解[1],也可以解决微分方程,最优化

与回归分析等问题,尤其在数据拟合,信号处理等领域有着重要的应用。
广义逆矩阵在方程的求解及解的稳定性分析等问题上有着广泛应用,其中常见的广义逆有:

Moore-Penrose逆,加权 Moore-Penrose逆,Drazin逆,群逆,Bott-Duffin逆和广义Bott-Duffin逆,它
们都是矩阵的某种{2}-逆(或外逆)。{2}-逆在求解非线性方程组与统计学中有着重要的作用,特别

是在不适定问题的稳定逼近以及有秩亏广义逆的线性和非线性问题中起着重要的作用,参见文献

[2-8]。
近几年一些学者对于{2}-逆的扰动与扰动界进行了许多研究,文献[9]给出了{2}-逆在Frobe-

nius范数下的扰动界;文献[10]给出了子空间T,S有扰动时{2}-逆在谱范数下的扰动界;文献[11]
研究了在子空间T,S无扰动时{2}-逆在酉不变范数下的扰动界;文献[12]研究了在酉不变范数下

子空间T,S有扰动与无扰动时{2}-逆的扰动界。受文献[12]的启发,本文通过奇异值分解与特征值

旋转的方法给出了在酉不变范数下{2}-逆的扰动界,进一步优化文献[12]中已有的扰动界。

1 预备知识

在本文中,ℂm×n 表示m×n阶复数矩阵,若m=n,则n阶恒等矩阵与零矩阵分别表示为In 与O。

对于A∈ℂm×n,A* 为A的共轭转置矩阵,· 为酉不变范数,· 2 为谱范数,R(A),N(A)分别为A
的值域与零空间,rank(A)表示矩阵A的秩,S⊥ 表示子空间S的正交补,PM 表示沿子空间M 上的正

交投影算子。Moore-Penrose逆A† ∈ ℂn×m 为满足下列四个等式的唯一解:

* 收稿日期:2024-07-01;修回日期:2024-12-07
基金项目:国家自然科学基金项目(11761052);内蒙古自然科学基金项目(2020ZD01)

作者简介:刘 江(1999-),女,内蒙古乌兰察布人,2022级硕士研究生。E-mail:3598227376@qq.com
通信作者:海国君(1983-),男(蒙古族),内蒙古通辽人,教授,博士。主要从事算子理论研究。E-mail:haigj

@imu.edu.cn



AA†A=A,A†AA†=A†,(AA†)* =AA†,(A†A)* =A†A。

  奇异值分解:设A∈ℂm×n,rank(A)=r。则矩阵A 的奇异值分解如下

A=U
Σr Oæ

è
ç

ö

ø
÷

O O
V*,

其中U=(U1,U2),V=(V1,V2)为酉矩阵,Σr=diag(σ1,σ2,σ3,…,σr)为非奇异矩阵,σ1≥σ2≥σ3≥
… ≥σr>0是矩阵A 的非零奇异值。矩阵A 在此分解形式下,其 Moore-Penrose逆A† 有如下形式

A†=V
Σ-1

r Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷

O O
U*。

  下面给出本文用到的定义与引理。
定义1[13] 设A∈ℂm×n,rank(A)=r,T为ℂn 的s维子空间(s≤r),S为ℂm 的m-s维子空间。

如果X∈ ℂn×m,rank(X)=r满足XAX=X,则称矩阵X 为A 的{2}-逆。当{2}-逆X 满足R(X)=
T,N(X)=S时,记X=A(2)

T,S。

引理1[14] 设A,B,E∈ ℂm×n 且B=A+E,T 为ℂn 的子空间,S为ℂm 的子空间。若A(2)
T,S 存

在,则B(2)
T,S 存在且In +A(2)

T,SE 与Im +EA(2)
T,S 均可逆。此时,

B(2)
T,S =(In +A(2)

T,SE)-1A(2)
T,S =A(2)

T,S(Im +EA(2)
T,S)-1。

  引理2[15] 设A∈ℂm×n,rank(A)=r,T为ℂn 的子空间,S为ℂm 的子空间且dimT=s(s≤r),

dimS=m-s。则矩阵A 存在{2}-逆X,使得R(X)=T,N(X)=S成立当且仅当AT ⊕S=ℂm。
此时X 是唯一的且X =A(2)

T,S =(PS⊥APT)†。

引理3[16] 设U ∈ ℂn×n 为酉矩阵且有如下分块形式

U=
U11 U12

U21 U
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

22

,

其中U11 ∈ ℂr×r,U22 ∈ ℂ(n-r)×(n-r),1≤r<n。对于任意酉不变范数均有 U12 = U21 。

引理4[17] 设A∈ ℂm×n 有如下分块形式

A=
A11 A12

A21 A
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

22

,

则 A ≥
O A12

A21

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O
对于任意的酉不变范数均成立。

引理5[18] 设D1 ∈ ℂn×n 和D2 ∈ ℂm×m 为Hermitian矩阵,P∈ ℂn×m 且m,n∈ ℕ 。令

Δ=[α,β]⊂ ℝ,Δ′⊂ ℝ\[α-η,β+η],η>0。
如果λ(D1)⊂Δ,λ(D2)⊂Δ′,则方程D1X-XD2=P有唯一解X,其中λ(D1),λ(D2)分别为D1,D2

的特征值。此外,X ≤ P
η

对于任意酉不变范数成立。

2 主要结论及其证明

本文主要讨论在酉不变范数下广义逆A(2)
T,S 的扰动界。

定理1 设A,E∈ℂm×n,T为ℂn 的子空间,S为ℂm 的子空间。令B=A+E∈ℂm×n。如果A(2)
T,S

与B(2)
T,S 均存在,那么

B(2)
T,S -A(2)

T,S ≤ A(2)
T,S 2 B(2)

T,S 2+췍σrσrmax{췍σr,σr}+σ3r +췍σ3r
(σ2r +췍σ2r)췍σrσrmax{췍σr,σr

é

ë
êê

ù

û
úú} PS⊥EPT 。

  证明 由引理1知

B(2)
T,S =(In +A(2)

T,SE)-1A(2)
T,S =A(2)

T,S(Im +EA(2)
T,S)-1,
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则rank(B(2)
T,S)=rank(A(2)

T,S)。设rank(B(2)
T,S)=rank(A(2)

T,S)=r。再由引理2知

A(2)
T,S =(PS⊥APT)†∶=A†

1,B(2)
T,S =(PS⊥BPT)†∶=B†

1。

设A1,B1,A†
1,B†

1 的奇异值分解形式如下

A1=U
Σr Oæ

è
ç

ö

ø
÷

O O
V* =U1ΣrV*

1

B1=췍U
췍Σr Oæ

è
ç

ö

ø
÷

O O
췍V* =췍U1췍Σr췍V*

1

A†
1=V

Σ-1
r Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷

O O
U* =V1Σ-1

r U*
1

B†
1=췍V

췍Σ-1
r Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷

O O
췍U* =췍V1췍Σ-1

r
췍U*

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï 1

(1)

其中Σr=diag(σ1,σ2,…,σr)∈ ℂr×r 为非奇异矩阵,σ1≥σ2≥ … ≥σr>0为A1 的非零奇异值,췍Σr=
diag(췍σ1,췍σ2,…,췍σr)∈ ℂr×r 为非奇异矩阵,췍σ1≥췍σ2≥ … ≥췍σr>0为B1 的非零奇异值,U=(U1,U2),
췍U=(췍U1,췍U2)∈ℂm×m,V=(V1,V2),췍V=(췍V1,췍V2)∈ℂn×n,满足U*U=Im,췍U*췍U=Im,V*V=In,췍V*췍V

=In。令

ω=B1-A1=췍U1췍Σr췍V*
1 -U1ΣrV*

1 (2)
则

췍U*
1ωV1=췍Σr췍V*

1V1-췍U*
1U1Σr (3)

公式(3)左乘췍Σ-1
r ,右乘Σ-1

r 得

췍Σ-1
r
췍U*
1ωV1Σ-1

r =췍V*
1V1Σ-1

r -췍Σ-1
r
췍U*
1U1,

从而

췍Σ-1
r
췍U*
1U1-췍V*

1V1Σ-1
r = -췍Σ-1

r
췍U*
1ωV1Σ-1

r ≤ ω
췍σrσr

(4)

由公式(2)与公式(3)得

U*
2
췍U1췍Σr=U*

2ω췍V1   (5)

ΣrU*
1
췍U2=(-췍U*

2ωV1)*,

ΣrV*
1췍V2=-U*

1ω췍V2

V*
2췍V1췍Σr=(췍U*

1ωV2)*,

(6)

从而

췍U*
1U2 ≤ 1췍σr

ω ,췍U*
2U1 ≤ 1σr

ω ,췍V*
1V2 ≤ 1췍σr

ω ,췍V*
2V1 ≤ 1σr

ω 。

通过引理3得

췍U*
1U2 = 췍U*

2U1 ≤ 1
max{췍σr,σr}

ω ,췍V*
2V1 = 췍V*

1V2 ≤ 1
max{췍σr,σr}

ω (7)

记

D1=
췍Σ2r O
O 췍σ2rIn-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r

, D2=
Σ2r O
O σ2rIm-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r

, X=
O 췍Σ-1

r
췍U*
1U2

-췍V*
2V1Σ-1

r

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O
则

P=D1X+XD2=
O 췍Σr

췍U*
1U2

-췍σ2r췍V*
2V1Σ-1

r

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O
+

O 췍Σ-1
r
췍U*
1U2σ2r

-췍V*
2V1Σr

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O
。

由引理4,公式(5),公式(6)和公式(7)知
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O 췍Σr
췍U*
1U2

-췍V*
2V1Σr

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O
=

O (U*
2ω췍V1)*

(U*
1ω췍V2)*

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O
≤

췍V*
1

췍V*

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2
ω*(U1 U2)= ω ,

-췍σ2r췍V*
2V1Σ-1

r ≤ 췍σ2r
σrmax{췍σr,σr}

ω ,췍Σ-1
r
췍U*
1U2σ2r ≤ σ2r

췍σrmax{췍σr,σr}
ω ,

从而

     P = D1X+XD2

=
O 췍Σr

췍U*
1U2

-췍σ2r췍V*
2V1Σ-1

r

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O
+

O 췍Σ-1
r
췍U*
1U2σ2r

-췍V*
2V1Σr

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O

≤
O 췍Σ-1

r
췍U*
1U2σ2r

-췍σ2r췍V*
2V1Σ-1

r

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O
+

O 췍Σr
췍U*
1U2

-췍V*
2V1Σr

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O

≤ -췍σ2r췍V*
2V1Σ-1

r + 췍Σ-1
r
췍U*
1U2σ2r +

O 췍Σr
췍U*
1U2

-췍V*
2V1Σr

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O

≤ 췍σ2r
σrmax{췍σr,σr}

ω + σ2r
췍σrmax{췍σr,σr}

ω + ω

= 췍σ2r
σrmax{췍σr,σr}+

σ2r
췍σrmax{췍σr,σr}+

æ

è
ç

ö

ø
÷1 ω 。

由引理5知方程P=D1X+XD2 的唯一解X 满足 X ≤ P
η
,其中η>췍σ2r +σ2r 。所以

X ≤ P
η

≤ 1
췍σ2r +σ2r

췍σ2r
σrmax{췍σr,σr}+

σ2r
췍σrmax{췍σr,σr}+

æ

è
ç

ö

ø
÷1 ω (8)

通过公式(1),公式(4)和公式(8)得

     B(2)
T,S -A(2)

T,S = B†
1-A†

1 = 췍V1췍Σ-1
r
췍U*
1 -V1Σ-1

r U*
1

=
췍V*
1

췍V*

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

췍V1췍Σ-1
r
췍U*
1 -V1Σ-1

r U*( )1 U1 U( )2

=
췍Σ-1

r
췍U*
1U1-췍V*

1V1Σ-1
r 췍Σ-1

r
췍U*
1U2

-췍V*
2V1Σ-1

r

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O

=
췍Σ-1

r
췍U*
1U1-췍V*

1V1Σ-1
r Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷

O O
+

O 췍Σ-1
r
췍U*
1U2

-췍V*
2V1Σ-1

r

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

O

≤ 췍Σ-1
r
췍U*
1U1-췍V*

1V1Σ-1
r + X

≤ 1
췍σrσr

+ 1
췍σ2r +σ2r

췍σ2r
σrmax{췍σr,σr}+

σ2r
췍σrmax{췍σr,σr}+

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú1 ω ,

其中

A(2)
T,S 2= A†

1 2=1σr
,B(2)

T,S 2= B†
1 2=1췍σr

,

ω=B1-A1=PS⊥BPT -PS⊥APT =PS⊥EPT。
故

B(2)
T,S -A(2)

T,S ≤ A(2)
T,S 2 B(2)

T,S 2+췍σrσrmax{췍σr,σr}+σ3r +췍σ3r
(σ2r +췍σ2r)췍σrσrmax{췍σr,σr

é

ë
êê

ù

û
úú} PS⊥EPT 。

结论证毕。
推论1[19] 设A,E∈ℂm×n,T=R(A*),S=N(A*)。令B=A+E∈ℂm×n。则

B†-A† ≤ A†
2 B†

2+췍σrσrmax{췍σr,σr}+σ3r +췍σ3r
(σ2r +췍σ2r)췍σrσrmax{췍σr,σr

é

ë
êê

ù

û
úú} E 。

  证明 当T=R(A*)与S=N(A*)时,由引理2知A(2)
T,S=A† 与B(2)

T,S=B† 均存在。再结合引理
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1知

B†=(In +A†E)-1A†=A†(Im +EA†)-1,
则BB†=AA†,B†B=A†A。故

PS⊥EPT =PS⊥BPT -PS⊥APT =BB†BB†B-AA†AA†A=B-A=E。
利用定理1知

B†-A† ≤ A†
2 B†

2+췍σrσrmax{췍σr,σr}+σ3r +췍σ3r
(σ2r +췍σ2r)췍σrσrmax{췍σr,σr

é

ë
êê

ù

û
úú} E 。

结论证毕。
注 定理1的界小于文献[12]中定理2的界,下面给出原因与具体例子。
文献[12]中定理2指出

B(2)
T,S -A(2)

T,S ≤ A(2)
T,S 2 B(2)

T,S 2+ 1
σr

+1췍σ
æ

è
ç

ö

ø
÷

r

1
max{췍σr,σr

é

ë
êê

ù

û
úú} PS⊥EPT 。

因为

췍σrσrmax{췍σr,σr}+σ3r +췍σ3r
(σ2r +췍σ2r)췍σrσrmax{췍σr,σr}- 1

σr
+1췍σ

æ

è
ç

ö

ø
÷

r

1
max{췍σr,σr}=

췍σrσr max{췍σr,σr}-(σr+췍σr[ ])
(σ2r +췍σ2r)췍σrσrmax{췍σr,σr} <0,

所以

 A(2)
T,S 2 B(2)

T,S 2+췍σrσrmax{췍σr,σr}+σ3r +췍σ3r
(σ2r +췍σ2r)췍σrσrmax{췍σr,σr

é

ë
êê

ù

û
úú} PS⊥EPT

< A(2)
T,S 2 B(2)

T,S 2+ 1
σr

+1췍σ
æ

è
ç

ö

ø
÷

r

1
max{췍σr,σr

é

ë
êê

ù

û
úú} PS⊥EPT 。

这表明本文定理1的扰动界小于文献[12]中定理2的扰动界。

例 设A=
1 0
0 0
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1 1

,E=

0 0
0 0

0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷1

2

,S=R
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

0
1
0

,T=R
1 0æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú1 1
。 通过计算可以得到

PT =
1 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 1
,PS⊥ =

1 0 0
0 0 0
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 0 1

,A(2)
T,S =(PS⊥APT)†=

1 0 0
-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 0 1
,

B(2)
T,S =(PS⊥BPT)†=

1 0 0

-23 0

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷2

3
,PS⊥EPT =

0 0
0 0

0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷1

2

。

则

A(2)
T,S 2=1σr

=1
3
,B(2)

T,S 2=1췍σr
= 17
3
,PS⊥EPT =12

。

由定理1知

B(2)
T,S -A(2)

T,S ≤ 1
췍σrσr

+췍σrσrmax{췍σr,σr}+σ3r +췍σ3r
(σ2r +췍σ2r)췍σrσrmax{췍σr,σr

é

ë
êê

ù

û
úú} PS⊥EPT ≈0.900637。

但是文献[12]中定理2推出

B(2)
T,S -A(2)

T,S ≤ 1
췍σrσr

+ 1
σr

+1췍σ
æ

è
ç

ö

ø
÷

r

1
max{췍σr,σr

é

ë
êê

ù

û
úú} PS⊥EPT ≈0.960135。
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CharacterizationforPerturbationsofthe{2}-InverseofMatrix

LIUJiang,HAIGuojun
(SchoolofMathematicalSciences,InnerMongoliaUniversity,Hohhot010021,China)

  Abstract:Theperturbationboundof{2}-inverseundertheunitaryinvariantnormisstudiedby
themethodofsingularvaluedecomposition,andtheknownperturbationboundof{2}-inverseis
improved.Usingtherelationshipbetween{2}-inverseandtheMoore-Penroseinverse,theknown
perturbationboundsoftheMoore-Penroseinversearefurthergeneralized.
  Keywords:singularvaluedecomposition;Moore-Penroseinverse;unitaryinvariantnorm;

perturbationbound
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