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摘要:肿瘤是危害人类生命健康的主要疾病,常常引发患者的死亡。肿瘤组织的发展过程中

微环境扮演了关键角色。肿瘤相关巨噬细胞(TAM)是肿瘤微环境的重要成分,可分化为杀伤

型(M1)和治愈型(M2)。由于缺少肿瘤细胞与TAM 相互作用下的动力学行为研究,本文建

立了相关的动力学模型。模型包含肿瘤细胞和3类TAM 细胞并且考虑了TAM 激活过程中

的时滞。首先证明了无病和疾病平衡点的存在性和稳定性;然后在疾病平衡点处以时滞为分

岔参数分析了 Hopf分岔的存在性并利用规范化和中心流形理论讨论了 Hopf分岔的方向和

稳定性;最后数值模拟验证了理论上的推导结果。
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  癌症是阻碍人类寿命延长的主要致命性疾病,在中国情况尤为严重。据估计,我国在2022年约

有482万的新患者和321万的死亡病例,主要的患病类型和致死类型都是肺癌[1]。癌细胞和微环境

共同组成了恶性的肿瘤生态系统,其中微环境中包含肿瘤细胞外基质、生长因子、癌相关成纤维细胞、
免疫细胞等[2]。肿瘤相关巨噬细胞(TAM)是肿瘤微环境中主要的免疫细胞类型,与癌细胞的相互作

用可以促进肿瘤生长、转移以及化疗耐药等[3]。通常情况下,未激活的巨噬细胞在响应IL-1等因子

时分化为典型的活化巨噬细胞(M1);在响应IL-10等因子时分化为交替的活化巨噬细胞(M2)[4]。

M1和 M2虽然同根同源,但是在生物功能上迥然不同。M1表型的细胞可以杀伤癌细胞从而对抗肿

瘤,而 M2表型的细胞通过促进血管生成辅助肿瘤发展[5]。尽管生物医学方面的研究取得了巨大的

成果,但是当肿瘤细胞群与微环境相互作用时,肿瘤细胞群如何随时间演化仍然是个挑战性的问题。
数理工作者们往往利用动力学模型来弥补生物观测上的不足,通过理论分析和数值计算等办法揭示

肿瘤生长、分化、迁移等过程[6-8],进一步丰富了人们对癌症的认知。
要建立肿瘤生长的数学模型首先要了解肿瘤的生长模式。大量数据表明肿瘤初始阶段的生长要

比X射线可测阶段的生长迅速,符合S型生长曲线特征[9]。因此,生态学中的Logistic模型也可被用

来描述肿瘤的生长[10-11]。Kirschner等[12]在肿瘤生长的Logistic模型中加入免疫效应细胞,以IL-2
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为媒介将两类细胞联系起来,模拟出了肿瘤体积的稳态和振荡,解释了肿瘤的长期复发现象和短期振

荡现象。Letellier等[13]忽略了IL-2的方程,在肿瘤-免疫效应细胞的基础上考虑了宿主细胞,系统出

现了更复杂的倍周期和混沌式振荡,混沌的内在随机性能够反映肿瘤生长过程中的不确定性。Liu
等[14]在Letellier模型中加入了化疗药物的方程,肿瘤和效应免疫细胞的关系沿用生态学中的

HollingⅡ型功能性反应函数,深入探讨了如何利用杀伤性药物来抑制混沌。Shu等[15]在肿瘤生长的

Logistic模型基础上加入了 M1细胞和 M2细胞,肿瘤与 M1的反应用经典的猎物和捕食者关系刻

画,肿瘤与 M2的相互促进作用都用双线性函数来表示,从理论上和数值上研究了由 M1、M2细胞生

成速率控制的Hopf分岔。Dehingia等[16]考虑了 M2激活过程中的时滞,并以时滞为分岔参数分析

了模型中肿瘤细胞数由振荡向稳态的切换。生物上发现被招募到肿瘤组织中的TAM约占肿瘤总量

的一半,是治疗癌症的重要靶向[3]。因此,M1、M2细胞值得在肿瘤的模型中予以考虑。然而,将

M1、M2视为捕食者的做法可以改进,引入未激活的巨噬细胞能让模型更符合实际[17]。
受上面讨论的启发,本文重新开发了一个肿瘤与 TAM 相互作用的模型。其中 TAM 被分为

3类,包括未激活的TAM、激活为 M1的TAM 和激活为 M2的TAM。为了便于分析,对原系统进

行了无量纲处理。癌细胞诱导TAM的活化需要多重步骤[18],并非瞬时能完成,因此模型进一步考

虑TAM激活过程中的时间损耗,在微分方程中加入了离散型时滞。理论上,讨论了平衡点的存在性

和局部稳定性,用Routh-Hurwitz判据和Hopf分岔理论给出了内部平衡点在非时滞情况下的稳定

性条件以及时滞驱动下Hopf分岔的存在性条件,借助中心流形定理和规范型理论分析了Hopf分岔

的方向和分岔周期解的稳定性。数值上,模拟结果说明了内部平衡点的稳定性和 Hopf分岔附近极

限环的轨道稳定性,与分析的结论一致。

1 模型与方程

在癌细胞组织中,TAM来源于循环的单核细胞和局部组织驻留的巨噬细胞衍生[19]。实验发现

肿瘤细胞通过多种途径刺激未激活的TAM向 M2表型极化[3],建模工作者们假设肿瘤细胞促进 M1
的生成[15-16]。类似地,本文假设肿瘤细胞能刺激未激活的TAM 向 M1表型转化。此外,M1和 M2
之间存在相互转化。如前述,M1细胞促进癌细胞的死亡,M2细胞促进癌细胞的增殖[5]。综上,我们

考虑的调控关系如图1所示。

图1 细胞之间关系的示意图

Fig.1 Schematicdiagramoftherelationshipbetweencells

  肿瘤细胞群的繁衍服从 Logistic生长律,时间单位为天(days),状态变量单位为细胞数目

(cells)。癌细胞的增殖率为a,环境容纳量为b-1;M1和 M2对肿瘤细胞的作用都用双线性函数表

示;依赖于 M1的肿瘤细胞消亡率为f,依赖于 M2的肿瘤细胞增殖率为g。用T 代表肿瘤细胞数状

态变量,M1 和M2 分别代表 M1和 M2细胞数状态变量,则T 的方程为

dT(t)
dt =aT(t)[1-bT(t)]-fTM1(t)+gTM2(t)。

  M1和M2源于未激活的TAM,假定肿瘤细胞驱动下非活性TAM的分化也满足双线性关系,且
非活性TAM向 M1、M2的分化率分别表示为e1 和e2。M1和 M2的迁出或死亡率为d1 和d2,M1
向 M2的转化率为r1,M2向 M1的转化率为r2。用 M0 代表非活性TAM 细胞数的状态变量,考虑

非活性TAM被肿瘤细胞激活用时τ,可写出M1、M2 的方程如下
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dM1(t)
dt =e1T(t-τ)M0(t)T(t-τ)-d1M1(t)-r1M1(t)+r2M2(t),

dM2(t)
dt =e2T(t-τ)M0(t)T(t-τ)-d2M2(t)+r1M1(t)-r2M2(t)。

  非活性TAM以定常速率e0迁入/增殖,迁出或死亡率为d0,方程为

dM0(t)
dt =e0-e1T(t-τ)M0(t-τ)-e2T(t-τ)M0(t-τ)-d0M0(t)。

  为了便于定性分析,对状态变量做无量纲处理[15]:x1=T×10-6、x2=M1×10-6、x3=M2×10-6、

x4=M0×10-6;时间的无量纲变换为:t→e1×106×t、τ→e1×106×τ;引入新的无量纲参数:

α=a×10-6/e1t、β=b×106、δ=f/e1、η=g/e1、μ1=d1×10-6/e1、μ2=d2×10-6/e1、μ3=d0×10-6/e1、

γ1=r1×10-6/e1、γ2=r2×10-6/e1、ξ=e2/e1、κ=e0×10-12/e1,原系统变为

dx1(t)
dt =αx1(t)[1-βx1(t)]-δx1(t)x2(t)+ηx1(t)x3(t)

dx2(t)
dt =x1(t-τ)x4(t-τ)-μ1x2(t)-γ1x2(t)+γ2x3(t)

dx3(t)
dt =ξx1(t-τ)x4(t-τ)-μ2x3(t)+γ1x2(t)-γ2x3(t)

dx4(t)
dt =κ-μ3x4(t)-x1(t-τ)x4(t-τ)-ξx1(t-τ)x4(t-τ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï )

(1)

  为了符合实际,假设公式(1)中所有参数均为正数,接下来对该系统展开分析。

2 定性分析

2.1 基本性质

由泛函微分方程基础知识易知公式(1)满足解的存在唯一性,接下来讨论平衡点的存在性。
定理1 公式(1)存在且仅存在两个有意义的平衡点:无肿瘤的边界平衡点P0 和有肿瘤的内部

平衡点P1,其中P0 和P1 的坐标在证明中给出。

证明 将平衡点的坐标记为 (x*
1 ,x*

2 ,x*
3 ,x*

4 ),dx1dt =0⇔x*
1 =0或(α-δx*

2 +ηx*
3 )/αβ。由公

式(1)的后3个方程可知,x*
2 =(x*

1x*
4 +γ2x*

3 )/(μ1+γ1),x*
3 =(ξx*

1x*
4 +γ1x*

2 )/(μ2+γ2),x*
4 =

κ/(μ3+x*
1 +ξx*

1 )。

当x*
1 =0,易 得 无 肿 瘤 的 边 界 平 衡 点 P0 为(x*

1 =0,x*
2 =0,x*

3 =0,x*
4 =κ/μ3);当

x*
1 =(α-δx*

2 +ηx*
3 )/αβ,满 足 一 元 二 次 方 程 x*2

1 + bx*
1 + c = 0, 其 中,b =

-ηκ(γ1+γ1ξ+μ1ξ)+α(ξ+1-βμ3)(γ1μ2+γ2μ1+μ1μ2)-δκ(γ2+μ2+γ2ξ)
αβ(ξ+1)(γ1μ2+γ2μ1+μ1μ2)

,c =- μ3
β(ξ+1)

<0,忽略x*
1 =(-b- b2-4c)/2<0的无意义情况,易得无肿瘤的边界平衡点P1 为

x*
1 = -b+ b2-4c

2
,x*
2 = κx*

1 (γ2+μ2+γ2ξ)
(γ1μ2+γ2μ1+μ1μ2)(μ3+x*

1 +x*
1ξ)

æ

è
ç ,

x*
3 = κx*

1 (γ1+γ1ξ+μ1ξ)
(γ1μ2+γ2μ1+μ1μ2)(μ3+x*

1 +x*
1ξ)
,x*
4 = κ

μ3+x*
1 +x*

1

ö

ø
÷

ξ
,证毕。

在不动点存在的基础上,下一步可以把时滞τ作为参数利用局部分岔理论来考察公式(1)是否存

在稳定振荡。

2.2 平衡点的稳定性和Hopf分岔的存在性

对公式(1)的右边在平衡点(x*
1 ,x*

2 ,x*
3 ,x*

4 )处做Taylor展开,可得
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dx1
dt = (α-2αβx*

1 -δx*
2 +ηx*

3 )x1-δx*
1x3-αβx2

1-δx1x2+ηx1x3

dx2
dt = -(γ1+μ1)x2+γ2x3+x*

4x1(t-τ)+x*
1x4(t-τ)+x1(t-τ)x4(t-τ)

dx3
dt =γ1x2-(γ2+μ2)x3+ξx*

4x1(t-τ)+ξx*
1x4(t-τ)+ξx1(t-τ)x4(t-τ)

dx4
dt = -μ3x4-(x*

4 +x*
4ξ)x1(t-τ)-(x*

1 +x*
1ξ)x4(t-τ)-(ξ+1)x1(t-τ)x4(t-τ

ì

î

í
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(2)

  公式(2)线性部分与公式(1)局部拓扑等价,特征方程为det(λE-A-Be-λτ)=0,这里E 为四阶

单位矩阵,

A=

α-2αβx*
1 -δx*

2 +ηx*
3 -δx*

1 ηx*
1 0

0 -a22 γ2 0
0 γ1 -a33 0
0 0 0 -μ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

3

,B=

0 0 0 0
x*
4 0 0 x*

1

ξx*
4 0 0 ξx*

1

-b41 0 0 -b

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
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44

,

其中,a22=γ1+μ1,a33=γ2+μ2,b41=x*
4 +x*

4ξ,b44=x*
1 +x*

1ξ。平衡点的局部稳定性可通过特征

根的符号来判断。
定理2 对任意τ≥0,公式(1)的无肿瘤平衡点P0 都是不稳定的。
证明  P0 处线性化系统对应的特征方程为

det

λ-α 0 0 0
-x*

4e-λτ λ+a22 -γ2 0

-ξx*
4e-λτ -γ1 λ+a33 0

b41e-λτ 0 0 λ+μ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

3

=0,

恒有正根α,故该平衡点不稳定,证明结束。
另一个平衡点P1 处线性化系统对应的特征方程为指数多项式

(λ4+a1λ3+a2λ2+a3λ+a4)+(b1λ3+b2λ2+b3λ+b4)e-λτ +(c1λ+c2)e-2λτ =0 (3)
结合平衡点方程和 Matlab符号运算,可得,

a1=a22+a33+μ3+αβx*
1 ,

a2=a22a33+a22μ3+a33μ3-γ1γ2+αβμ3x*
1 +a22αβx*

1 +a33αβx*
1 ,

a3=a22a33μ3-γ1γ2μ3+a22a33αβx*
1 +a22αβμ3x*

1 +a33αβμ3x*
1 -αβγ1γ2x*

1 ,

a4=a22a33αβμ3x*
1 -αβγ1γ2μ3x*

1 ,

b1=b44,

b2=a22b44+a33b44+δx*
1x*

4 -ηξx*
1x*

4 +αb44βx*
1 ,

b3=a22a33b44-b44γ1γ2+a33δx*
1x*

4 -γ1ηx*
1x*

4 +δμ3x*
1x*

4 +a22αb44βx*
1 +a33αb44βx*

1 -
  a22ηξx*

1x*
4 +δγ2ξx*

1x*
4 -ημ3ξx*

1x*
4 ,

b4=a33δμ3x*
1x*

4 -γ1ημ3x1x*
4 +δγ2μ3ξx*

1x*
4 +a22a33αb44βx*

1 -αb44βγ1γ2x*
1 -a22ημ3ξx*

1x*
4 ,

c1=b44δx*
1x*

4 -b41δx*2
1 +b41ηx*2

1 ξ-b44ηξx*
1x*

4 ,

c2=b41γ1ηx*2
1 -a33b41δx*2

1 +a33b44δx*
1x*

4 -b44γ1ηx*
1x*

4 +a22b41ηξx*2
1 -b41δγ2ξx*2

1

  -a22b44ηξx*
1x*

4 +b44δγ2ξx*
1x*

4 。
为了确保无时滞情况下P1 的稳定性,引入如下假设

(H1)a2+b2 >0,a3+b3+c1 >0,a4+b4+c2 >0,
(a1+b1)(a2+b2)(a3+b3+c1)> (a1+b1)2(a4+b4+c2)+(a3+b3+c1)2。

  引理1 若 (H1)成立,则当τ=0时,公式(1)的有肿瘤平衡点P1 是局部渐近稳定的。
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证明 当τ=0,公式(3)退化为四次多项式,该多项式方程的根都有负实部的充分必要条件是多

项式系数全为正数且三阶Hurwitz行列式Δ3>0[20]。显然a1+b1>0,假设(H1)使得剩余的条件也

均被满足,证明结束。
当τ>0时,公式(3)两边同乘以eλτ,有

(λ4+a1λ3+a2λ2+a3λ+a4)eλτ +(b1λ3+b2λ2+b3λ+b4)+(c1λ+c2)e-λτ =0 (4)

  将λ=iω代入公式(4),利用Euler公式,有(ω4-ia1ω3-a2ω2+ia3ω+a4)(cosωτ+isinωτ)+
(-ib1ω3-b2ω2+ib3ω+b4)+(ic1ω+c2)(cosωτ-isinωτ)=0。

  整理上式,分离实部和虚部得到关于cosωτ和sinωτ的两个方程Q1(ω)cosωτ-Q2(ω)sinωτ=
Q3(ω),Q4(ω)sinωτ+Q5(ω)cosωτ=Q6(ω),其中,Q1(ω)=ω4-a2ω2+a4+c2,Q2(ω)=-a1ω3+a3ω
-c1ω,Q3(ω)=b2ω2-b4,Q4(ω)=ω4-a2ω2+a4-c2,Q5(ω)=-a1ω3+a3ω+c1ω,Q6(ω)=b1ω3-
b3ω。

  利用Cramer法则,可求得

cosωτ=Q3(ω)·Q4(ω)+Q2(ω)·Q6(ω)
Q1(ω)·Q4(ω)+Q2(ω)·Q5(ω)

,sinωτ=Q1(ω)·Q6(ω)-Q3(ω)·Q5(ω)
Q1(ω)·Q4(ω)+Q2(ω)·Q5(ω)

。

  为了确保临界频率的存在性,引入假设

(H2)关于ω的方程cos2ωτ+sin2ωτ=1至少存在一个正实根ω0。

由临界频率ω0 可反解出临界时滞τ0=1ω0
arccosQ3(ω0)·Q4(ω0)+Q2(ω0)·Q6(ω0)

Q1(ω0)·Q4(ω0)+Q2(ω0)·Q5(ω0)
。

  为了确保横截性条件的成立,再次引入假设

(H3)u2v1-u1v2 >0。
其中,u1=b3-3b1ω20+(-3a1ω20+a3+c1)cosτ0ω0+(4ω30-2a2ω0)sinτ0ω0,

u2=2b2ω0+(-3a1ω20+a3-c1)sinτ0ω0+(-4ω30+2a2ω0)cosτ0ω0,

v1=(c2-ω40+a2ω20-a4)cosτ0ω0+(c1ω0-a1ω30+a3ω0)sinτ0ω0,

v2=(-c2-ω40+a2ω20-a4)sinτ0ω0+(c1ω0+a1ω30-a3ω0)cosτ0ω0。

  引理2 若 (H3)成立,则 dλ
d

é

ë
êê

ù

û
úúτ τ=τ0

>0。

证明 因为signRedλd
é

ë
êê

ù

û
úúτ τ=τ{ }

0

=signRedλd
é

ë
êê

ù

û
úúτ

-1

τ=τ{ }
0

,所以判断Redλd
é

ë
êê

ù

û
úúτ

-1

τ=τ0

的符号即可。对公式

(4)应用隐函数求导法则,可得

dλ
d

é

ë
êê

ù

û
úúτ

-1

=-1λ
(4λ3+3a1λ2+2a2λ+a3)eλτ +(3b1λ2+2b2λ+b3)+c1e-λτ

(λ4+a1λ3+a2λ2+a3λ+a4)eλτ -(c1λ+c2)e-λτ -τ
λ
。

将λ=iω0 和τ=τ0 代入上式,得到

signRedλd
é

ë
êê

ù

û
úúτ

-1

τ=τ{ }
0

=signIm u1+iu2
v1+iv
é

ë
êê

ù

û
úú{ }

2
=sign

u2v1-u1v2
v21+v{ }2

2
>0,

证明结束。
定理3 若(H1)、(H2)和(H3)都成立,公式(1)的有肿瘤平衡点P1在τ∈[0,τ0)时局部渐近稳

定,在τ=τ0 时发生Hopf分岔。
以上的分析仅用到公式(2)的线性部分,进一步利用非线性部分可以分析Hopf分岔的性质。

2.3 Hopf分岔的方向和分岔极限环的稳定性

Hopf分岔的拓扑规范型为dz
dt=λz(ε)+g(z,췍z,ε),将公式(2)的时间变换为t→ t

τ
,利用

Hassard等[21]提出的算法,可得到中心流形上g(z,췍z,ε)的三阶截断展开式系数:

g20=2췍Dτ0 R(1)
20q*1+R(2)

20q*2+R(3)
20q*3+R(4)

20q*( )4 ,g11=췍Dτ0 R(1)
11췍q*

1 +R(2)
11췍q*

2 +R(3)
11췍q*

3 +R(4)
11췍q*( )4 ,
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g02=2췍Dτ0췍R(1)
20췍q*

1 +췍R(2)
20췍q*

2 +췍R(3)
20췍q*

3 +췍R(4)
20췍q*( )4 ,g21=2췍Dτ0 R(1)

21q*1+R(2)
21q*2+R(3)

21q*3+R(4)
21q*( )4 。

其中[R(1)
20 ,R(2)

20 ,R(3)
20 ,R(4)

20 ]T=[-αβq21-δq1q2+ηq1q3,q1q4e-2iω0τ0,ξq1q4e-2iω0τ0,-(ξ+1)q1q4e-2iω0τ0]T,
[R(1)

11 ,R(2)
11 ,R(3)

11 ,R(4)
11 ]T=[-2αβq1췍q1-δ(q1췍q2+췍q1q2)+η(q1췍q3+췍q1q3),q1췍q4+췍q1q4,ξ(q1췍q4+췍q1q4),

-(ξ+1)(q1췍q4+췍q1q4)]T,

R(1)
21 =-αβ2q1w

(1)
11 (0)+췍q1w(1)

20 (0( ))-δq1w(2)
11 (0)+췍q1w(2)

20 (0)/2+q2w(1)
11 (0)+췍q2w(1)

20 (0)/( )2
   +ηq1w(3)

11 (0)+췍q1w(3)
20 (0)/2+q3w(1)

11 (0)+췍q3w(1)
20 (0)/( )2 ,

R(2)
21 =q1w(4)

11 (-1)e-iω0τ0 +췍q1w(4)
20 (-1)eiω0τ0/2+q4w(1)

11 (-1)e-iω0τ0 +췍q4w(1)
20 (-1)eiω0τ0/2,

R(3)
21 =ξq1w(4)

11 (-1)e-iω0τ0 +췍q1w(4)
20 (-1)eiω0τ0/2+q4w(1)

11 (-1)e-iω0τ0 +췍q4w(1)
20 (-1)eiω0τ0/( )2 ,

R(4)
21 =-(q1w(4)

11 (-1)e-iω0τ0 +췍q1w(4)
20 (-1)eiω0τ0/2+q4w(1)

11 (-1)e-iω0τ0 +췍q4w(1)
20 (-1)eiω0τ0/2)

   ×(ξ+1)。
向量q=[q1,q2,q3,q4]T和q*=[q*

1 ,q*
2 ,q*

3 ,q*
4 ]T分别满足(A+Be-iω0τ0)q=iω0q和(AT+BTeiω0τ0)q*

=-iω0q*,系数D=1/q*T췍q+q*TB췍qτ0eiω0τ0 ;向量函数满足

w20(θ)=ig20ω0τ0q
eiω0τ0θ+i췍g023ω0τ0췍q

e-iω0τ0θ+e20e2iω0τ0θ,w11(θ)=-ig11ω0τ0q
eiω0τ0θ+i췍g11ω0τ0췍q

e-iω0τ0θ+e11,

其中e20 =2(2iω0E -A -Be-2iω0τ0)-1[R(1)
20 ,R(2)

20 ,R(3)
20 ,R(4)

20 ]T,e11 =2(-A -B)-1[R(1)
11 ,R(2)

11 ,R(3)
11 ,

R(4)
11 ]T。令 C1(0)= i

2ω0τ0
(g20g11 -2|g11|2 - 1

3|g02|2)+ 1
2g21

,ν1 =-Re
[C1(0)]

Re[λ′(τ0)]
,ν2 =

2Re[C1(0)],可给出如下定理。
定理4 当v1>0(<0)时,Hopf分岔的方向是向前(向后)的;当v2>0(<0)时,分岔出的周期

解是稳定(不稳定)的。

3 数值模拟

选取无量纲参数:α=0.565、β=0.002、δ=2、η=0.1、μ1=0.2、μ2=0.2、μ3=0.2、γ1=0.05、

γ2=0.04、ξ=1.2、κ=0.5,在这组参数下P1=(0.0330,0.3008,0.3655,1.8337)。经计算,a2+b2=
0.30550、a3+b3+c1=0.0714、a4+b4+c2=0.0066、(a1+b1)(a2+b2)(a3+b3+c1)=0.0166、
(a1+b1)2(a4+b4+c2)+(a3+b3+c1)2=0.0089、ω0=0.3123、τ0=2.4685、u2v1-u1v2=0.0018,
可见引入的三条假设均成立,由定理3,存在Hopf分岔。为了判断分岔极限环的稳定性,算得C1(0)

=-15.4822-80.3899i,由定理4,P1 分岔出的周期解是稳定的。

  (a)τ=2.4                  (b)τ=2.5
图2 相平面分析

Fig.2 Phase-planeanalysis

  图2在相平面 (x1,x2)上投影了系统的运动轨迹,初始函数取x1(t)≡0.1、x2(t)≡1、x3(t)≡
1、x4(t)≡1,这里t∈ [-τ,0]。图2(a)τ=2.4<τ0,轨线向内螺旋环绕,直到达到有肿瘤的平衡点
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P1,此时P1为稳定焦点;图2(b)τ=2.5>τ0,轨线向内螺旋环绕不断接近极限环,但不会到达P1,此
时该平衡点为不稳定的焦点。理论分析的可靠性被再一次验证。

4 结论与讨论

总而言之,本研究首先在肿瘤生长的 Logistic模型中加入了巨噬细胞 M1、M2和未激活的

TAM,其次利用稳定性理论和Hopf分岔理论证明了无肿瘤平衡点P0 的不稳定性和时滞驱动下有

肿瘤平衡点P1 处Hopf分岔的存在性,再次利用规范化中心流形理论探究了Hopf分岔的性质,最后

用数值模拟验证了不动点和极限环的稳定性。
肿瘤演化的周期现象一般对应着癌症复发,每次达到峰值都有致命的危险。在实际治疗中应该

建模预测肿瘤动力学的长期行为,避免极限环的发生。后续的研究中可对该模型作如下改进:(1)肿
瘤细胞对非活性TAM的激活作用理应存在饱和效应,用更精确的非线性函数刻画这一关系更符合

实际;(2)M1和 M2表型的细胞激活过程的时间消耗大概率不相同,可在模型中引入两个不同的时

滞进行研究;(3)胞内分子尺度的动力学模型是近期的研究热点[22-24],可将细胞尺度和分子尺度的癌

症动力学模型结合,开展更丰富的分析与计算。
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ModelandHopfBifurcationAnalysis
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  Abstract:Tumorsareamajordiseasethatendangershumanlifeandhealth,oftentriggeringthe
deathofthepatient.Themicroenvironmentplaysakeyroleinthedevelopmentoftumortissues.
Tumor-associatedmacrophages(TAM)areimportantcomponentsofthetumormicroenvironment
thatcandifferentiateintokilling(M1)andhealing(M2)types.However,thedynamicbehaviorof
tumorcellsinteractingwithTAMislackinginstudies.Therefore,arelevantdynamicmodelis
developedinthispaper.Themodelcontainstumorcellsand3typesofTAMcellsandtakesinto
accountthetimedelayduringTAMactivation.Firstly,theexistenceandstabilityofdisease-freeand
disease-equilibriumpointsareproved;thentheexistenceofHopfbifurcationatthedisease-equilib-
riumpointisanalyzedusingthetimedelayasthebifurcationparameter,andthedirectionandstabil-
ityoftheHopfbifurcationarediscussedbyusingthenormalizationandcentralmanifoldtheories;

finally,numericalsimulationsareperformedtoverifythetheoreticallyderivedresults.
  Keywords:tumor;macrophage;timedelay;Hopfbifurcation
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