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摘要:研究了单个线性关系是可闭线性关系的充分必要条件;并对L0=
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,其中A,B,

C,D 是相应 Hilbert空间上的线性关系,利用C相对A 的有界性与B 相对D 的有界性及A,D

的可闭性,推出了L0 也是可闭线性关系;同时,对于有界线性算子S=
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,得到当满足

一定条件时L0-μS 的Frobenius-Schur分解公式,并得到了当L0 可闭时L0的表达式,最后研

究了L0的S-本质谱。
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  算子理论自建立以来就引起众多学者的关注,其中一个重要课题是对算子谱理论的研究。通过

研究算子的谱,不但可以掌握算子本身的结构,而且可以了解系统的稳定性和能量变化等问题。正因

如此,算子谱理论广泛应用于矩阵论、计算数学等数学学科以及量子力学、物理学、工程学等学科,例

如,求微分方程特征值以及物理学和工程学中研究振动的频率、判断系统的稳定性等问题均涉及到谱

的分布。随着对算子理论研究的深入,当研究线性算子的伴随算子时,往往要求算子是稠定的,否则

其伴随算子就会是多值的,属于线性关系理论范畴。事实上,在不满足确定性的条件下,连续线性

Hamilton系统生成的算子和一般的离散线性Hamilton系统生成的算子在相应的 Hilbert空间中都

可能是多值的或者是非稠定的。我们知道,算子矩阵是以Banach空间或 Hilbert空间上的线性算子

为内部元素构成的矩阵,它广泛地出现在数学及其应用的很多领域,例如,Hamilton系统、偏微分方

程、非线性分析、控制论等,以及数学物理问题中的流体力学、量子力学等。在理论研究上,算子矩阵

也具有一定的研究价值,例如,若Hilbert空间H 可分解为H=H1 ⊕H2,则算子T 就可以被分解为

2×2分块算子矩阵
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其中Tij是Hj 到Hi 的算子,如果 H1 是T 的不变子空间,则T21=0,此时T 被分解为一个上三角算

子矩阵
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此时,研究T 的性质就转化为研究较为简单的分块算子矩阵的性质。因此,算子矩阵不但在实际问

题中具有广泛的应用,而且还在理论研究上具有重要的意义。而将线性算子矩阵的相应结果推广到

线性关系矩阵上并不是简单的移植,一方面,在形式上要依据线性关系的多值部分作出改变;另一方

面,对于处理多值部分而引出的复杂问题,需采用不同于算子的方法。本文主要研究2×2线性关系

矩阵L0=
A Bæ
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ö

ø
÷÷

C D
的可闭性,进而得到L0的S-本质谱。

1 预备知识

本节将介绍所需的定义及相关引理。设 H,K 表示可分Hilbert空间,若M 是H 的一个子空间,

其闭包和正交补分别记为췍M 和M ⊥。

定义1[1] 若映射T:H →K 将子集D(T)={x∈H:Tx ≠ ⌀}映射到K 的一个非空子集,且

对任意非零常数α1,α2 与x1,x2 ∈D(T),满足T(α1x1+α2x2)=α1Tx1+α2Tx2,则称T 为从H 到

K 的线性关系,LR(H,K)表示所有从 H 到K 且定义域为全空间H 的线性关系,并记LR(H)=
LR(H,H)。

注1 设T∈LR(H,K),则对于任意x∈D(T),都有y∈Tx⇔Tx=y+T(0)。

定义2[1] 线性关系T 的图G(T)定义为G(T)={(x,y)∈H ⊕K:u∈D(T),y∈Tx}。若

G(T)是闭的,则称T为从H 到K 的闭线性关系,并记T∈CLR(H,K)。线性关系T的闭包췍T 定义

为G(췍T)=G(T)。若췍T 是线性关系T 的扩张,即D(T)⊂D(췍T),且对任意x∈D(T),有Tx=췍Tx,

则称T 为可闭的线性关系,事实上,T 为可闭的线性关系 ⇔T(0)=췍T(0)。

定义3[2] 设E为H 的闭子集,记QH
E 为H 到H/E的自然商映射,对于T∈LR(H,K),用QT

表示QK
T(0),对任意x∈D(T),定义 Tx = QTTx ,T 的范数定义为 T = QTT 。

注2 (ⅰ)上述线性关系的范数实际上是一个半范数,因为 T =0无法推出T=0;

  (ⅱ)对y∈Tx,有12 y ≤ Tx ≤ y 。这是因为 Tx =dist(y,T(0))对任意y∈Tx

都成立,所以 Tx =inf
z∈T(0)

y-z =inf
y∈Tx

y ≤ y ,因此,对任意ε>0必有y∈Tx 使得 y <

Tx +ε
2
,即 y ≤2Tx 。

定义4[2] S∈LR(H,Y)称为T-有界,若D(S)⊃D(T)且存在α,β使得不等式 Sx ≤α x +

β Tx 对所有x ∈D(T)都成立,满足不等式的最小β称为S 的T-界。

记n(T)=dimN(T),d(T)=codimran(T),若n(T)与d(T)至少一个是有限时,记ind(T)=
n(T)-d(T)。

定义5[1] 设 T ∈CLR(H,K),上半Fedholm 关系与下半Fedholm 关系分别定义为 RΦ+

(H,K)={T∈CLR(H,K):ran(T)闭,n(T)<+∞},RΦ-(H,K)={T∈CLR(H,K):ran(T)闭,

d(T)<+∞},若T∈RΦ(H,K)=RΦ+ (H,K)∩RΦ- (H,K),则称T 为Fredholm关系。

定义6[3] 设T∈CLR(H,K),S 为H 到K 的有界线性算子,T 的S-预解集定义为ρS(T)=
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{λ∈ℂ:(T-λS)-1在全空间有界且是单值的},T 的S-谱σS(T)定义为σS(T)=ℂ\ρS(T)。

定义7[3] 设T∈CLR(H,K),S 为从H 到K 的有界线性算子,T 的S-本质预解集ρS,ei
(T)

(i=1,2,3,4,5)分别定义为

ρS,e1
(T)={λ∈ ℂ:T-λS∈RΦ+ (H,K)},

ρS,e2
(T)={λ∈ ℂ:T-λS∈RΦ- (H,K)},

ρS,e3
(T)={λ∈ ℂ:T-λS∈RΦ- (H,K)∪RΦ+ (H,K)},

ρS,e4
(T)={λ∈ ℂ:T-λS∈RΦ(H,K)},

ρS,e5
(T)={λ∈ ℂ:T-λS∈RΦ(H,K)使得ind(T-λS)=0}。

T 的S-本质谱σS,ei
(T)(i=1,2,3,4,5)定义为σS,ei

(T)=ℂ\ρS,ei
(T)。

引理1[3] 设T,S∈LR(H,K),有如下结论:

(ⅰ)若D(T)=D(S)且T(0)=S(0),则T=S;

(ⅱ)T-1 ∈CLR(K,H)⇔T∈CLR(H,K)⇔QTT 是闭单值算子且T(0)闭;

(ⅲ)若T 连续,且D(T)与T(0)都是闭的,则T∈CLR(H,K);

(ⅳ)T 可闭 ⇔T(0)=췍T(0)⇔QTT 可闭且T(0)闭,特别地,若 T 连续且T(0)闭,则 T ∈

CLR(H,K)。

引理2[3] 对于线性关系,有如下结论:

(ⅰ)若T,S∈LR(H,K),S(0)⊂T(0)且D(T)⊂D(S),则QT+S=QT,T-S+S=T且S⊂
T-A;

(ⅱ)设T∈LR(H,K),S∈CLR(K,H),若n(S)< ∞ 且ran(S)闭,则ST ∈CLR(H)。

引理3[3] 若T,S∈LR(H,K)满足S(0)⊂T(0),D(T)⊂D(S),有如下结论:

(ⅰ)若T∈CLR(H,K)且S连续,则T+S∈CLR(H,K);

(ⅱ)若T 可闭,且S连续,则S+T 可闭,且S+T=S+췍T。

引理4[4] 设 X,Y,Z,W 为线 性 空 间,T ∈ BLR(X,Y)为 单 值 双 射,S ∈LR(Y,Z),R ∈
BLR(Z,W)为双射且R(0)闭,有如下结论:

(ⅰ)若S可闭,则RST 可闭且RST=R췍ST;

(ⅱ)若R 是有界单值双射,则S可闭当且仅当RST 可闭且RST=R췍ST。

2 线性关系的可闭性

引理5 设X,Y 为线性空间,T∈LR(X,Y)是一个可闭的线性关系 ⇔ 对任意{xn}⊂D(T)满

足xn →0,n→ ∞,都有yn ∈Txn 满足yn →y0,n→ ∞,可推出y0 ∈T(0)。

证明 充分性。任取y0∈췍T(0),即(0,y0)∈G(T),则存在xn∈D(T),yn∈Txn 使得(xn,yn)

→ (0,y0),n→ ∞。这意味着当n→ ∞ 时,xn →0且yn →y0,已知y0∈T(0),因此T(0)=췍T(0),

即T 可闭。

反之,假设对任意xn ∈D(T)及yn ∈Txn,满足当n→ ∞ 时,有xn →0且yn →y0,即(xn,yn)

→ (0,y0),这说明(0,y0)∈G(T)=G(췍T),由T 可闭,y0 ∈췍T(0)=T(0)。

引理6 设X,Y 为线性空间,T,A ∈LR(X,Y)。若 Ax ≤α x +β Tx 且β<1,对任意

x∈D(T)⊂D(A)都成立,则T+A 可闭 ⇔T 可闭。

证明  由S=T+A 可推得
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- α
1+β

x + 1
1+β

Sx ≤ Tx ≤ α
1-β

x + 1
1-β

Sx (1)

与

-αx +(1-β)Tx ≤ Sx ≤αx +(1+β)Tx (2)

  首先,假设T 可闭,下证S可闭。任取xn ∈D(S)=D(T)及yn ∈Sxn,满足当n→ ∞ 时,有

xn →0且yn →y0,取un ∈Txn,由(1)式及注2(ⅱ),可得

un -um ≤2T(xn -xm)≤2 α
1-β

xn -xm + 1
1-β

S(xn -xm
æ

è
ç

ö

ø
÷)

≤2 α
1-β

xn -xm + 1
1-β

xn -xæ

è
ç

ö

ø
÷m 。    

这说明 {un}是一个Cauchy列,设n→ ∞ 时,un →u0,由引理5,u0 ∈T(0),再由(2)式,可得

-αxn +(1-β)Txn ≤ Sxn ≤αxn +(1+β)Txn 。

注意到 Txn =dist(un,T(0))与 Sxn =dist(yn,S(0)),则有y0 ∈S(0),S可闭。

反之,假设S可闭,类似上面的证明方法,同理可得T 可闭。

定理1 设A∈LR(H),B∈LR(K,H),C∈LR(H,K),D∈LR(K),满足

Cx ≤α1 x +β1 Ax ,β1 <1,∀x∈D(A)⊂D(C)

与

By ≤α2 y +β2 Dy ,β2 <1,∀y∈D(D)⊂D(B),

则线性关系矩阵A0=
A Bæ

è
çç

ö

ø
÷÷

C D
可闭 ⇔A 与D 是可闭的。

证明  令S=
0 B

C

æ

è
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,T=

A 0

0
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D
,由引理6,只需证明S相对于T 的相对界 <1即可。由

Cauchy不等式,对任意r>0,有

Cx 2 ≤ 1+1æ
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ø
÷

r α21 x 2+(1+r)β21 Ax 2,∀x∈D(A),

且

By ≤ 1+1æ

è
ç
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ø
÷

r α22 y +(1+r)β22 Dy ,∀y∈D(D),

则有

S
xæ

è
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y

2

≤ 1+1æ
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r max(α1,α2)2
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y

2

+(1+r)max(β1,β2)2 T
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è
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ö
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y

2

,

因此

S
xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
≤ max(α1,α2) 1+1r

xæ

è
çç

ö

ø
÷÷

y
+max(β1,β2) (1+r)T

xæ

è
çç

ö

ø
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y
。

注意到 max(β1,β2)< 1,故 存 在 ε > 0 使 得 max(β1,β2)< 1-ε,由 r 的 任 意 性,取

r=12
1

(1-ε)2-æ

è
ç

ö

ø
÷1 ,则 max(β1,β2) (1+r)<1,命题得证。

3 线性关系矩阵的S-本质谱

设 H,K 为Hilbert空间,H ⊕K 上的线性关系矩阵L0=
A Bæ

è
çç

ö

ø
÷÷

C D
,当L0 可闭时,主要考虑形如
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L0-λS=
A Bæ
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4

的线性关系矩阵,研究L0 闭包算子的伪谱性质,其中S为定义在H ⊕K 上的有界线性算子。

类似文献[4],给出如下设定:

(H1)线性关系D 连续,D(D)闭且dim(D(0))<∞;

(H2)线性关系B 可闭,对于μ∈ρS4
(D),线性关系E(μ)=(B-μS2)(D-μS4)-1有界;

(H3)D(C)=H 且对于μ∈ρS4
(D),线性关系F(μ)=(D-μS4)-1(C-μS3)可闭;

(H4)A 为H 上处处有定义的有界线性关系,对于μ∈ρS4
(D),线性关系 M(μ)=A-(B-μS2)

(D-μS4)-1(C-μS3),且A(0)⊂(B-μS2)(D-μS4)-1(C-μS3)(0)⊂B(0)。

对于μ∈ρS4
(D),有如下结论:

(ⅰ)由假设(H1),引理1(ⅲ)及引理3(ⅰ),可得D-μS4 闭;

(ⅱ)由闭图像定理F(μ)有界,从而定义域可连续地扩张到全空间上。

设F∈LR(H,K),给出如下记号:

(ⅰ)对任意T∈RΦ(H,K),若T+F∈RΦ(H,K),则记F∈F(H,K);
(ⅱ)对任意T∈RΦ+(H,K)(或T∈RΦ-(H,K)),若T+F∈RΦ+(H,K)(或T+F∈RΦ-

(H,K)),则记F∈F+(H,K)(或F-(H,K))。

本节研究线性关系矩阵S-本质谱,首先给出关于线性关系矩阵的Frobenius-Schur分解。

定理2 设μ∈ρS4
(D)且(H1)-(H4)都成立,则L0-μS=UWV,其中

U=
I E(μ)

0
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è
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0 D-μS
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,V=
I 0

F(μ)
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I
,

  E(μ)=(B-μS2)(D-μS4)-1,F(μ)=(D-μS4)-1(C-μS3),M(μ)=A-(B-μS2)

(D-μS4)-1(C-μS3)。

证明 对任意
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,

而F(μ)x1=(D-μS4)-1(C-μS3)x1,由 x1∈D(C),可得(D-μS4)F(μ)x1=(C-μS3)x1+
(D-μS4)(0),则有
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。
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  因为D-μS4 可逆,则有E(μ)(D-μS4)x2=(B-μS2)x2。又因为D(M(μ))⊂D(A)=H 且

A(0)⊂(B-μS2)(D-μS4)-1(C-μS3)(0)⊂M(μ)(0),因此,由引理2(ⅰ)可得M(μ)=M(μ)-
A+A,则有
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由此可得,D(L0-μS)=D(UWV),综上有L0-μS=UWV。

在此基础上,给出关于L0 闭与可闭性研究。

定理3 设μ∈ρS4
(D)且(H1)-(H4)都成立,E(μ),F(μ)为单值算子,则有如下结论:

(ⅰ)L0 闭 ⇔M(μ)闭;
(ⅱ)L0 可闭 ⇔M(μ)可闭且有
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其中M(μ),E(μ)和F(μ)的定义见定理2。

证明  (ⅰ)对任意μ∈ρS4
(D),有
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由于L0 闭 ⇔L0-μS 闭,由引理3,L0-μS 闭 ⇔
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,则U,V 为可逆单值算子,由引理3,L0 可闭
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⇔M(μ)可 闭, 当 M(μ) 可 闭 时, 由 引 理 2 可 得 M(μ)- μS1 可 闭, 因 此 W =
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  定理4 设μ∈ρS4
(D)且(H1)-(H4)都成立,E(μ),F(μ)为单值算子,则对任意λ∈ ℂ,有
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,其中M(μ),E(μ)和F(μ)的定义见定理2。

证明  因为L-λS=L-μS+(μ-λ)S,则有
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注意到D(U)=H ⊕K 且V 为单值算子,由引理1,可得
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这意味着
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即L-λS=UW *V-(μ-λ)Ι(μ)。

定理5 (ⅰ)设S3∈F(H,K),若存在μ∈ρS4
(D)使得F(μ)∈F(H,K),则对任意λ∈ρS4

(D),

有F(λ)∈F(H,K),其中F(μ)的定义见定理2。

(ⅱ)设S2∈F(K,H),若存在μ∈ρS4
(D)使得E(μ)∈F(H,K),则对任意λ∈ρS4

(D),有E(λ)∈
F(H,K),其中E(μ)的定义见定理2。

证明 (ⅰ)取μ∈ρS4
(D)使得F(μ)∈F(H,K),则对任意λ∈ρS4

(D),有F(λ)=F(μ)+
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(λ-μ)(D-λS4)-1[S4F(μ)-S3],由此可得,对任意λ∈ρS4
(D),有F(λ)∈F(H,K)。

(ⅱ)与(ⅰ)类似,由E(λ)=E(μ)+(μ-λ)[E(μ)S4-S2](D-λS4)-1可得,对任意λ∈ρS4
(D),

有E(λ)∈F(H,K)。

定理6 设S3 ∈F(X,Y),若存在μ∈ρS4
(D)使得F(μ)为单值算子,且F(μ)∈F(H,K),则

σei,S1
(M(μ))(i=4,5)与μ的选择无关,其中M(μ)和F(μ)的定义见定理2。

证明  注意到S3,F(μ)∈F(H,K),则有

(λ-μ)S2F(μ)+(λ-μ)(S4F(μ)-S3)E(μ)∈F(K),

其中E(μ)的定义见定理2,因此

M(μ)=M(λ)+(λ-μ)S2F(μ)+(λ-μ)(S4F(μ)-S3)E(μ),

因此,σei,S1
(M(μ))=σei,S1

(M(λ)),i=4,5,即σei,S1
(M(μ))与μ的选择无关。

定理7 设存在μ∈ρS4
(D)使得F(μ)为单值算子,则有如下结论:

(ⅰ)S3 ∈F+ (H,K)(或F- (H,K))且F(μ)∈F+ (H,K)(或F- (H,K)),则σe1,S1
(M(μ))与

μ的选择无关,其中M(μ)和F(μ)的定义见定理2。

(ⅱ)S3 ∈F+ (H,K)(或F- (H,K))且F(μ)∈F+ (H,K)(或F- (H,K)),则σe3,S1
(M(μ))与

μ的选择无关,其中M(μ)和F(μ)的定义见定理2。

定理8 设μ∈ρS4
(D)且(H1)-(H4)都成立,E(μ),F(μ)为单值算子且E(μ)∈F(H,K),

F(μ)∈F(K,H),若S2 ∈F(K,H),S3 ∈F(H,K),则

σe4,S
(L)=σe4,S1

(M(μ))∪σe4,S4
(D),

σe5,S
(L)⊂σe5,S1

(M(μ))∪σe5,S4
(D),

其中M(μ),E(μ)和F(μ)的定义见定理2。

证明  由定理4,对于μ∈ρS4
(D)及任意λ∈ ℂ,有L-λS=UW *V-(λ-μ)Ι(μ)。其中U,

W *,V,Ι(μ)的定义见定理4,注意到S2 ∈F(K,H),S3 ∈F(H,K)且E(μ)∈F(K,H),F(μ)∈
F(H,K),则Ι(μ)∈F(H ⊕K),因此L-λS为Fredholm线性关系⇔UW *V为Fredholm线性关系。

显然,U,V 为有界线性算子且可逆,因此,UW *V 为Fredholm线性关系⇔W * 为Fredholm线性

关系且对于λ∈ΦL,S,有

ind(L-λS)=ind(M(μ)-λS1)+ind(D-λS4),

则有σe4,S
(L)=σe4,S1

(M(μ))∪σe4,S4
(D),且σe5,S

(L)⊂σe5,S1
(M(μ))∪σe5,S4

(D)。

定理9 设μ∈ρS4
(D)且(H1)-(H4)都成立,E(μ),F(μ)为单值算子,则有如下结论:

(ⅰ)若Ι(μ)∈F+ (H ⊕K),则σe1,S
(L)=σe1,S1

(M(μ))∪σe1,S4
(D);

(ⅱ)若Ι(μ)∈F- (H ⊕K),则σe2,S
(L)=σe2,S1

(M(μ))∪σe2,S4
(D)。
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  Abstract:Thenecessaryandsufficientconditionsarefirstlyinvestigatedforanindividuallinear

relationshiptobeaclosablelinearrelationship.Secondly,forL0=
A Bæ

è
çç

ö

ø
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C D
withA,B,C,Dbeinglin-

earrelationsonthecorrespondingHilbertspaces,weshowL0isclosableifA,Dareclosable,Cis

A-boundedandBisD-bounded.Thirdly,weobtaintheFrobenius-SchurfactorizationforL0-μS

undercertainconditions,whereS=
S1 S2
S3 S
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4
isaboundedlinearoperator,andfurtherprovidethe

expressionoftheclosureofL0.Moreover,westudytheS-essentialspectrumoftheclosureofL0.
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