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Lévy噪声引起基底
神经节-丘脑-皮层模型的相变分析*

乔雪杰1,刘全生1,毕远宏2

(1.内蒙古大学数学科学学院,呼和浩特010021;2.内蒙古财经大学统计与数学学院,呼和浩特010070)

摘要:帕金森病的发病机理与大脑皮层神经元的异常beta频带放电速率密切相关。基于基

底神经节-丘脑-皮层模型,增加纹状体微回路。首先,针对确定模型分析具有D2 受体和D1 受

体的中棘神经元间连接权重对皮层神经元放电速率的影响,分岔结果显示,减小的连接权重使

得皮层神经元平均放电速率出现振荡。其次,在确定模型中加入Lévy噪声,分析Lévy噪声的

噪声强度D、稳定性指标α和偏斜参数β对振荡放电速率的影响,结果显示,D、α的增大和β的

减小均会引起皮层神经元稳定稳态到振荡的相变,使得确定模型的 Hopf分岔点右移,扩大振

荡区域,而这些临界转迁点可以用滞后一阶自相关、峰度、偏度和方差进行预测。这些结果对

理解皮层神经元平均放电速率提供帮助。
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  帕金森病人具有震颤和运动迟缓等运动症状以及认知功能减退和睡眠障碍等非运动症状,这些

症状严重影响病人正常生活并给其家庭带来沉重的负担。研究表明,帕金森病人大脑中部黑质致密

部(Substantianigraparscompacta,SNpc)中多巴胺能神经元死亡,使投射到纹状体的多巴胺神经递

质减少,进而引起大脑中神经元beta频带(13~30Hz)振荡放电速率的产生[1]。因此,许多研究通过

建立数学模型探究帕金森病人大脑神经元beta频带振荡放电速率产生的机理。
许多研究建立基底神经节(Basalganglia,BG)-丘脑(Thalamus,Th)-皮层(Cortex,CTX)的平均

场模型(BGTC)探究beta频带振荡放电速率产生的条件[2]。最初研究集中在基底神经节中丘脑底核

(Subthalamicnucleus,STN)和苍白球外侧(Globuspallidusexternalsegment,GPe)神经元兴奋和抑

制回路产生beta频带振荡的理论条件[3]。然而,STN-GPe模型中神经元既要接收基底神经节输入

部分纹状体(Striatum,STR)神经元的抑制作用,也要通过它的输出部分即苍白球内侧(Globuspalli-
dusinterior,GPi)将抑制作用传递给Th[1],而Th的神经元直接或间接通过皮层将兴奋信号作用到

纹状体的神经元上[4-5]。纹状体主要包含具有多巴胺 D1 受体和 D2 受体的中棘神经元(Medium

spinyneurons,MSNs)[6-7],最近研究表明,这两个神经元构成的微回路对皮层和基底神经节神经元

beta频带振荡放电速率有重要影响[2,8]。因此,将纹状体微回路加入BGTC模型,分析它对振荡放电
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速率的影响是有意义的。
大脑中神经元会受到不同噪声的影响[9],因此,考虑随机扰动对BGTC模型的影响是重要的。

基于神经元具有簇放电的特性[10],利用具有重尾和大脉冲的 Lévy噪声来模拟随机波动更有意

义[11-12]。噪声可引起双稳态系统中两个稳态的转迁,也可以引起双节律振荡和稳态的转迁[13-14],还
会引起皮层神经元稳定稳态到振荡的转迁。因此,分析Lévy噪声参数对BGTC模型的稳态到振荡

的相变,有助于了解随机扰动对模型beta频带振荡放电速率的影响。
本文在文献[15]的模型中增加纹状体微回路[15],从而确定其模型的动力学,分析具有D2 受体和

D1 受体的 MSNs间连接权重对beta频带振荡放电速率的影响。在随机动力学方面,在确定模型中

加入Lévy噪声,分析其参数对皮层神经元稳定稳态到振荡放电速率转迁的影响,并利用4个统计指

标对转迁的临界值进行预测,进一步分析Lévy噪声参数对确定模型分岔点的影响。

1 确定模型的动力学

1.1 模型

图1为基底神经节-丘脑-皮层模型,包括皮层(CTX)、苍白球外侧(GPe)和苍白球内侧(GPi)、丘
脑底核(STN)和丘脑(Th)内的神经元以及纹状体(STR)中具有D1 受体和D2 受体的 MSNs[16]。图

中带箭头的线表示投射具有激活作用的谷

氨酸神经递质,带圆点的线表示投射具有

抑制作用的氨基丁酸神经递质。基底神经

节的输入部分STR接收来自CTX和Th
的兴奋性信号,将抑制性信号传给GPi和

GPe,GPe 传 递 抑 制 性 信 号 给 GPi和

STN,STN 对 GPe和 GPi有激活作用。

STR的输出部分GPi将兴奋性信号传给

Th。STR中包含D1 和D2 的自抑制回路

以及它们之间的相互抑制回路。
图1中7个神经元核团放电速率的平

均场模型如下,模型对应的参数如表1所

示,除非特殊说明,本文的数值模拟将采用

表1中的值[17]。
图1 基底神经节-丘脑-皮层模型

Fig.1 Basalganglia-thalamus-cortexmodel

τ1dx1
(t)
dt =F1(w16x6(t-T))-x1(t) (1)

τ2dx2
(t)
dt =F2(w26x6(t-T)+w21x1(t-T)-w22x2(t-T)-w23x3(t-T))-x2(t) (2)

τ3dx3
(t)
dt =F3(w36x6(t-T)+w31x1(t-T)-w33x3(t-T)-w32x2(t-T))-x3(t) (3)

τ4dx4
(t)
dt =F4(w47x7(t-T)-w42x2(t-T)-w45x5(t-T))-x4(t) (4)

τ5dx5
(t)
dt =F5(w57x7(t-T)-w53x3(t-T)-w55x5(t-T))-x5(t) (5)

τ6dx6
(t)
dt =F6(-w64x4(t-T))-x6(t) (6)

τ7dx7
(t)
dt =F7(w71x1(t-T)-w75x5(t-T))-x7(t) (7)
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其中xi(t)(i=1,2,…,7)分别表示CTX、STR中D1 受体、STR中D2 受体、GPi、GPe、Th和STN中

神经元的平均放电速率,wij表示神经元核团j到i的连接权重,T 表示神经元信号传输的时滞,τi 表

示各神经元核团的时间常数,Fi(x)表示每个神经元核团的激活函数,其形式为

Fi(x)= Mi

1+ Mi-Bi
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 (i=1,2,…,7) (8)

其中Mi 表示第i个神经元核团的最大放电速率,Bi 表示第i个神经元核团的基础放电速率[1]。

表1 参数值

Table1 Parametersinmodel

参数 值 参数 值 参数 值 参数 值

M1 180spk/s B5 75spk/s w16 19.53 w47 15.74

M2 25spk/s B6 19spk/s w21 0.6 w53 14.1

M3 33spk/s B7 17spk/s w22 3.2 w55 4.6

M4 300spk/s τ1 12ms w23 3.1 w57 0.8

M5 400spk/s τ2 6ms w26 1.1 w64 13.1

M6 300spk/s τ3 4ms w31 2.42 w71 2.02

M7 300spk/s τ4 6ms w32 1.9 w75 13.12

B1 10spk/s τ5 14ms w33 4.1 D 0.06

B2 4spk/s τ6 6ms w36 30.4 α 0.996

B3 6spk/s τ7 6ms w42 20.58 β -1

B4 20spk/s T 4ms w45 2.03

1.2 分岔分析

分析纹状体微回路中具有D2 受体的 MSNs对具有D1 受体的 MSNs抑制作用的连接权重w23

对皮层神经元平均放电速率x1(t)的影响。在 Matlab软件中利用Runge-Kutta算法获得方程(1)-
(7)的时间序列,确定其最大值和最小值,得到x1(t)关于w23的分岔图,如图2(a)所示。

 (a)分岔图             (d)频率图

图2 x1(t)关于w23的分岔图(a)、时间历程图(b)-(c)以及频率图(d)

Fig.2 Bifurcation(a),timeseries(b)-(c)andfrequencydiagram(d)ofx1(t)withrespecttow23

  图2(a)中黑色实线表示稳定的稳态(Stablesteadystate,SSS),绿色实心点表示振荡状态(Oscil-
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latingstate,OS)的最大值和最小值。在w23=3.32处发生超临界 Hopf分岔(HB),在 HB左侧,x1
(t)出现振荡状态;在 HB右侧,x1(t)出现稳定的稳态。对于w23=0.4和w23=4.7,图2(b)和(c)给
出x1(t)关于w23的时间序列,验证了上述结果。通过分析可知,具有D2 受体的 MSNs对具有D1 受

体的 MSNs的抑制作用减少,GPi活性增加,进而增加对丘脑神经元的抑制,增大了皮层神经元的活

性,使其出现振荡。反之,会降低皮层神经元的活性,出现较低稳态的放电速率。图2(d)是x1(t)随

w23变化的频率关系图,可以看到,x1(t)的振荡频率在beta频段。

1.3 确定模型的临界转迁点预测

w23变化会引起x1(t)从稳态到振荡的转迁,本文利用滞后一阶自相关(Autocorrelationatlag-1,

A)、峰度(Kurtosis,K)、偏度(Skewness,S)和方差(Variance,V)4个指标对临界转迁点进行预测,公
式分别为

A= 1
N-1∑

N-1

i=1

(xi-췍X)(xi+1-췍X) (9)

K=1N
∑

N

i=1
(xi-췍X)4

σ4
(10)

S=1N
∑

N

i=1
(xi-췍X)3

σ3
(11)

V= 1
N-1∑

N

i=1

(xi-췍X)2 (12)

其中,xi(i=1,…,N)是数据样本,N 表示数据样本容量,췍X 是数据样本的均值,σ表示数据样本的标

准偏差。
图3给出不同指标关于w23变化的图像。其中,w23从0变化到5,步长为0.01,针对每一个w23

运行一次时间历程图,以0.001s为时间步长运行40s,获得40000个x1(t)样本,然后基于样本利用

公式(9)—(12)获得不同指标的值。4个指标的临界转迁点用 H点标记,可以看出,随着w23从小到

大变化,滞后一阶自相关和方差在确定分岔点w23=3.32附近没有出现突然的变化,偏度在w23=
3.26(H点)出现缓慢的变化,而峰度在w23=3.26(H点)出现突然的变化。因此,针对本文模型,峰
度比较适合预测w23的临界转迁点。

 (a)滞后一阶自相关     (b)峰度         (c)偏度        (d)方差

图3 针对确定模型的x1(t)样本,滞后一阶自相关、峰度、偏度和方差关于w23的变化情况

Fig.3 Autocorrelationatlag-1,kurtosis,skewness,variancewithrespectto

w23forx1(t)samplesindeterministicmodel

  分析确定模型中w23对皮层神经元振荡放电速率的影响,从分岔图可以看出,随着w23的减小,皮
层神经元出现振荡的放电速率,针对确定模型的样本,峰度能较好地预测临界转迁点。

2 随机模型的动力学

2.1 随机模型

考虑随机扰动对模型(1)-(7)振荡动力学的影响,模型(1)-(7)的随机动力学模型为
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τi
dxi(t)
dt =Fi(x)-xi(t)+ξ(t) (i=1,2,…,7) (13)

其中ξ(t)表示服从Lévy分布Lα,β(ξ;γ,δ)的维纳过程,Lα,β(ξ;γ,δ)的概率密度函数为

φ(t,α,β,γ,δ)=exp[itδ-|γt|α(1-iβsgn(t)tan
πα
2
)],α≠1,

φ(t,α,β,γ,δ)=exp[itδ-γ|t|(1+iβ
2
πsgn

(t)ln|t|)],α=1。

因此,有4个参数可以刻画ξ(t)的变化,即在(0,2]内变化且描述Lévy分布非对称性尾部的稳定性指

标α,在[-1,1]内变化且描述Lévy分布非对称性的偏斜参数β,在(-∞,+∞)内变化表示Lévy分

布均值的参数δ,刻画噪声强度的参数D=γα,γ在(0,+∞)内变化。关于ξ(t)的更多细节见文献

[11,18]。

在数值模拟中,利用随机Runge-Kutta算法模拟模型(13)的离散数值解[18-20]。简单起见,在数

值模拟中设δ=0,分析参数D、α和β对模型(13)动力学的影响。

2.2 Lévy噪声引起的相变

重点分析Lévy噪声的参数,即噪声强度D、稳定性指标α、偏斜参数β对模型(13)从稳定稳态到

振荡相变的变化。选取HB点(w23=3.32)右侧的参数w23=3.56,在确定模型下,x1(t)的放电速率

是稳定的稳态。

图4给出不同噪声强度D 下皮层神经元平均放电速率x1(t)的时间历程图,其中α=0.996,

β=-1。可以看出,在噪声强度较小时(D=0.002),x1(t)达到稳定的稳态,随着噪声强度的增大

(D=0.06),x1(t)出现小幅振荡,而对于较大的噪声强度(D=0.31),x1(t)持续高幅振荡。因此,噪
声强度增大可以引起x1(t)从稳定稳态转迁到振荡。

  (a)D=0.002          (b)D=0.06          (c)D=0.31
图4 不同噪声强度D 下x1(t)的时间历程图

Fig.4 Timeseriesofx1(t)fordifferentD

  图5显示在不同稳定性指标α下皮层神经元平均放电速率x1(t)的时间历程图,其中D=0.06
和β=-1。可以看出,当α=0.97时,x1(t)处于稳态,随着稳定性指标α的增加(α=0.996),x1(t)出
现小幅振荡。当α=0.998时,x1(t)的振幅增加,但是振幅小于图4(c)的振幅,说明稳定性指标α的

增加会引起x1(t)从稳定稳态到振荡的转迁,但是振幅较小。

图6显示在不同偏斜参数β下皮层神经元平均放电速率x1(t)的时间历程图,其中D=0.06和

α=0.996。可以看出,当β=-1时,x1(t)出现小幅振荡,但随着β的增加,x1(t)由阻尼振荡变为稳定

的稳态,如图6(b)和(c)所示,说明减小的偏斜参数β会引起x1(t)稳定稳态到振荡的相变,但振幅

较小。

基于以上分析发现,噪声强度D、稳定性指标α的增大和偏斜参数β的减小会引起模型(13)从稳

定稳态到振荡相变。因此,这3个参数会引起确定模型HB点的变化,下面分析其对确定模型 HB点
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的影响。

  (a)α=0.97           (b)α=0.996          (c)α=0.998
图5 不同稳定性指标α下x1(t)的时间历程图

Fig.5 Timeseriesofx1(t)fordifferentα

   (a)β=-1           (b)β=-0.7          (c)β=-0.3
图6 不同偏斜参数β下x1(t)的时间历程图

Fig.6 Timeseriesofx1(t)fordifferentβ

2.3 Lévy噪声参数对确定模型HB分岔点的影响

分析噪声强度D、稳定性指标α和偏斜参数β对确定性模型 Hopf分岔点 HB的影响,结果如图

7所示,图中黑色虚线表示确定模型的 Hopf分岔点 HB,绿色实心点表示随机模型的 Hopf分岔点

hb,它的左侧是振荡状态(OS),右侧是稳定的稳态(SSS)。

  (a)α=0.996,β=-1    (b)D=0.06,β=-1    (c)D=0.06,α=0.996
图7 D、α和β对确定模型 HB分岔点的影响

Fig.7 EffectsofD,α,βonHBofthedeterministicmodel
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  图7(a)给出不同噪声强度D 对确定模型HB的影响,可以看出,当D<0.04时,HB和hb重合,

但当D>0.04时,且随着噪声强度的不断增加,hb右移,当w23在HB和hb之间时,噪声强度D 会引

起皮层神经元从稳定稳态到振荡的转迁,使得x1(t)振荡的范围扩大。图7(b)给出不同稳定性指标α
对确定模型HB的影响,可以看出,随着α不断增大,hb点逐渐移到 HB点右侧,使得介于 HB和hb
点之间的参数w23和稳定性指标α引起x1(t)从稳定稳态到振荡的转迁。图7(c)给出偏斜参数β对确

定模型HB的影响,可以看出,随着β的减小,hb向右偏移,振荡区域扩大。与另外两个噪声参数不

同的是,β的减小更易促进皮层神经元的振荡放电速率的出现。

2.4 随机模型的临界转迁点预测

与1.3节类似,针对随机模型,选取D=0.06,α=0.996,β=-1和区间[0,4]中每一个w23得到

x1(t)的时间序列为样本,求出滞后一阶自相关、峰度、偏度和方差值,结果如图8所示。可以看出,在

确定模型HB点(w23=3.32)左侧的w23=3.25处,这4个指标都出现了突然的变化,指标的临界转

迁点用H点标记。因此,它们都适合用来预测随机模型w23引起的相变。

 (a)滞后一阶自相关     (b)峰度        (c)偏度         (d)方差

图8 针对随机模型的x1(t)样本,滞后一阶自相关、峰度、偏度和方差关于w23的变化情况

Fig.8 Autocorrelationatlag-1,kurtosis,skewness,variancewithrespectto

  w23forx1(t)samplesinstochasticmodel

  通过分析Lévy噪声参数引起的相变,结果显示增大的噪声强度D、稳定性指标α和减小的偏斜

参数β均会引起皮层神经元平均放电速率从稳定稳态到振荡的转迁,使得确定模型的 Hopf分岔点

HB右移,扩大振荡区域,而滞后一阶自相关、峰度、偏度和方差能很好地预测随机模型的 Hopf分岔

转迁点。

3 结论

帕金森病与大脑皮层神经元的异常放电密切相关[3]。因此,分析影响皮层神经元振荡放电速率

产生的因素,对了解帕金森病的机理起到重要的作用[21-22]。本文针对一个具有7个神经元核团的基

底神经节-丘脑-皮层模型,增加了纹状体微回路,首先分析确定模型中具有D2 受体的中棘神经元对

具有D1 受体的中棘神经元抑制作用的连接权重w23对皮层神经元平均放电速率的影响。其次,在确

定模型中加入Lévy噪声,分别考虑其噪声强度D、稳定性指标α和偏斜参数β引起皮层神经元稳定

稳态到振荡放电速率的转迁,并分析了它们对确定模型 Hopf分岔点的影响,结果显示,D、α的增大

以及β的减小均会引起皮层神经元从稳定稳态到振荡相变,使得确定模型的 Hopf分岔点右移,扩大

振荡区域,并且滞后一阶自相关、峰度、偏度和方差4个指标适用于随机模型转迁点的预测。

本文重点研究了Lévy噪声引起的相变,在模型中结合高斯白噪声和时滞[23],分析它们引起的相

变是以后研究的工作。
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PhaseTransitionAnalysisofBasalGanglia-Thalamus-
CortexModelInducedbyLévyNoise

QIAOXuejie1,LIUQuansheng1,BIYuanhong2

(1.SchoolofMathematicalSciences,InnerMongoliaUniversity,Hohhot010021,China;

2.SchoolofStatisticsandMathematics,InnerMongoliaUniversityof
FinanceandEconomics,Hohhot010070,China)

  Abstract:ThepathogenesisofParkinson'sdiseaseiscloselyrelatedtotheabnormalbetaband
firingrateofcorticalneuronsinthebrain.Basedonabasalganglia-thalamus-cortexmodel,the
microcircuitinthestriatumisconsideredintothemodel.Inthedeterministicmodel,theeffectof
connectionweightbetweenmediumspineneuronswithD2receptorandD1receptoronfiringrateof
neuronsinthecortexisanalyzed.Thebifurcationresultsshowthatthedecreaseofconnection
weightcausedoscillatingfiringrateofneuronsinthecortex.Then,Lévynoiseisaddedtothedeter-
ministicmodel,andtheeffectofthenoiseintensityD,stabilityindexα,andskewnessparameterβof
Lévynoiseonoscillatingfiringrateareanalyzed.TheresultsshowthattheincreaseofD,αandthe
decreaseofβcauseaphasetransitionfromstablesteadystatetooscillationstate,and Hopf
bifurcationpointofthedeterministicmodelshifttotherightsoastoexpandtheoscillationregion.
Thesecriticaltransitionpointscanbepredictedthroughautocorrelationatlag-1,kurtosis,skew-
ness,andvariance.Theseresultsprovideinsightintotheinfluenceofstochasticnoiseonthefiring
rateofneuroninthecortex.
  Keywords:basalganglia-thalamus-cortexmodel;Lévynoise;phasetransition
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