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摘要：根据麻疹病毒的传播机制，建立了一类分数阶 SEIQR 传染病斑块模型，研究了疫苗接

种和迁移运动对传染病控制的影响。利用下一代矩阵法得到了基本再生数 R 0，根据 Mittag-
Leffler 函数和 Laplace 变换得出了分数阶模型的正向不变集以及阈值条件下平衡点的稳定性。

最后针对两个斑块进行数值模拟，结果表明迁移运动可以使疾病消失，同时增加疫苗接种率能

够减小基本再生数，以及疾病趋于稳定的时间会随着分数阶参数 α 的减小而延长。
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麻疹，也被称为红疹或莫比利，是一种由副黏病毒科的莫比利病毒引起的传染病［1］。在现代医

学的发展下，麻疹可以通过接种疫苗预防，但在一些疫苗接种率较低的地区，麻疹依然对公共卫生安

全造成了严重威胁。目前已经有许多学者研究了麻疹病毒，Aldila 等  ［2］为了控制麻疹在人群中的传

播，实施了两次疫苗接种的干预措施，建立了麻疹感染的改良 SVIQR（易感-接种疫苗-感染-隔离-康
复）确定性模型。Berhe 等［3］提出了一个用微分方程稳定性理论进行分析的麻疹传播动力学的模型，

描述了麻疹疫情在人群中的传播动态。Memon 等［4］建立 SVEIR 模型，使用 2019 年 1—10 月报告的巴

基斯坦的真实麻疹病例进行模拟，得出提高疫苗效力和覆盖率可以大幅降低麻疹流行风险的结论。

分数阶微分方程作为传统整数阶微分方程的自然延伸，已经引起了广泛的关注，因为它们能够

更准确地描述许多非局部和非线性现象。分数阶微分方程在许多领域都得到了应用，比如量子力

学、信号与图像处理、经济学等［5-8］领域。分数阶导数的定义是以积分的形式表示，分数阶微分方程不

仅考虑当前时刻状态还考虑了之前时刻状态，引入了记忆和遗传特性，可以更好地描述传染病在时

间上的动力学行为，尤其是具有长时间记忆效应的疾病传播，因此也被应用于传染病动力学分

析［9-10］。相比于整数阶传染病模型，分数阶传染病模型可以更好地刻画生物的遗传性和记忆性特征，

并且克服了整数阶传染病模型无法完全拟合数据的缺点，因此，分数阶传染病模型的研究具有重要的

现实意义。

许多研究人员意识到迁移运动会快速将传染病从一个地方传播到另一个地方，因此他们对斑块

传染病进行了研究。Driessche 等［11］基于具有斑块的空间异质环境，建立了疾病传播模型，结果表明，

感染者在斑块环境中的移动可能对疾病传播有重要影响。Cui等［12］建立了一类具有疫苗接种的 SIR
斑块模型，研究了人口流动性增加和疫苗接种对疾病传播的影响。

在预防和控制疾病传播的过程中，接种疫苗和隔离是经常采用的两种手段。基于上述考虑以及
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病毒传播的记忆性特征，使用具有记忆效应的分数阶微分系统刻画传染病模型比整数阶微分系统更

为精确。因此，本文根据麻疹病毒的传播机制，建立了一类带有疫苗接种的分数阶 SEIQR 传染病斑

块模型，研究在不同的分数阶参数 α 下，迁移运动和疫苗接种对控制疾病传播的影响。

1　分数阶 SEIQR传染病斑块模型的建立

根据麻疹病毒的传播机制建立了一类基于 Caputo 分数阶导数的 SEIQR 传染病斑块模型，将每

个斑块的人群划分为 5 个仓室：易感者类 Si( t )，潜伏者类 Ei( t )，感染者类 Ii( t )，隔离者类 Q i( t )和恢复

者类 Ri( t )。假设隔离者不能在斑块间流动，其他子群体都能够在任意两个斑块间流动，斑块 i 中的

疾病传播情况如图 1 所示。

考虑病毒传播时记忆和遗传效应的影响，疾病传播的流程图所对应的分数阶 SEIQR 传染病斑

块的数学模型为
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c
0 Dα

t Si = Λi - βi Si Ii -( pi ei + μi ) Si + ∑
j ≠ i

r

( )aij Sj - aji Si

c
0 Dα

t Ei = βi Si Ii - ( )σi + μi Ei + ∑
j ≠ i

r

( )bij Ej - bji Ei              

c
0 Dα

t Ii = σi Ei -( γi + εi + μi ) Ii + ∑
j ≠ i

r

( )cij I j - cji Ii               

c
0 Dα

t Q i = εi Ii - ( )μi + hi Q i                                                        

c
0 Dα

t Ri = γi + pi ei Si + hi Q i - μi Ri + ∑
j ≠ i

r

( )dij Rj - dji Ri

（1）

式中，Λi 为第 i 个斑块中新生儿的数量，i = 1，2，⋯，r；βi 为第 i 个斑块中有效接触率；μi 为第 i 个斑块

中自然死亡率；pi 为第 i个斑块中疫苗接种率；ei 为第 i个斑块中疫苗接种有效率；σi 为第 i个斑块中潜

伏者到感染者的转换率；γi 为第 i 个斑块中感染者的恢复率；εi 为第 i 个斑块中感染者的隔离率；hi 为

第 i个斑块中隔离者的恢复率；aij、bij、cij 和 dij 分别为第 j个斑块中易感者、潜伏者、感染者和恢复者到

第 i个斑块中的迁移率；α ∈ ( 0，1 ]对应 Caputo 分数阶阶次。以上所有参数都为正数。

由于 Ri 只出现在系统（1）的最后一个方程中，所以只考虑分数阶 SEIQR 模型的简化系统：
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( )aij Sj - aji Si

c
0 Dα

t Ei = βi Si Ii - ( )σi + μi Ei + ∑
j ≠ i

r

( )bij Ej - bji Ei

c
0 Dα

t Ii = σi Ei -( γi + εi + μi ) Ii + ∑
j ≠ i

r

( )cij I j - cji Ii

c
0 Dα

t Q i = εi Ii - ( )μi + hi Q i

（2）

图  1　斑块 i中的疾病传播流程图

Fig. 1　Diagram of the disease transmission in the i-th patch
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2　平衡点的存在性

定理 1 系统（2）有唯一的无病平衡点。

证明  根据无病平衡点的定义，将无病状态的情形 Ii = 0 ( i = 1，2，⋯，r )代入系统（2）中有
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Λi -( pi ei + μi ) Si + ∑
j ≠ i

r

( )aij Sj - aji Si = 0

-( )σi + μi Ei + ∑
j ≠ i

r

( )bij Ej - bji Ei = 0

σi Ei = 0
-( )μi + hi Q i = 0

（3）

那么，可以得到 Ei = Q i = 0 ( i = 1，2，⋯，r )且

Λi -( pi ei + μi ) Si + ∑
j ≠ i

r

(aij Sj - aji Si)= 0 （4）

将式（4）化成矩阵的形式

JS= Λ （5）

其中

J=
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úμ1 + p1 e1 + ∑
j ≠ 1

r

aj1 -a12 ⋯ -a1r

-a21 μ2 + p2 e2 + ∑
j ≠ 2

r

aj2 ⋯ -a2r

⋮ ⋮ ⋮

-ar1 -ar2 ⋯ μr + pr er + ∑
j ≠ r

r

ajr

，

Λ= (Λ 1，Λ 2，⋯，Λr) T
，S= (S1，S2，⋯，Sr) T

，

由式（5）可得

S= J-1Λ。

由于 J的所有非对角线元素都非正且 J的每一列的和都为正数，那么根据文献［13］可得 J是一个

非奇异M矩阵，所以 J-1 ≥ 0。因此，J可以写成 J= KI- B，其中 I是单位矩阵，B是非负矩阵，且

K > ρ (B)，ρ ( )B 是 B的谱半径，所以系统（2）有唯一的正解 S0 = (S0
1，S0

2，⋯，S0
r )= J-1Λ> 0，以及唯

一的无病平衡点 E 0 = (S0
1，0，0，0，S0

2，0，0，0，⋯，S0
r，0，0，0)。

3　正向不变集

定理 2 系统（2）的一个正向不变集为

Ω ={(S1，I1，E 1，Q 1，⋯，Sr，Ir，Er，Q r) | 0 < S≤ S0，0 < N ≤ N̄，i = 1，2，⋯，r}，

其中 N = ∑
i = 1

r

( )Si + Ei + Ii + Q i ，μ = min{μ1，μ2，⋯，μr}，Λ̄ = ∑
i = 1

r

Λi，Ν̄ = max
ì
í
î

N 0，
Λ̄
μ
ü
ý
þ
，N 0 = N (0)。

证明  由文献［14］可得系统（2）在 (0，+∞)上解的存在性和唯一性。首先证明 Si > 0，N > 0， 
i = 1，2，⋯，r。

令 Ω+ ={(S1，I1，E1，Q1，⋯，Sr，Ir，Er，Qr) | Si > 0，Ii ≥ 0，Q i ≥ 0，Ei ≥ 0，i = 1，2，⋯，r}，在 Ω+ 的超

平面上有
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c
0 Dα

t Si| Si = 0 = Λi + ∑
j ≠ i

r

a ij Sj ≥ 0

c
0 Dα

t Ei| Ei = 0 = βi Si Ii + ∑
j ≠ i

r

b ij E j ≥ 0

c
0 Dα

t Ii| Ii = 0 = σi Ei + ∑
j ≠ i

r

cij I j ≥ 0

c
0 Dα

t Q i| Qi = 0 = εi Ii ≥ 0

（6）

由式（6）及文献［15］得，若{ }S1 ( )0 ，E 1 ( )0 ，I1 ( )0 ，Q 1 ( )0 ，⋯，Sr( )0 ，Er( )0 ，Ir( )0 ，Q r( )0 ∈ Ω+，那么

系统（2）的解 (S1，E 1，I1，Q 1，⋯，Sr，Er，Ir，Q r)不会脱离 Si = 0，Ei = 0，Ii = 0，Q i = 0 的超平面，其中每

个超平面上的向量场与该平面相切且指向区域 Ω+ 的内部，即系统（2）的解总保持在区域 Ω+ 中，因此

得证 S> 0，N > 0，i = 1，2，⋯，r。

接下来证明 S≤ S0，N ≤ N̄，i = 1，2，⋯，r。系统（2）的 4 个式子相加得到
C

0 Dα
t N ( t )≤ Λ̄ - μN （7）

对式（7）进行 Caputo 分数阶导数的 Laplace 变换［16］，可得

sα L (N )- sα - 1 N (0)≤ Λ̄
s

- μL (N )，

L (N )≤ s-1

sα + μ
Λ̄ + sα - 1

sα + μ
N (0) （8）

若 {S1 (0)，E 1 (0)，I1 (0)，Q 1 (0)，⋯，Sr(0)，Er(0)，Ir(0)，Q r(0) }∈ Ω，那么根据文献［17］中的 Mittag-
Leffler函数及其 Laplace 变换，式（8）可化成

N ( t )≤ Λ̄t α Eα，α + 1 ( - μt α)+ Eα，1 ( - μt α) N (0)

≤ N̄ ( μEα，α + 1 ( - μt α)+ Eα，1 ( - μt α) )= N̄
1

Γ ( )1
= N̄ （9）

由系统（2）的第 1 个式子得
C

0 Dα
t S≤ Λ- JS= JS0 - JS （10）

对式（10）进行 Caputo 分数阶导数的 Laplace 变换［16］，可得

sα L (S)- sα - 1S (0)≤ JS0 s-1 - JL (S)，
L ( S ) ≤ s-1 ( sα I+ J )-1 JS0 + sα - 1 ( sα I+ J )-1S ( 0 ) （11）

其中 I是单位矩阵。若{S1 (0)，E 1 (0)，I1 (0)，Q 1 (0)，⋯，Sr(0)，Er(0)，Ir(0)，Qr(0) }∈ Ω，那么由文献［17］
中的 Mittag-Leffler函数及其 Laplace 变换，式（11）可化成

S ( t )≤ t α Eα，α + 1 ( - Jt α) JS0 + Eα，1 ( - Jt α) S (0)
≤ ( t α Eα，α + 1 ( - Jt α)+ Eα，1 ( - Jt α) )= S0 1

Γ ( )1
= S0 （12）

由式（9）和式（12）得 S≤ S0，N ≤ N̄，i = 1，2，⋯，r。

综上所述，{S1 ( t )，E1 ( t)，I1 ( t)，Q1 ( t)，⋯，Sr( t)，Er( t)，Ir( t)，Qr( t) }∈ Ω。因此，Ω是一个正不变集。

4　基本再生数

本节计算系统（2）的基本再生数。通过下一代矩阵法［18］可得

F | E0 =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û
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ú0 F 12 0
0 0 0
0 0 0

，V | E0 =
é

ë
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êêê
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ê ù

û
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ú
úú
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úV 11 0 0
V 21 V 22 0
0 V 32 V 33

，
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其中

F 12 = diag ( β1 S0
1，β2 S0

2，⋯，βr S0
r )，V 21 = diag ( - σ1，-σ2，⋯，-σr)，

V 32 = diag ( - ε1，- ε2，⋯，- εr)，V 33 = diag ( μ1 + h1，μ2 + h2，⋯，μr + hr)，

V 11 =
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úσ1 + μ1 + ∑
j ≠ 1

r

bj1 -b12 ⋯ -b1r

-b21 σ2 + μ2 + ∑
j ≠ 2

r

bj2 ⋯ -b2r
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-br1 -br2 ⋯ σr + μr + ∑
j ≠ r

r

bjr

，
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úγ1 + ε1 + μ1 + ∑
j ≠ 1

r

cj1 -c12 ⋯ -c1r

-c21 γ2 + ε2 + μ2 + ∑
j ≠ 2

r

cj2 ⋯ -c2r

⋮ ⋮ ⋮

-cr1 -cr2 ⋯ γr + εr + μr + ∑
j ≠ r

r

cjr

，

那么

FV-1 =
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú-F 12V -1
11 V 21V -1

22 F 12V-1 0
0 0 0
0 0 0

。

因此

R 0 = ρ (FV-1)= ρ ( - F 12V -1
11 V 21V -1

22 )。
所以，在斑块与斑块之间无迁移运动时的基本再生数是

R ( )i
0 = βi S0

i σ i

( )σi + μi ( )γi + μi + εi

。

5　无病平衡点的稳定性分析

5. 1　无病平衡点的局部稳定性

定理 3 当 R 0 < 1 时，无病平衡点 E 0 在 Ω 内局部渐近稳定；当 R 0 > 1 时，无病平衡点 E 0 不稳定。

证明  系统（2）的 Jacobian 矩阵为

A| E0 = é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

-J [ ]F 11 F 12

0 F- V
，

则 A| E0 的特征值是矩阵-J和 F-V的特征值。又因为-J是一个非奇异M-矩阵，所以-J的所有特

征值具有负实部，因此，E 0的局部稳定性取决于矩阵F-V的特征值。由于V的所有非对角线元素都非

正，且V的每一列的元素之和都非负，F是一个非负矩阵，所以F-V的谱半径 s (F-V )< 0，即F-V

的所有特征值都是负的，根据文献［17］得到，在 R 0 = ρ (FV-1)< 1时，系统（2）在 E 0 处是局部稳定的。

若 R 0 > 1，则 s (F- V )> 0，因此至少有一个 F- V的特征值有正实部，系统（2）在 E 0 处是不稳

定的。

5. 2　无病平衡点的全局稳定性

定理 4 设 B= (bij)和 C= (cij)是不可约矩阵。若 R 0 < 1 时，无病平衡点 E 0 在 Ω 内全局渐近稳
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定；若 R 0 > 1 时，无病平衡点 E 0 不稳定。

证明 设条件为{S1 ( )0 ，I1 ( )0 ，E1 ( )0 ，Q1 ( )0 ，⋯， }Sr( )0 ，Ir( )0 ，Er( )0 ，Q r( )0 的分数阶系统（2）的解

为 (S1，I1，E1，Q1，⋯，Sr，Ir，Er，Qr)，由文献［17］可得系统（2）在 Ω 边界上存在唯一的平衡点 E 0，因此，为

了得到定理 4 的证明，只需要证明当 t → ∞ 时，系统（2）的正解趋向 E 0。

因为 Si ≤ S0
i ，根据系统（2）的第 2 个式子可得

c
0 Dα

t Ei ≤ βi S0
i I i - (σi + μi) Ei + ∑

j ≠ i

r

( )bij Ej - bji Ei （13）

根据不等式（13）的性质和系统（2）的第 3、4 个式子定义一个辅助线性系统
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c
0 Dα

t Ei = βi S0
i I i - ( )σi + μi Ei + ∑

j ≠ i

r

( )bij Ej - bji Ei

c
0 Dα

t Ii = σi Ei -( γi + εi + μi ) Ii + ∑
j ≠ i

r

( )cij I j - cji Ii

c
0 Dα

t Q i = εi Ii - ( )μi + hi Q i

（14）

可见系统（14）的右侧是 F-V的系数矩阵。当 R 0 ={FV-1}< 1时，F-V的每个特征值都具有负实

部。根据文献［17］中的定理 1得到系统（14）的每个正解满足 lim
t → ∞

Ei( t )= 0，lim
t → ∞

Ii( t )= 0，lim
t → ∞

Q i( t )= 0，

因为系统（14）是一个线性系统，所以系统（14）的无病平衡点是全局渐进稳定的。又因为系统（2）的
所有变量都是非负，则根据分数阶系统（FDE）的比较理论［19］得

lim
t → ∞

Ei( t )= 0，lim
t → ∞

Ii( t )= 0，lim
t → ∞

Q i( t )= 0。

根据系统（2）的第 1 个式子，当 t → ∞ 时，Ei，Ii，Q i → 0，有
c

0 Dα
t S i = Λ- JS= JS0 - JS （15）

运用类似于上述定理 2 的证明方法，式（15）的解可以推导为

S ( t )= t α Eα，α + 1 (-Jt α ) JS0 + Eα，1 (-Jt α )S ( 0 )
= ( 1 - Eα，1 (-Jt α ) )S0 + Eα，1 (-Jt α )S ( 0 )
= S0 + Eα，1 (-Jt α ) ( S ( 0 )- S0 )。

根据文献［17］得知 Mittag-Leffler具有渐近行为，那么 Eα，1 ( - λt α) ≈
t → ∞

t-α

λΓ ( )1 - α
，λ > 0，0 < α < 1。

由-J具有所有实部为负的特征值可得，当 t → ∞ 时，S ( t )→ S0，得证无病平衡点 E 0 是全局渐近

稳定的。根据定理 3 可知，当 R 0 > 1 时，无病平衡点 E 0 是不稳定的。

6　数值模拟

利用 Matlab 进行数值模拟，验证了无病平衡点 E 0 的稳定性。以两个斑块为例，选择初值 S1 (0)=
1000，E 1 (0)= 120，I1 (0)= 100，Q 1 (0)= 80，R 1 (0)= 250，S2(0)= 800，E 2(0)= 120，I2(0)= 80，
Q 2(0)= 60，R 2(0)= 200，假设 aij = bij = cij = dij = mij，其中 i，j = 1，2 且 i ≠ j。

6. 1　迁移运动对传染病的影响

图 2取参数 Λ 1 = 100，Λ 2 = 300，β1 = 0. 0004，β2 = 0. 0008，p1 = 0. 6，p2 = 0. 7，e1 = 0. 8，e2 = 0. 9，
μ1 = 0. 02，μ2 = 0. 01，σ1 = 0. 14，σ2 = 0. 18，γ1 = 0. 15，γ2 = 0. 18，ε1 = 0. 4，ε2 = 0. 3，h1 = 0. 1，h2 =
0. 15，m 12 = 0. 04，m 21 = 0. 02。此时 R 1

0 = 0. 6140，R 2
0 = 1. 2374 且 R 0 = 0. 5560 < 1，其中 Ri

0 表示没

有迁移运动时的第 i个斑块的基本再生数。

为了分析处于平衡状态的各仓室人群的动态，设置 α 值分别为 α = 0. 7，α = 0. 8，α = 0. 9 和 α =
1. 0（整数阶）。
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图 2（a）（c）（e）（g）和（i）以及图 2（b）（d）（f）（h）和（j）中的每一条轨迹分别反映了斑块 1、斑块 2 在

迁移运动的情形下，在一组特定的参数值中，当 α 取不同的值时，易感者、潜伏者、感染者、隔离者以及

恢复者达到稳定状态的变化趋势。可以发现随着 α 的降低，感染者数量随时间的变化趋势变得更加

平缓，这表明系统的响应变得更加缓慢，传染病传播和康复过程变得更加缓和，系统达到稳定状态的

速度减慢，时间延长。因此，分数阶参数 α 在描述各仓室的疾病动力学中起着重要作用，同时可以得

到无病平衡点 E 0 是全局渐进稳定的。此外，如果不考虑迁移运动，R 2
0 = 1. 2374 > 1，那么疾病将会

在斑块 2 中传播。但是，在考虑迁移运动后，R 0 = 0. 5560 < 1，疾病会在斑块 2 中灭绝。
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6. 2　接种疫苗对传染病的影响

假设 p1 = p2，其他参数保持不变。在 p1 = p2 = 0. 01 时，基本再生数 R 0 = 11. 1563，斑块 i中的染

病者数量随时间变化如图 3（a）和（d）所示；在 p1 = p2 = 0. 30 时，基本再生数 R 0 = 1. 2140，斑块 i中的

染病者数量随时间变化如图 3（b）和（e）所示；在 p1 = p2 = 0. 80 时，基本再生数 R 0 = 0. 4870，斑块 i中

的染病者数量随时间变化如图 3（c）和（f）所示。可见，增加疫苗接种率使得基本再生数 R 0 减小，从而

有效控制疾病的传播。

图  2　各斑块各人群随时间变化情况

Fig. 2　Time evolution of the population for each patch
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从图 3 可以观察到，随着疫苗接种率的增加，感染人口的数量减少，表明了疫苗接种策略在预防

疾病传播中起着重要作用。此外，根据分数阶参数 α，每个图都有特定的轨迹和收敛速度。如果 α 值

较小，则收敛速度较慢，反之亦然。

7　结论

本文根据麻疹病毒的传播机制，建立了一类带有疫苗接种的分数阶 SEIQR 传染病斑块模型。

利用下一代矩阵法计算了模型的基本再生数 R 0，根据 Mittag-Leffler 函数和 Laplace 变换得到了无病

平衡点 E 0 在 R 0 < 1 时是局部和全局渐近稳定的，在 R 0 > 1 时是不稳定的。使用 Matlab 进行数值模

拟，观察到模型解的收敛速度随分数阶次的降低而减慢，表明流行病患者全部康复所需时间随分数

阶次的降低而变长，即分数阶传染病模型中的分数阶次 α 对系统的稳定性条件具有重要影响，且随着

α 的降低，系统的稳定性条件变得更加宽松。斑块之间进行迁移运动可能使得传染病在两个斑块中

灭绝，同时提高疫苗的接种率，可以减少基本再生数的大小，从而控制疾病的传播。
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Analysis of the Fractional-Order SEIQR Patch Model with 
Vaccination for Infections Diseases

ZHANG Jinyu，XUE Yakui
（School of Mathematics， North University of China， Taiyuan 030051， China）

Abstract: According to the transmission mechanism of measles virus， a fractional order SEIQR 
patch epidemic model was established to study the effects of vaccination and migration on the control of 
infectious diseases.  The basic reproducing number R 0 was obtained by using the next generation matrix 
method， and the forward invariant set of the fractional order model and the stability of the equilibrium 
point under threshold conditions were obtained based on the Mittag-Leffler function and Laplace trans⁃
form.  Finally， by selecting two patches for numerical simulation， it is found that the migration move⁃
ment can make the disease disappear， at the same time， increasing the vaccination rate can reduce the ba⁃
sic reproduction number， and it is found that the time for the disease to stabilize increases as α decreases.

Key words: vaccination； SEIQR patch model for infections disease； basic reproductive number； 
fractional order； Caputo derivative
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