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一维 Euler方程的无振荡高阶间断
Petrov-Galerkin方法

∗
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（内蒙古大学数学科学学院，呼和浩特  010021）

摘要：针对传统高阶数值方法在处理间断问题时易产生非物理振荡的难题，提出一种新型无

振荡间断 Petrov-Galerkin 方法来求解一维 Euler 方程。采用 SSP Runge-Kutta 方法进行时间

离散，并在每个时间步进后引入一个阻尼算子，通过自适应调节机制抑制数值计算中可能产生

的非物理振荡，同时保持间断 Petrov-Galerkin 方法原有的高精度特性。数值实验结果表明，该

方法在光滑区域保持最优收敛阶，在间断附近通过阻尼机制自动调节数值耗散，实现了稳定性

和高分辨率的有效平衡。
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Euler 方程在流体力学中用来刻画无黏流动过程，是典型的非线性守恒律方程组。其非线性对

流特征常常可能导致解在有限时间内演变为激波间断，因此，设计稳定且高效的数值计算方法具有

很大的挑战性。

数值求解双曲守恒律方程的众多方法中，在有限差分或有限体积方法的基本框架下，基于

Harten 引理［1］的 TVD（Total variation diminishing）格式在抑制间断附近的数值振荡方面效果显著，但

是其内在的极值 Clipping 效应［2］导致 TVD 格式的空间逼近精度很难突破二阶，这限制了 TVD 格式

成为真正的高分辨率格式（高精度且无振荡）。在有限元方法的基本框架下，Cockburn 等［3-5］将有限

体积格式处理间断的基本思想与传统 DGFEM（Discontinuous Galerkin finite element method）相结

合，提出的 Runge-Kutta DGFEM 具备良好的抑制数值振荡能力和自适应提高逼近精度的灵活性，从

而成为一类重要的方法。从有限元离散过程看，DGFEM 在局部离散中采用的是标准有限元方法，

即试探函数空间和检验函数空间是相同的多项式空间。与此相对应的不同思路是在局部离散中采

用非标准有限元过程，即试探函数空间和检验函数空间是不相同的多项式空间，这类有限元常常称

作 Petrov-Galerkin 方法。Bottasso 等［6-7］最早在 DG 框架下引入 Petrov-Galerkin 方法，提出采用间断

Petrov-Galerkin（DPG）方法求解椭圆问题，并对稳定性和收敛性进行理论分析，将其拓展应用于平流

扩散问题的数值模拟。随后，Demkowicz 等［8］提出一种可自动构造检验函数实现优化的 DPG 方法。

Stipcich 等［9］结合 DGFEM 构建了间断控制体积有限元法（DCVFEM）处理平流扩散问题，从理论上

证明该方法具有良好的收敛性和低耗散优势，且能灵活地处理强梯度和间断解问题。陈大伟等［10］基于

Runge-Kutta DG 方法和广义差分法提出 Runge-Kutta 控制体积间断有限元法（RKCVDFEM），首次
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将 DPG 方法扩展到一维和二维双曲守恒律的数值求解［11-14］，该方法能够轻松处理间断解和复杂的边

界条件，具有保持物理量局部守恒的特性，并且比 Runge-Kutta DG 方法更简单。由于 DPG 方法具有

诸多优良特性，近年来已成为偏微分方程数值求解领域中备受关注的方法之一。

与其他高阶方法类似，线性 DPG 方法也无法避免在解的大梯度或者间断附近产生数值振荡。

现有的 DPG 方法常常利用非线性限制器［15-16］来控制振荡，它的原理是在获得数值解后，使用各种指

标来检测问题单元，然后在问题单元内重构解多项式。但是很多限制器依赖人工调参，这些参数缺

乏足够的适应性，如果参数设置不合适，会出现限制效果不足或过度降阶的问题。Lu 等［17］提出一种

可以自适应调节振荡的 DG 方法，直接在半离散 DG 格式中引入一个阻尼项实现振荡控制。然而在

强间断附近，阻尼项的离散会得到一个刚性时间常微分方程组，从而导致非常大的时间计算成本［18］。

Peng 等［19］提出 OEDG（Oscillation-eliminating discontinuous Galerkin）方法，它通过求解一个准线性阻

尼常微分方程实现自适应调节振荡，且其对应的时间常微分方程不再具有明显刚性，大大降低了时

间计算成本。

本文提出一种简单且高效的高分辨率数值方法，该方法在空间离散中采用 DPG 格式，时间离散

采用三阶 SSP Runge-Kutta（Strong stability preserving Runge-Kutta）方法，类似于 OEDG 方法，引入

OE 型阻尼算子来自动调节非物理振荡。该方法无需复杂的振荡检测，直接在 DPG 方法计算后统一

实施阻尼处理，所构建的阻尼算子基于解的局部梯度跳跃特征，通过自适应耗散机制，调节局部多项

式的高阶项系数，实现数值振荡的自动抑制，从而在保持一致高精度的同时，克服了传统限制器常常

依赖人工参数的不足。

1　一维 Euler方程

一维 Euler方程的初值问题为

ì
í
î

u t + f ( u )x = 0， ( x，t )∈ ( a，b )×( 0，T ]
u ( x，0 )= u0 ( x )  ， x ∈ ( a，b )

（1）

式中，u= ( ρ，ρu，E )T， f ( u )= ( ρu，ρu2 + p，u ( E + p ) )T，ρ 为密度，u 为速度，ρu 表示动量，E 为总能

量，p 表示压力，总能量与压力的关系为

E = p
γ - 1 + 1

2 ρu2，

其中，无量纲参数 γ = 1. 4，为理想气体的比热比。

引入向量函数 q= ( q1，q2，q3 )T = ( ρ，ρu，E )T，则流通量向量为
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它的 Jacobian 矩阵为

f ′ (q)=
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Jacobian 矩阵的特征值为
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λ1 = u - c，   λ2 = u，   λ3 = u + c，
其中 c为声速，满足

c2 = γp
ρ

= γ ( γ - 1 )
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê q3
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2 ( q2

q1 )
2ù

û

ú
úú
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ú
。

2　无振荡间断 Petrov-Galerkin方法

2. 1　DPG方法空间离散

将求解区间 Ω = (a，b)剖分成 N 个小单元，a = x1/2 ≤ x3/2 ≤ ⋯ ≤ xN + 1/2 = b，记 xj + 1/2 ( j = 0，1， 

⋯，N )为剖分节点，第 j个小单元为 Ij = ( xj - 1/2，xj + 1/2 )，单元中点为 xj = 1
2 ( xj - 1/2 + xj + 1/2 )，单元长度

为 hj = xj + 1/2 - xj - 1/2。

定义有限元空间为

V k
h：={q= (q1，q2，q3) T

：qi ∈ L2([ a，b] )且qi| Ij
∈ P k( Ij)，i = 1，2，3，j = 1，⋯，N }，

P k ( Ij )是单元 Ij 上次数不超过 k 的多项式空间，并且取 P k ( Ij )= span{φl
j ( x )}k

l = 0
，φl

j ( x )为 Ij 上的 Leg⁃

endre 正交多项式，其中

φ 0
j ( x)= 1， φ 1

j ( x)= x - xj

hj /2
， φ 2

j ( x)= ( x - xj

hj /2 ) 2

- 1
3 ，

φ 3
j ( x)= ( x - xj

hj /2 ) 3

- 3
5 ( x - xj

hj /2 )，
则数值解 uh ∈V k

h 为

uh( x，t )= ∑
l = 0

k

u l
j ( t ) φl

j ( x)， x ∈ Ij （2）

其中，u l
j ( t )为线性组合的系数。

在每个单元 Ij 上选取 xj - 1/2，x0
j，x1

j，⋯，xk - 1
j ，xj + 1/2 作为插值节点，插值节点的取法不是唯一的，要

通过对比不同节点选取方案下的数值结果，基于高斯点的数值方法展现出更高分辨率，故本文选取

高斯点作为插值节点。选取 Ij 上的控制体积如图 1 所示，并选取检验函数空间为

W h：={w= (w 1，w 2，w 3) T
：w i ∈ W h，i = 1，2，3}，

其中，W h 为分片常数空间，相应基函数为

ψ l
j =

ì
í
î

1， ∀x ∈ I l
j

0， otherwise
（3）

在方程（1）两边乘以检验函数w ∈W h，并在单元 Ij 上积分，得

∫ Ij

u twdx +∫ Ij

f (u)
x
wdx = 0，

用近似解 uh 代替精确解 u，并取w为检验函数空间的基函数 ψ l
j，得

∫ Ij

(uh) t
ψ l

j dx +∫ Ij

f (uh) x
ψ l

j dx = 0， l = 0，1，⋯，k，

图 1　Ij 上的控制体积

Fig. 1　Control volume on Ij
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令 uh = ( q1h，q2h，q3h )T，f ( uh )= ( f1 ( uh )，f2 ( uh )，f3 ( uh ) )T，则上式展开得
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∫ Ij
( )q1h

t
ψl

j dx +∫ Ij
f1 ( )uh x

ψl
j dx = 0， l = 0，1，⋯，k

∫ Ij
( )q2h

t
ψl

j dx +∫ Ij
f2( )uh x

ψl
j dx = 0，     l = 0，1，⋯，k

∫ Ij
( )q3h

t
ψl

j dx +∫ Ij
f3 ( )uh x

ψl
j dx = 0，  l = 0，1，⋯，k

，

将式（3）代入上式，可得

∫
I l

j

(uh) t
dx +∫

I l
j

f (uh) x
dx = 0，    l = 0，1，⋯，k，

分部积分得

d
dt (∫ I l

j

uh dx)= - f (uh) | I l
j
，    l = 0，1，⋯，k，

将式（2）代入上式得
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，

整理得
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其中
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。

数值解在单元交界处允许间断，由于 f ( uh ( xj ± 1/2，t ) )无定义，故用相容单调的 Lipschitz数值流通

量 f ̂j ± 1/2 = f ̂ ( u-
j ± 1/2，u+

j ± 1/2 )来代替 f ( uh ( xj ± 1/2，t ) )，这里采用 Lax-Friedrichs 数值流通量［20］

f ̂j ± 1/2 = 1
2 [ f (u+

j ± 1/2)+ f (u-
j ± 1/2)- αj ± 1/2(u+

j ± 1/2 - u-
j ± 1/2) ]，

其中 u±
j + 1/2 为界面值的左右极限，αj ± 1/2 表示 f的 Jacobian 矩阵的局部最大波速，具体计算公式为

αj ± 1/2 = max{ }|u| - |c|，|u|，|u| + |c| 。
至此，间断 Petrov-Galerkin 格式空间离散完毕，方程组（4）可简记为

duh

dt
= Lh(uh，t )。
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2. 2　OEDPG 方法完全离散

DPG方法在间断附近可能会产生数值振荡，如果不控制这些振荡，会导致严重的数值不稳定和模拟

崩溃。因此，在每个 Runge-Kutta阶段后设计 OE 型阻尼算子抑制数值振荡，从而提高解的稳定性和准

确性。当使用三阶 SSP Runge-Kutta方法进行时间步进时，得到 OEDPG方法从 t n到 t n + 1的实现过程为

ì

í

î

ï

ï
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ï

ï

ï
ïï
ï

ï

un，1
h = un

σ + ΔtLh( )un
σ ， un，1

σ = FΔt( )un，1
h

un，2
h = 3

4 u
n
σ + 1

4 u
n，1
σ + 1

4 ΔtLh( )un，1
σ ， un，2

σ = FΔt( )un，2
h

un + 1
h = 1

3 u
n
σ + 2

3 u
n，2
σ + 2

3 ΔtLh( )un，2
σ ， un + 1

σ = FΔt( )un + 1
h

，

其中，un
σ = un

h = uh ( x，t n )是 t n 时间层的数值解，Δt = t n + 1 - t n 是时间步长，FΔt 是从V k
h 到V k

h 的振荡消

除算子，定义 FΔt ( un，l
h )= u σ ( x，Δt )，其中 u σ ( x，t̂ )∈V k

h 是下列初值问题的解：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

d
dt̂ ∫ Ij

u σvdx + ∑
m = 0

k

βj

σ m
j ( )un，l

h

hj
∫ Ij
( )u σ - P m - 1

h u σ vdx = 0，          v∈V k
h

u σ( )x，0 = un，l
h ( )x

（5）

其中，t̂ 是不同于 t 的伪时间，βj 是 Jacobian 矩阵
∂f
∂u

( ūn，l
j )的谱半径，ūn，l

j 是 un，l
j 在 Ij 上的单元积分平均

值，算子 P m
h 是V k

h 到V m
h 的标准 L2 投影，对任意函数 v∈V k

h，有 P m
h v∈V m

h 且满足

∫ Ij

( )P m
h v- v wdx = 0，  ∀w ∈V m

h ，

并且定义 P -1
h = P 0

h，特别地，在 Ij 上 P 0
h v= v̄ j。

定义阻尼系数为

σ m
j (uh)= max

1 ≤ i ≤ Q
σ m

j (u( )i
h )，

其中，u( )i
h 是 uh 的第 i个分量，Q = 3，且 σ m

j (u ( i )
h )定义为

σ m
j (u ( i )

h )=
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， otherwise
，

其中 ， ∂m
x u( )i

h
j ± 1/2

= ∂m
x u ( )i

h ( x+
j ± 1/2 )- ∂m

x u ( )i
h ( x-

j ± 1/2 ) 表 示 函 数 ∂m
x u( )i

h 在 xj ± 1/2 处 的 跳 跃 ，avg ( u ( i )
h )=

1
|| Ω ∫Ω

u ( i )
h ( x ) dx 表示 u( )i

h 在 Ω 上的平均值。

初值问题（5）是线性的，可以精确求解，设问题的解为

u σ( x，t̂ )= ∑
l = 0

k

u l
j ( t̂ ) φl

j ( x)，          x ∈ Ij （6）

根据算子 P m
h 的定义，有

(u σ - P m - 1
h u σ) ( x，t̂ )= ∑

l = max { 1，m }

k

u l
j ( t̂ ) φl

j ( )x （7）

将式（6）和式（7）代入式（5），并取 v= φ l
j，得

d
dt̂
u l

j ( t̂ )∫ Ij
(φl

j ( x) ) 2
dx + ∑

m = 0

l

β j

σ m
j

hj
u l

j ( t̂ )∫ Ij
(φl

j ( x) ) 2
dx = 0，          l = 1，2，⋯，k （8）

化简得
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d
dt̂
u l

j ( t̂ )+ ( βj

hj
∑
m = 0

l

σ m
j ) u l

j ( t̂ )= 0，          l = 1，2，⋯，k。
从 0 到 t̂进行积分，并取 t̂ = Δt得

u l
j (Δt )= u l

j (0) exp ( - βj Δt
hj

∑
m = 0

l

σ m
j )，          l = 1，2，⋯，k。

当 l = 0 时，∫ Ij

(u σ - P m - 1
h u σ) φ 0

j ( )x dx ≡ 0，式（8）化为

d
dt̂
u0

j ( t̂ )∫ Ij
(φ 0

j ( x) ) 2
dx = 0，

解得

u0
j (Δt )= u0

j (0)。
综上，

un，l
σ = FΔt(un，l

h )= u σ( x，t̂ ) | t̂ = Δt = u0
j (0) φ 0

j ( x)+ ∑
l = 1

k

u l
j ( )0 exp ( - βj Δt

hj
∑
m = 0

l

σ m
j ) φl

j ( x)，

u l
j (0)=

∫ Ij
un，l

h φl
j ( )x dx

 φl
j ( )x

2

L2 ( )Ij

。

阻尼系数基于解在界面处的导数跳跃设计，在光滑区域，导数跳跃小，阻尼项自动弱化，保持高

阶多项式的高精度逼近；在间断区域，导数跳跃大，阻尼项增强，自适应耗散高阶多项式系数，从而构

建起振荡消除算子 FΔt 的自适应振荡抑制机制。

3　数值算例

本节通过 5 个数值算例证明所提算法的有效性和稳定性。空间网格均匀剖分，对于光滑问题，采

用 k + 1 阶 SSP Runge-Kutta 时间离散来验证基于 P k 元的 OEDPG 方法的最优收敛阶；对于间断问

题，使用三阶 SSP Runge-Kutta 时间离散。CFL 条件数设为 CCFL = 0. 95
2k + 1

［19］，k 是有限元空间 V k
h 上

多项式的最高次数，时间步长 Δt = CCFL
h
β
，其中 β 为局部最大波速。

3. 1　精度测试

算例 1 对于一维 Euler方程（1），首先对一个具有周期边界条件的光滑算例进行精度测试，给定

初始条件为

( ρ，u，p) ( x，0)= (1 + 0.2sin ( 2πx )，1，1)，
精确解为

( ρ，u，p) ( x，t )= (1 + 0.2sin [ 2π ( x - t ) ]，1，1)，
求解区域为 [ 0，1 ]，最终计算时刻 t = 1，表 1 给出了 OEDPG 方法分别在 P 1 元、P 2 元和 P 3 元下密度的

L1、L2 误差及收敛阶［21］。注意，在粗网格上，高阶阻尼效应在数值误差中占主导地位，导致 OEDPG
方法计算得到的收敛阶数高于 k + 1，表 1 的结果证明了基于 P k 元的 OEDPG 方法在两种不同范数下

达到 k + 1 阶的最优收敛阶数。表 2 是在相同条件下没有 OE 过程的 DPG 方法的误差及收敛阶。

3. 2　无振荡测试

算例 2 Lax 激波管问题的初始条件为

( ρ，u，p) ( x，0)=
ì
í
î

ïï
ïï

( )0.445，0.698，3.528 ， x ≤ 0
( )0.5，0，0.571 ， x > 0

，
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表 1　基于 Pk元下 OEDPG 方法计算例 1的密度的误差和收敛阶

Table 1　Errors and orders of density in example 1 for Pk-based OEDPG method

空间

P 1

P 2

P 3

空间剖分

20
40
80

160
320
640

20
40
80

160
320
640

20
40
80

160
320
640

L1 误差

1. 71E-02
2. 72E-03
4. 56E-04
7. 11E-05
1. 39E-05
3. 16E-06
8. 03E-03
1. 45E-04
5. 57E-06
2. 97E-07
1. 96E-08
1. 68E-09
2. 77E-02
8. 90E-03
6. 52E-08
1. 61E-09
4. 88E-11
2. 02E-12

L1 收敛阶

—

2. 66
2. 58
2. 68
2. 36
2. 13
—

5. 79
4. 70
4. 23
3. 92
3. 55
—

1. 64
17. 06

5. 34
5. 05
4. 59

L2 误差

2. 04E-02
2. 24E-03
5. 26E-04
8. 46E-05
1. 59E-05
3. 53E-06
9. 05E-03
1. 67E-04
6. 34E-06
3. 46E-07
2. 44E-08
2. 26E-09
2. 97E-02
1. 09E-02
8. 03E-08
1. 86E-09
5. 49E-11
2. 48E-12

L2 收敛阶

—

2. 65
2. 62
2. 64
2. 41
2. 17
—

5. 76
4. 72
4. 19
3. 83
3. 43
—

1. 45
17. 05

5. 43
5. 08
4. 47

表 2　基于 Pk元下 DPG方法计算例 1的密度的误差和收敛阶

Table 2　Errors and orders of density in example 1 for Pk-based DPG method

空间

P 1

P 2

P 3

空间剖分

20
40
80

160
320
640

20
40
80

160
320
640

20
40
80

160
320
640

L1 误差

3. 13E-03
7. 75E-04
1. 94E-04
4. 84E-05
1. 21E-05
3. 03E-06
4. 21E-05
5. 34E-06
6. 62E-07
8. 22E-08
1. 02E-08
1. 27E-09
2. 99E-07
1. 78E-08
1. 09E-09
6. 81E-11
4. 53E-12
2. 89E-13

L1 收敛阶

—

2. 01
2. 00
2. 00
2. 00
2. 00
—

2. 98
3. 01
3. 01
3. 00
3. 00
—

4. 07
4. 02
4. 00
3. 91
3. 97

L2 误差

3. 47E-03
8. 62E-04
2. 15E-04
5. 38E-05
1. 35E-05
3. 37E-06
5. 83E-05
7. 69E-04
9. 76E-07
1. 22E-07
1. 53E-08
1. 92E-09
4. 71E-07
2. 89E-08
1. 80E-09
1. 12E-10
7. 06E-12
4. 58E-13

L2 收敛阶

—

2. 00
2. 00
2. 00
2. 00
2. 00
—

2. 92
2. 98
2. 99
3. 00
3. 00
—

4. 02
4. 00
4. 00
3. 99
3. 95
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计算区间为 x ∈ [-1，1 ]，最终计算时刻 t = 0. 28，采用无反射边界条件以避免波在边界反射。图 2 是

基于 P k 元的 OEDPG 方法在空间剖分为 200 份时密度 ρ 的计算结果，从图 2 中可以看出在激波间断处

没有明显振荡，提出的新方法能够很好地模拟准确解。

算例 3 Sod 激波管问题描述了一个在封闭管道中理想气体的运动，它的初始条件为

( ρ，u，p) ( x，0)=
ì
í
î

ïï
ïï

( )1，0，1 ， x ≤ 0
( )0.125，0，0.1 ， x > 0

，

计算区间为 x ∈ [-1，1 ]，最终计算时刻 t = 0. 28，采用无反射边界条件，图 3 是空间剖分为 200 份时密

度 ρ 的计算结果。从图 3 可以看出 OEDPG 方法能够有效消除数值振荡。

算例 4 Shu-Osher 问题描述了正弦波与激波的相互作用，这是一个具有复杂结构的基准测试，

可用于检验数值方法处理激波、接触间断和复杂波系的能力。初始条件为

( ρ，u，p) ( x，0)=
ì
í
î

ïï
ïï

( )3.857 143，2.629 369，10.333 333 ， x < -4

( )1 + 0.2sin ( 5x )，0，1 ， x ≥ -4
，

计算区域为 [-5，5 ]，最终计算时刻 t = 1. 8，采用无反射边界条件，图 4 显示了基于 P k 元的 OEDPG
方法在空间剖分为 400 份时密度 ρ 的计算结果，可以发现 P 2 元和 P 3 元的数值解明显优于 P 1 元的数值

解，表明高阶数值方案能够更好地解析波。

算例 5 Woodward-Colella blast wave 问题描述了两个冲击波的相互作用，初始条件是

( ρ，u，p) ( x，0)=
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

( )1，0，1 000 ， 0 ≤ x < 0.1
( )1，0，0.01 ， 0.1 ≤ x < 0.9
( )1，0，100 ， 0.9 ≤ x < 1

，

图 2　基于 P k 元的 OEDPG 方法计算 Lax 问题的密度

Fig. 2　Density of Lax problem computed for P k-based OEDPG method

图 3　基于 P k 元的 OEDPG 方法计算 Sod 问题的密度

Fig. 3　Density of Sod problem computed for P k-based OEDPG method
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计算区域为 x ∈ [ 0，1 ]，在 x = 0 和 x = 1 处采用反射边界条件，图 5 给出了在 400 个剖分网格下 t =
0. 038 时密度 ρ 的数值结果。图 5 再次表明新方法在间断附近没有虚假振荡，在固定自由度的情况

下，P 3 元的数值解更接近准确解，表明高阶方法具有更高的分辨率。

4　结论

针对一维 Euler方程，通过在 DPG 格式中引入 OE 型阻尼算子，构建了一种具备自适应振荡调节

机制的高分辨率数值方法。光滑初值算例的计算结果表明，该方法可以保持 DPG 格式的高阶精度；

经典间断解算例的计算结果表明，该方法能够有效抑制非物理振荡。在相同网格条件下，随着格式

精度阶的提升，新方法对激波间断的捕捉更精准，分辨率和计算精度显著提高，数值耗散降低。另

外，高阶格式在网格加密时仍能保持良好的计算效率。
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Oscillation-Free High-Order Discontinuous Petrov-Galerkin Method 
for One-Dimensional Euler Equations

WANG Chenyan，GAO Wei
（School of Mathematical Sciences， Inner Mongolia University， Hohhot 010021，China）

Abstract:To address the challenge of non-physical oscillations generated by traditional high-order 
numerical methods when dealing with discontinuous problems， a new oscillation-free discontinuous 
Petrov-Galerkin method was proposed to solve one-dimensional Euler equations. The method employed 
the SSP Runge-Kutta scheme for temporal discretization and incorporated a damping operator at every 
time step， so that the possible non-physical oscillations in numerical calculations could be suppressed 
through the adaptive regulation mechanism， while maintaining the original high-precision characteristics 
of the discontinuous Petrov-Galerkin method. The results of numerical experiments show that this 
method maintains the optimal convergence order in smooth regions and automatically adjusts the numeri⁃
cal dissipation near discontinuities through the damping mechanism， achieving an effective balance be⁃
tween stability and high resolution.

Key words: one-dimensional Euler equation； discontinuous Petrov-Galerkin method； SSP Runge-
Kutta method； damping operator
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