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摘要：设 H，K 是 复 可 分 的 无 穷 维 Hilbert 空 间 。 对 给 定 关 系 A ∈ BR ( H )，B ∈ BR ( K )，

X ∈ BR( K，H )，记 2 × 2 上三角关系矩阵 M X = ( )A X
0 B

∈ BR ( H⊕K )，给出 M X 的两类点谱

σp，1 ( M X )和 σp，2 ( M X )，两类剩余谱 σr，1 ( M X )和 σr，2 ( M X )与其对角元 A 和 B 的对应谱的并集之间

的联系。
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线性关系是线性算子概念在多值情况下的进一步泛化，因此，也将多值线性算子和单值线性算子

统称为线性关系，它可以用来解决具有非稠定性等线性算子的一些问题。事实上，文献［1］在研究非

稠定微分算子的共轭时就引入了线性关系这一概念。线性关系的发现为诸多实际问题的解决提供了

理论支撑，例如，某些最优化、控制论、退化微分方程和退化算子半群问题已应用了线性关系的相关理

论［2-3］。线性关系矩阵是以线性关系作为元素的矩阵，通常也称为关系矩阵。

在近三十年的研究历程中，算子矩阵作为一类特殊的关系矩阵，一直是学界关注的焦点，特别是

对于上三角算子矩阵的谱补问题的研究已经逐渐完善。许多学者对谱、点谱、连续谱和剩余谱等问

题进行了讨论［4-8］。文献［4］在 Hilbert 空间中研究了 2 × 2 上三角算子矩阵点谱、连续谱和剩余谱的

扰动；文献［5］给出了在 Hilbert空间中 2 × 2 上三角算子矩阵的可能连续谱和可能剩余谱；文献［6］对

Hilbert空间中的 3 × 3上三角算子矩阵的可能点谱、可能连续谱和可能剩余谱进行了描述；文献［7］将

2 × 2 上三角算子矩阵的点谱与剩余谱分别分为两类，并对其可能谱进行描述；文献［8］针对 3 × 3 上

三角算子矩阵，结合分析法和算子分块技巧刻画了四类可能点谱。

近年来，许多学者开始研究关系矩阵的谱理论，主要是对上三角缺项关系矩阵的谱补问题进行

研究［9-11］。文献［9］对 2 × 2 上三角关系矩阵进行了探讨，得到了缺项元素分别为单值线性关系和多

值线性关系时，2 × 2 上三角关系矩阵 M X 值域闭和值域不闭的充分必要条件，并进一步刻画了闭值

域谱的扰动和可能闭值域谱；文献［10］刻画了 2 × 2 上三角关系矩阵的谱、点谱、连续谱和剩余谱的
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扰动问题，以及 2 × 2 上三角关系矩阵 M X 的点谱与其内部元素的点谱之间的联系；文献［11］利用单

值扩张性质对上三角关系矩阵 M X 的谱、点谱和剩余谱等与其对角元的对应谱之间的关系进行刻画。

本文结合分析方法与矩阵分块技巧给出了 2 × 2 上三角关系矩阵 M X 的两类点谱与两类剩余谱与其

对角元的对应谱的并集之间的包含关系。

下面给出基本概念和主要符号。设 H 和 K 是可分的 Hilbert 空间，关系 T：H → K 是一个映射，它

将非空子集 domT ⊆ H中的元素映射为 K的某个非空子集，其中 domT为 T的定义域。若关系 T满足对

任意的 x1、x2 ∈ domT 及不全为零的标量 α、β都有 T (αx1 + βx2)= αT ( x 1)+ βT ( x2)，则称 T 为线性关

系。记 LR ( H，K )为从 H 到 K 且定义域为全空间 H 的所有线性关系，并记 LR ( H )= LR ( H，H )。
设 T ∈LR ( H，K )，图 G ( T ) 定 义 为 G ( T )={( u，v )∈ H⊕K∶u ∈ domT，v ∈ T ( u ) }。 若 T 的 图

G ( T )是 H⊕K的闭子空间，则称 T是闭的。以 CR ( H，K )表示从 H到 K的所有闭线性关系构成的集合，

记 CR ( H )= CR ( H，H )。T的逆关系 T -1和闭包 T̄分别定义为 G (T -1)={( v，u )∈ K⊕H∶( u，v )∈ G ( T ) }
和 G ( T̄ )= - -- ----- --

G ( T )确定的线性关系。设 T ∈ LR ( H，K )，Q T 为从 K 到 K/T ( 0 )的商映射，则 Q TT 是单

值的，并且对任意的 x ∈ H，有 Tx = Q TTx 且定义 T 的范数为 T = Q TT ，若 T < +∞，则称

T 是有界线性关系。记 BR ( H，K )为从 H 到 K 的所有有界线性关系构成的集合，BCR ( H，K )为从 H
到 K 的所有有界闭线性关系构成的集合，BR ( H )为 H 上的所有有界线性关系构成的集合。定义

ranT = T ( domT )、kerT = { x ∈ H ∶ 0 ∈ T ( x ) }和 mulT = { y ∈ K ∶ y ∈ T ( 0 ) }分别为 T 的值域、零空

间和多值部分，其中 T ( 0 )：= { y ∈ K ∶( 0，y )∈ G ( T ) }。记 n ( T )= dim kerT，d ( T )=dim ranT ⊥。

设 T ∈ BR ( H )，定义 T 的预解集为 ρ ( T )= { λ ∈ C∶ T - λI 是单射的，值域闭且稠密｝。定义 T

的谱为 σ ( T )= C\ρ ( T )。线性关系 T ∈ BR ( H )的点谱 σp ( T )、剩余谱 σr ( T )、连续谱 σc ( T )和闭值域

谱 σcr ( T )分别定义为

σp ( T )= { λ ∈ C∶ T - λI不是单射｝，

σr ( T )= { λ ∈ C∶ T - λI是单射，
- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( T - λI ) ≠ H }，

σc ( T )= { λ ∈ C∶ T - λI是单射，
- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( T - λI ) = H，ran ( T - λI )≠ H }，

σcr ( T )= { λ ∈ C∶ ran ( T - λI )不是闭的｝。

为叙述方便，记 ρcr ( T )= C\σcr ( T )。基于 ranT 的闭性与稠密性，将关系的点谱和剩余谱分别拆为 1，
2 类点谱和 1，2 类剩余谱，即

σp，1 ( T )= { λ ∈ σp ( T )∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( T - λI ) = H }，
σp，2 ( T )= { λ ∈ σp ( T )∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( T - λI ) ≠ H }，
σr，1 ( T )= { λ ∈ σr ( T )∶ ran ( T - λI )闭｝，

σr，2 ( T )= { λ ∈ σr ( T )∶ ran ( T - λI )不闭｝。

1　辅助引理

引理 1[ 1 ] 若 T 是 Hilbert空间上的线性关系， 则
（i） T 闭当且仅当 T -1 闭；

（ii） 若 T 是闭的，则 T (0)是闭的。

引理 2[ 9 ] 设 T ∈ BR (H，K )。若 T (0)是闭的，则 ker T 是闭的。

引理 3 设 A ∈ BR ( H )，B ∈ BR ( K )，则对任意的 X ∈ BR ( K，H )，有 - -- ----- --ranM X = H⊕K 当且仅当
- -- -----ranA = H 且

- -- -----ranB = K。

证明  充分性。因为
- -- -----ranA = H 且

- -- -----ranB = K，所以 ker A∗ = ranA⊥ = { 0 }，ker B∗ = ranB⊥ = { 0 }，
因此，对任意的 X ∈ BR ( K，H )，有 ker M X

∗ = { 0 }，故 ker M X
∗ = ranM X

⊥ = { 0 }，则- -- ----- --ranM X = H⊕K。

必要性。令 X = 0，因为
- -- ----- --ranM X = H⊕K，所以

- -- -----ranA = H 且
- -- -----ranB = K。
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引理 4[ 2 ] 若 T ∈ LR (H )，则对任意的 x ∈ dom T，有



P

T ( )0 ⊥Tx = Tx 且



P

T ( )0 ⊥T = T 。

引理 5[ 9 ] 若 T ∈ LR (H )且 U，V ∈ B (H )可逆，则

（i） ran UT 闭当且仅当 ran T 闭；

（ii） ran TV 闭当且仅当 ran T 闭。

引理 6[ 9 ] 设 T∈BCR( H )，F∈BR( H，K )。若 F是有限秩的，则 ranT是闭的当且仅当 ran ( )F
T

是闭的。

引理 7 设 T ∈ BR ( H )且 U ∈ B ( H )可逆，则 ranUT 在 H 中稠密当且仅当 ranT 在 H 中稠密。

证明  充分性。因为 U ∈ B ( H )可逆，所以对任意的 x ∈ H，有 y = Ux ∈ H。由于 ranT 在 H 中稠

密，故存在 { xn } ∈ ranT 使得 xn → x，则 Uxn → Ux = y。令 Uxn = yn，则 yn → y，即 ranUT 在 H 中稠密。

必要性。因为 U ∈ B ( H )可逆，所以对任意的 x ∈ H，有 y = U -1 x ∈ H。由于 ranUT在 H中稠密，故

存在 { xn }∈ ranUT使得 xn → x，则 U -1 xn → U -1 x = y。令 U -1 xn = yn，则 yn → y，即 ranT在 H中稠密。

引理 8[ 10 ] 设 A ∈ LR ( H )，B ∈ LR ( K )，C ∈ LR ( K，H )为给定关系，则

σp(M C)⊆ σp ( A )∪ σp ( B )∪{ λ ∈ C∶ C ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊈ A ( 0 ) }。
引理 9[ 10 ] 设 A ∈ LR ( H )，B ∈ LR ( K )，C ∈ LR ( K，H )为给定关系，则

σp ( A )∪{ λ ∈ C∶ C ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊈ A ( 0 ) } ⊆ σp(M C)。
引理 10[ 9 ] 设 A ∈ LR ( H )，B ∈ BCR ( K )为给定关系，则对任意的 X ∈ BR ( K，H )，都有 ran M X

不闭当且仅当 ran B 不闭且 d ( A ) < ∞。

2　主要结果及证明

定理 1 设 A ∈ BR ( H )，B ∈ BR ( K )，X ∈ BR ( K，H )为给定关系，则

σp，1 (M X)⊆ σp，1 ( B )∪ (σp ( A )∩ σcr ( B ))∪{ λ ∈ C∶ X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊈ A ( 0 ) }

∪{ λ ∈ C∶- -- ----- --
X ( 0 ) ∩ ran ( A - λI )⊥ = ran ( A - λI )⊥ }。             

另外，若 X ( 0 ) ⊆ A ( 0 )，则
σp，1 (M X)⊆ σp，1 ( B )∪ (σp ( A )∩ σcr ( B ))∪{ λ ∈ C∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) = H }。

证明 设 λ∉σp，1 ( B )∪(σp ( A )∩σcr ( B ))∪{ λ∈C∶X (0 )∩ran ( A-λI )⊈A(0 ) }∪ { λ∈C∶- -- ----- --
X ( 0 )∩ ran ( A -

λI )⊥ = ran ( A - λI )⊥ }。以下分 4 种情形进行讨论。

情 形 1： A - λI 和 B - λI 均 是 单 射 ，X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊆ A ( 0 ) 且
- -- ----- --
X ( 0 ) ∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ 

ran ( A - λI )⊥。由引理 8 可知，M X 是单射，则 λ ∉ σp，1 ( M X )。
情 形 2： A - λI 是 单 射 ，

- -- -- -- -- --- -- -- --ran( B - λI )≠ K，X ( 0 )∩ ran ( A - λI )⊆ A( 0 ) 且 - -- ----- --
X ( 0 ) ∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ 

ran ( A - λI )⊥。由
- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( B - λI ) ≠ K 可得，

- -- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( M X - λI ) ≠ H⊕K，故 λ ∉ σp，1 ( M X )。
情形 3： ran ( B - λI )闭，

- -- -- -- -- ----- -- --ran( B - λI )≠ K，X ( 0 )∩ ran ( A - λI )⊆ A ( 0 )且 - -- ----- --
X ( 0 ) ∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ 

ran ( A - λI )⊥。此时，
- -- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( M X - λI ) ≠ H⊕K，故 λ ∉ σp，1 ( M X )。

情形 4： ran ( B - λI ) 闭，B - λI 是单射，X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊆ A ( 0 ) 且 - -- ----- --
X ( 0 ) ∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ 

ran ( A - λI )⊥。此时，M X - λI可分解为如下形式

M X - λI =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷
( A - λI )1 ( X - λI )1

0
0
0
0
0

( X - λI )21

( X - λI )22

( B - λI )1

B - B
0

∶ ( )H
K

→

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI )

X 2 ( 0 )⊥

- -- ----- --
X 2 ( 0 )

ran ( B - λI )∩ B ( 0 )⊥

B ( 0 )
ran ( B - λI )⊥

。
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其中，X 2 ( 0 )⊥ ⊕ - -- ----- --
X 2 ( 0 ) = ran ( A - λI )⊥ 且

( X - λI )2 = ( )( X - λI )21

( X - λI )22
。

易 知 ( B - λI )1 为 可 逆 算 子 ，故 存 在 B ( - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ⊕X 2 ( 0 )⊥ ⊕ - -- ----- --
X 2 ( 0 ) ⊕ ( ran ( B - λI )∩B ( 0 )⊥ ) ⊕ 

B ( 0 ) ⊕ran ( B - λI )⊥ )上的可逆算子

U =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷
I 0 0 0 0 0
0 I 0 -( X - λI )21 ( B - λI )-1

1 0 0
0 0 I 0 0 0
0 0 0 I 0 0
0 0 0 0 I 0
0 0 0 0 0 I

，

使得

U ( M X - λI )=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷
( A - λI )1 ( X - λI )1

0
0
0
0
0

0
( X - λI )22

( B - λI )1

B - B
0

。

因 为
- -- ----- --
X ( 0 ) ∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ ran ( A - λI )⊥，所 以

- -- ----- --
X 2 ( 0 ) ∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ ran ( A - λI )⊥，因 此

- -- -- -- -- -- -- --- -- -- -- -- --ranU ( M X - λI ) = - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ⊕ - -- ----- --
X 2 ( 0 ) ⊕ - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( B - λI ) ≠ H⊕K。由引理 7 可知，

- -- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( M X - λI ) ≠ 
H⊕K，故 λ ∉ σp，1 ( M X )。

另外，若 X ( 0 ) ⊆ A ( 0 )，则 { λ ∈C∶X ( 0 )∩ ran ( A - λI )⊈ A( 0 ) }= ∅ 且
- -- ----- --
X ( 0 ) ∩ ran ( A - λI )⊥ = 0。

此时，( X - λI )2 是单值的，则 M X - λI可分解为如下形式

( M X - λI )=

æ

è

ç

ç

ç

çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷÷
÷

÷

÷

÷

÷
( A - λI )1 ( X - λI )1

0
0
0
0

( X - λI )2

( B - λI )1

B - B
0

∶ ( )H
K

→

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI )
ran ( A - λI )⊥

ran ( B - λI )∩ B ( 0 )⊥

B ( 0 )
ran ( B - λI )⊥

。

因为 ( B - λI )1 为可逆算子，所以，存在可逆算子 V ∈B ( - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ⊕ran ( A - λI )⊥⊕( ran ( B - λI )∩ 
B ( 0 )⊥ ) ⊕B ( 0 ) ⊕ran ( B - λI )⊥ )，使得

V ( M X - λI )=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷
( A - λI )1 ( X - λI )1

0
0
0
0

0
( B - λI )1

B - B
0

。

因此，
- -- -- -- -- -- -- --- -- -- -- -- --ranV ( M X - λI ) = - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ⊕ - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( B - λI ) ≠ H⊕K，故当 X ( 0 ) ⊆ A ( 0 )时，

σp，1 (M X)⊆σp，1 ( B )∪( σp ( A )∩ σcr ( B ) )∪{ λ ∈ C∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) = H }。
证毕。

定理 2 设 A ∈ BR ( H )，B ∈ BR ( K )，X ∈ BR ( K，H )为给定关系，则

σp，2(M X)⊆ σp，2 ( A )∪ σp，2 ( B )∪( σp，1 ( A )∩ σr ( B ) )∪{ λ ∈ C∶ X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊈ A ( 0 ) }
  ∪{ λ ∈ C∶- -- ----- --

X ( 0 ) ∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ ran ( A - λI )⊥ }。
另外，若 X ( 0 ) ⊆ A ( 0 )，则
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σp，2(M X)⊆ σp，2 ( A )∪ σp，2 ( B )∪( σp，1 ( A )∩ σr ( B ) )∪{ λ ∈ C∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ≠ H }。
证明  设 λ ∉ σp，2 ( A )∪ σp，2 ( B )∪( σp，1 ( A )∩ σr ( B ) )∪{ λ ∈C∶ X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊈ A ( 0 ) }∪{ λ ∈ C∶ 

- -- ----- --
X ( 0 ) ∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ ran ( A - λI )⊥ }。以下分 3 种情形进行讨论。

情形 1： A - λI和 B - λI均是单射且 X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊆ A ( 0 )。由引理 8 可知，M X 是单射，则

λ ∉ σp，2 ( M X )。
情形 2： - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI )= H且

- -- -- -- ----- -- -- --ran( B- λI )= K。由引理 3可知，
- -- -- -- -- -- --- -- -- -- --ran ( M X - λI )= H⊕K，故 λ ∉ σp，2 ( M X )。

情形 3： - -- -- -- ----- -- -- --ran( B- λI )=K且
- -- -----
X ( 0 )∩ran ( A- λI )⊥ =ran ( A-λI )⊥。此时，

- -- -- -- -- ----- -- -- --ran( MX - λI )=- -- -- -- -- ----- -- --ran( A - λI ) ⊕ 
ran ( A - λI )⊥ ⊕ - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( B - λI ) = H⊕K，故 λ ∉ σp，2 ( M X )。

另外，若 X ( 0 ) ⊆ A ( 0 )，则 { λ ∈ C∶ X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊈ A ( 0 ) }= ∅ 且

{ λ ∈ C∶- -- ----- --
X ( 0 ) ∩ran ( A - λI )⊥ ≠ ran ( A - λI )⊥ }= { λ ∈ C∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ≠ H }。

因此，当 X ( 0 ) ⊆ A ( 0 )时，

σp，2(M X)⊆ σp，2 ( A )∪σp，2 ( B )∪( σp，1 ( A )∩ σr ( B ) ) ∪{ λ ∈ C∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ≠ H }。
证毕。

定理 3 设 A ∈ BCR ( H )，B ∈ BCR ( K )，X ∈ BCR ( K，H )为给定关系，则

σr，1 (M X)⊆ σr，1 ( A )∪ σr，1 ( B )∪( σp ( A )∩ σcr ( B ) )∪( σp ( B )∩ σcr ( A ) )
            ∪{ λ ∈ σcr ( B )∶ X ( 0 )∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ ran ( A - λI )⊥ }

∪{ λ ∈ C∶ X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊈ A ( 0 ) } 。          
另外，若 X ( 0 ) ⊆ A ( 0 )，则
σr，1 (M X)⊆ σr，1 ( A )∪ σr，1 ( B )∪( σp ( A )∩ σcr ( B ) )∪( σp ( B )∩ σcr ( A ) )∪{ λ ∈ σcr ( B )∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ≠ H }。

证明  设 λ不属于右边集合。以下分 7 种情形进行讨论。

情形 1： A - λI不是单射。由引理 9 可知，M X 不是单射，则 λ ∉ σr，1 ( M X )。
情形 2： - -- -- -- -- ----- -- --ran( A - λI )= H且

- -- -- -- ----- -- -- --ran( B- λI )= K。由引理 3可知，
- -- -- -- -- -- --- -- -- -- --ran ( M X - λI )= H⊕K，故 λ ∉ σr，1 ( M X )。

情形 3： - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( B - λI ) = K 且 X ( 0 )∩ ran ( A - λI )⊥ = ran ( A - λI )⊥。此时，
- -- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( M X - λI ) =

- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ⊕ran ( A - λI )⊥ ⊕ - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( B - λI ) = H⊕K，故 λ ∉ σr，1 ( M X )。
情形 4： - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI )= H且 ran( B - λI )不闭。由引理 10可知，ran ( M X - λI )不闭，故 λ ∉ σr，1 ( M X )。
情形 5： ran ( A - λI )不闭，B - λI 是单射，ran ( B - λI )闭且 X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊆ A ( 0 )。此时，

M X - λI可分解为如下形式

M X - λI =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷
( A - λI )1 ( X - λI )1

A - A ( X - λI )2

0 ( X - λI )3

0 ( B - λI )1

0 B - B
0 0

∶ ( )H
K

→

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ∩ A ( 0 )⊥

A ( 0 )
ran ( A - λI )⊥

ran ( B - λI )∩ B ( 0 )⊥

B ( 0 )
ran ( B - λI )⊥

。

易知 ( B - λI )1 为可逆算子，故存在可逆算子 T ∈B ( ( - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ∩ A( 0 )⊥ )⊕A( 0 )⊕ran( A - λI )⊥ ⊕ 
( ran ( B - λI )∩B ( 0 )⊥ ) ⊕B ( 0 ) ⊕ran ( B - λI )⊥ )，使得

T ( M X - λI )=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷
( A - λI )1 0

A - A ( X - λI )2

0 ( X - λI )3

0 ( B - λI )1

0 B - B
0 0

。
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因为 ran ( A - λI )不闭，所以 ran( A - λI )1 不闭，故 ranT ( M X - λI )不闭。由引理 5可得，ran ( M X - λI )
不闭，故 λ ∉ σr，1 ( M X )。

情形 6： A - λI 可逆，B - λI 不是单射且 X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊆ A ( 0 )。此时，M X - λI 可分解为

如下形式

M X - λI =
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

( A - λI )1 ( X - λI )1 ( X - λI )2

A - A ( X - λI )3 ( X - λI )4

0 ( B - λI )1 B - B

∶ ( )H
ker ( B - λI )⊥

ker ( B - λI )
→ ( )A ( 0 )⊥

A ( 0 )
K

。

易知 ( A - λI )1 为可逆算子，则存在 B ( A ( 0 )⊥ ⊕A ( 0 ) ⊕K )上的可逆算子

W = ( )I -( A - λI )-1
1 ( X - λI )1 -( A - λI )-1

1 ( X - λI )2

0 I 0
0 O I

，

使得

( M X - λI )W =
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

( A - λI )1 0 0
A - A ( X - λI )3 ( X - λI )4

0 ( B - λI )1 B - B

。

此时，存在非零元素 x0 ∈ ker ( B - λI )，使得

( M X - λI )W ( )0
0
x 0

∈ M X ( 0 )= A ( 0 ) ⊕B ( 0 )，

即 M X 不是单射，故 λ ∉ σr，1 ( M X )。
情形 7： A - λI 和 B - λI 均是单射且 ran ( A - λI )和 ran ( B - λI )均不闭。M X - λI 可分解为如

下形式

M X - λI =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷
( A - λI )1 ( X - λI )1

A - A ( X - λI )2

0
0

( X - λI )31

X 3 - X 3

0 ( B - λI )1

0 B - B

∶ ( )H
K

→

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ∩ A ( 0 )⊥

A ( 0 )
X 3 ( 0 )⊥

X 3 ( 0 )
B ( 0 )⊥

B ( 0 )

。

定义

Q ( X 1，X 3 ) =
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

( A - λI )1 ( X - λI )1

0 ( X - λI )31

0 ( B - λI )1

，

要证 ran ( M X - λI ) 不闭，只需证 ranQ ( X 1，X 3 ) 不闭。现设 ranQ ( X 1，X 3 ) 闭，因为 ran ( A - λI ) 不闭，所以

ran ( A - λI )1 不闭，即存在 yn ∈ ran ( A - λI )1，使得 yn → y ( n → ∞ ) 且 y ∉ ran ( A - λI )1。显然，存在

xn ∈ H ( n ∈ N )，使得

( )yn

0
0

∈
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

( A - λI )1 ( X - λI )1

0 ( X - λI )31

0 ( B - λI )1

( )xn

0
，

因此，(yn 0 0 ) T
∈ ran Q ( )X 1，X 3

且 ( )yn

0
0

→ ( )y

0
0

，进而存在 (x1 x2 ) T ∈ H⊕K，使得
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( )yn

0
0

∈
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

( A - λI )1 ( X - λI )1

0 ( X - λI )31

0 ( B - λI )1

( )x1

x2
= ( )y

0
0

。

因为 ( B - λI )1 是单值的，所以 x2 = 0。这意味着 y ∈ ran ( A - λI )1，与 ran ( A - λI )不闭矛盾。因此

ranQ ( X 1，X 3 ) 不闭，从而 ran ( M X - λI )不闭，故 λ ∉ σr，1 ( M X )。
另外，若 X ( 0 ) ⊆ A ( 0 )，则 { λ ∈ C∶ X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊈ A ( 0 ) }= ∅ 且

{ λ ∈ σcr ( B )∶ X ( 0 )∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ ran ( A - λI )⊥ }= { λ ∈ σcr ( B )∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ≠ H }。
因此，当 X ( 0 ) ⊆ A ( 0 )时，

σr，1 (M X)⊆ σr，1 ( A )∪σr，1 ( B )∪( σp ( A )∩ σcr ( B ) )∪( σp ( B )∩ σcr ( A ) )∪{ λ ∈ σcr ( B )∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ≠ H }。
证毕。

定理 4 设 A ∈ BCR ( H )，B ∈ BCR ( K )，X ∈ BCR ( K，H )为给定关系，则

σr，2( )M X ⊆ σr，2 ( A )∪ σr，2 ( B )∪{ λ ∈ C∶ d ( A - λI )= ∞ }
                 ∪{ λ ∈ σcr ( A ) ∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( B - λI ) ≠ K }
                 ∪{ λ ∈ σcr ( B ) ∶X ( 0 )∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ ran ( A - λI )⊥ }
                 ∪{ λ ∈ C∶ X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊈ A ( 0 ) } 。

另外，若 X ( 0 ) ⊆ A ( 0 )，则
σr，2(M X)⊆ σr，2 ( A )∪ σr，2 ( B )∪{ λ ∈ C∶ d ( A - λI )= ∞ }∪{ λ ∈ σcr ( A ) ∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( B - λI ) ≠ K }
                 ∪{ λ ∈ σcr ( B ) ∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ≠ H } 。
证明  设 λ不属于右边集合。以下分 5 种情形进行讨论。

情形 1： A - λI不是单射。由引理 9 可知，M X 不是单射，则 λ ∉ σr，2 ( M X )。
情形 2： - -- -- -- -- ----- -- --ran( A - λI )= H且

- -- -- -- ----- -- -- --ran( B - λI )= K。由引理 3可知，
- -- -- -- -- ----- -- -- --ran( MX - λI )= H⊕K，故 λ ∉ σr，2 ( M X )。

情形 3： - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( B - λI )= K且 X ( 0 )∩ ran ( A - λI )⊥ = ran ( A- λI )⊥。此时，
- -- -- -- -- ----- -- -- --ran( MX -λI )=- -- -- -- ----- -- -- --ran( A- λI ) 

⊕ran ( A - λI )⊥ ⊕ - -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( B - λI ) = H⊕K，故 λ ∉ σr，2 ( M X )。
情形 4： ran ( A - λI )与 ran ( B - λI )均闭且 d ( A - λI ) < ∞。此时，M X - λI可分解为如下形式

M X - λI = ( )( A - λI )1 ( X - λI )1

0 ( X - λI )2

0 B - λI

∶ ( )H
K

→ ( )ran ( A - λI )
ran ( A - λI )⊥

K

。

因为 ran ( A - λI ) 闭，所以 ran ( A - λI )1 是满射，故 ran ( M X - λI )= ran ( A - λI ) ⊕ran ( )( X - λI )2

B - λI
。

又因为 d ( A - λI ) < ∞，所以 ( X - λI )2 为有限秩线性关系，由引理 6 可得，ran ( )( X - λI )2

B - λI
闭，因此

ran ( M X - λI )闭，故 λ ∉ σr，2 ( M X )。
情形 5： A - λI可逆，B - λI不是单射且 X ( 0 )∩ ran ( A - λI )⊆ A ( 0 )。由定理 3的情形 6可得，M X

不是单射，故 λ ∉ σr，2 ( M X )。
另外，若 X ( 0 ) ⊆ A ( 0 )，则 { λ ∈ C∶ X ( 0 )∩ ran ( A - λI ) ⊈ A ( 0 ) }= ∅ 且

{ λ ∈ σcr ( B ) ∶ X ( 0 )∩ ran ( A - λI )⊥ ≠ ran ( A - λI )⊥ }= { λ ∈ σcr ( B ) ∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ≠ H }。
因此，

σr，2(M X)⊆ σr，2 ( A )∪ σr，2 ( B )∪{ λ ∈ C∶ d ( A - λI )= ∞ }∪{ λ ∈ σcr ( A ) ∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( B - λI ) ≠ K }
                 ∪{ λ ∈ σcr ( B ) ∶- -- -- -- -- ----- -- -- --ran ( A - λI ) ≠ H } 。
证毕。
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Properties of Two Classes of Point Spectrum and Two Classes of 
Residual Spectrum for Upper Triangular Relation Matrices
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Abstract: Let H，K be infinite-dimensional complex separable Hilbert spaces. For given the rela⁃
tion A ∈ BR ( H )，B ∈ BR ( K )，X ∈ BR ( K，H )， the 2×2 upper triangular relation matrix is denoted by 

M X = ( )A X
0 B

∈ BR ( H⊕K ). The connections between two classes of point spectrum σp，1 ( M X )，

σp，2 ( M X )， two classes of residual spectrum σr，1 ( M X )， σr，2 ( M X ) of M X and the unions of the correspond⁃
ing spectrum of their diagonal entries A and B are given.

Key words: relation matrix； point spectrum； residual spectrum； upper triangular relation matrix
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