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一维量子体系的有限差分求解：(1) 基本概念和无限深势阱
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摘要：基于Python语言实现了教学代码，通过数值计算验证了正交归一性、本征能谱、不确定关系等量子力学基本

概念，可用于化学、材料等专业结构化学相关课程的教学或数值实验。本文介绍的方法可扩展至更复杂的一维体系，

如简谐或非谐振动、类氢原子径向波函数求解、双势阱、多势阱等常见的化学问题。近年来在我校材料化学专业的

教学实践表明，多数同学可接受所授内容并独立实现计算代码，加深了对课程内容的理解。 
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Finite Difference Solution of One-Dimensional Quantum Systems:  
(1) Fundamental Concepts and Infinite Square Well 
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Shandong Key Laboratory of Intelligent Energy Materials, School of Materials Science and Engineering, China University of 

Petroleum (East China), Qingdao 266580, Shandong Province, China. 

 

Abstract:  A Python-based teaching code has been developed to numerically verify fundamental quantum 

mechanical concepts, such as orthonormality, eigen spectrum, and uncertainty relations. This tool is applicable for 

teaching or conducting numerical experiments in structural chemistry courses for students majoring in Chemistry, 

Materials Science, and related fields. The techniques described can be extended to more complex one-dimensional 

systems, including harmonic and anharmonic oscillators, the radial wavefunctions of hydrogen-like atoms, and double 

or multiple potential wells, which are common problems in chemistry. Teaching practices in materials chemistry 

program at UPC have shown that most students can understand the material and independently implement 

computational codes, thereby deepening their comprehension of course content. 
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在结构化学教学中，通常使用一维量子问题来介绍量子力学的基本原理。如一维无限深势阱的

势函数极为简单，可以在缺少微分方程前修基础的情况下轻易解析求解，实际授课中常用来展示微

观体系的量子特性。然而，若将势函数扩展到稍微复杂的形式，如简谐势、多个方势阱联合等情况，

解析求解的难度便大大增加，难以在有限学时内进行课堂讲授，影响教学效果。更进一步，若考虑

化学学科常见的Morse势、Lennard-Jones (L-J)势及其构成的双势阱或多势阱，则导致难度急剧增大，

甚至无法解析求解。这些问题易引发学生产生无法把握课程内容的情绪，影响后续内容的学习。 

当前计算机相关课程已成为大学理工科低年级的必修科目，为使用数值方法求解复杂物理问题
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提供了知识和技术基础。常见的薛定谔方程数值解法[1]有有限差分法、有限元法、基组展开法、蒙特

卡洛法、数值积分法等。其中有限差分法概念简单，对于一维体系计算复杂度低，且易于编程实现。

本文基于Python语言和Jupyter Notebook编程环境[2]，介绍了有限差分法求解一维量子问题的原理、

算法和可视化细节。通过对具体体系的数值求解，一方面可通过具体数值计算细节，深化对物理原

理的理解；另一方面，可通过分析计算结果结合可视化，更易构建物理图像。本文代码可访问托管

网站https://gitee.com/renhqc/onedfd获取。 

一维体系的定态薛定谔方程是一个二阶常微分方程，有如下形式： 


ℏ2

2m

d2

dx2 ψሺxሻ + Vሺxሻψሺxሻ = Eψሺxሻ (1) 

其中，ℏ = h/2π为约化普朗克常数；m为粒子质量；x为一维体系坐标；V(x)为势函数，常用的一

维势如图1所示；E是体系的总能量；ψ(x)为体系的定态波函数。波函数包含了体系的所有动力学性

质，定态波函数ψ(x)可用来求算当前状态下体系任意物理学量的期望值。因此，得到ψ(x)的完整信息

是对量子体系进行描述的前提，这可通过求解薛定谔方程(1)完成。 

 

 
图1  常见的一维势 

(a) 无限深势阱；(b) 简谐势；(c) Morse势；(d) L–J势 

 

实际计算通常针对微观体系进行，此时体系的时间、长度和能量尺度以及式(1)中的各个常数相

比于国际单位制极小，不易于计算，且由于现代计算机的浮点数表示方法对极大或极小的数字进行

舍入，易导致较大的数值误差。为解决这一问题，实际计算中可采用原子单位(a.u.)，即将玻尔半径、

电子质量、电子电量、约化普朗克常数分别作为长度、质量、电量和作用量(或角动量)的基本单

位 [3,4]。在原子单位制下，可将一维体系的薛定谔方程写作： 


1

2m

d2

dx2 ψሺxሻ + Vሺxሻψሺxሻ = Eψሺxሻ (2) 

此时，所得能量E以Hartree (Ha)为单位：1 a.u. =1 Ha ≈ 27.2 eV ≈ 5.17 × 10−15 J。若处理一维体系中的

电子问题，式(2)中m = 1。 

 

1  薛定谔方程的离散化及其矩阵表示 
1.1  函数的离散化表示 

化学问题中通常涉及束缚态的波函数，在定义域内满足连续性、光滑性、单值性及平方可积性，

即品优函数。除用解析形式描述外，还可将品优函数离散化，用数值形式描述。离散化的描述在实
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验测量中更为常见，也更为直观。如考虑自由落体运动，可以通过观测记录不同时刻的位置和速度

对物理问题进行描述。此时，实验观测得到的信息是一系列离散的时间点及对应的位置及速度值。

由牛顿运动定律，可将测量数据抽象为v(t) = gt以及x(t) = gt2/2的形式，进一步与实验数据点对比(回

归)，得到此地的重力加速度。可见无论是连续的解析形式还是离散的数值形式，都可以在一定程度

上描述客观运动规律。与此类似，波函数也可采用离散形式表述：若将位置作为自变量，则可将波

函数表述为一系列位置 (xi)对应的波函数取值 (ψ(xi))。因此，只需得到一系列特定位置 (或格点

{xi; i = 0, ⋯, N  1})上波函数的取值{ψሺxiሻ; i = 0,  ⋯, N  1}，即可有效描述对应的量子态。 

1.2  动能算符的有限差分近似 

薛定谔方程(2)左侧第一项为系统的动能项，包含一个二阶微分算符。微分操作可由有限差分实

现：对一维函数f(x)，在其定义域内某处x'的一阶微分(或导数)可近似为： 

df

dx
ฬ
x'
≈

f ቀxᇱ+ 
Δx
2 ቁ   f ቀxᇱ 

Δx
2 ቁ

Δx
 (3) 

其中Δx是步长，为一小量。由微分的定义可知，当Δx → 0时，上式右侧的极限即为微分的精确值。

对一阶微分再一次进行数值差分，可得： 
d2f

dx2ቤ
x'

≈
fሺxᇱ+Δxሻ  2fሺxᇱሻ + fሺxᇱ Δxሻ

ሺΔxሻ2  (4) 

即为二阶微分算符的离散形式。可见，在有限差分表示中，𝑥′处的二阶微分只与函数本身在前一步

(x' − Δx)和后一步(x' + Δx)处的取值有关。 

1.3  哈密顿算符的离散化表示和薛定谔方程的矩阵形式 

薛定谔方程(2)左侧第二项为势能项，常见的势函数V(x)是一个局域函数，势能值只与粒子当前

所处位置相关，如图1所示。结合式(4)，在x'处，方程(2)可写作： 


1

2m

ψሺxᇱΔxሻ  2ψሺxᇱሻ + ψሺxᇱ+Δxሻ
ሺΔxሻ2 +Vሺxᇱሻψሺxᇱሻ = Eψሺxᇱሻ (5) 

若在x的定义域内以Δx为步长均匀取格点，得到N个位置取值{xi = x0 + iΔx; i = 0, 1, …, N  1}，则

对其中每一个位置𝑥௜，方程(5)具有如下形式： 


1

2m

ψሺxi1ሻ  2ψሺxiሻ + ψሺxi+1ሻ
ሺΔxሻ2  + Vሺxiሻψሺxiሻ = Eψሺxiሻ (6) 

上式中的𝑖取值范围为0, ⋯, N  1。式(6)可写为矩阵方程： 

Hψ = Eψ (7) 

其中，𝐇为哈密顿矩阵，具有如下形式： 

H = 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
2

δ
 + Vሺx0ሻ 

1

δ
   


1

δ
 

2

δ
 + Vሺx1ሻ 

1

δ
  

 
1

δ

2

δ
 + Vሺx2ሻ 

1

δ
  

   ⋱  

   
1

δ

2

δ
 + VሺxN1ሻ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (8) 

上式中δ = 2m(Δx)2，ψ为定态波函数的矢量形式： 

Ψ = [ψ(x0) ψ(x1) ψ(x2) ⋯ ψ(xN−1)]T (9) 

其中上标T表示矩阵转置。 
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1.4  对角化求解薛定谔方程 

方程(7)是一个本征值问题，可对哈密顿矩阵(8)对角化求解。此处的哈密顿矩阵是维度为N的对

称阵，对角化后可得N个正交归一的本征矢量及对应本征值，分别记作cα和Eα，其中α = 0, 1, …, N  1。
通常将本征值按升序排列，即有E0 ≤ E1 ≤ ⋯ ≤EN−1。此时，如下关系成立： 

Hcα = Eαcα (10) 

以及 

ሺcαሻ†cβ = ෍ ci
αci
β 

i

= δαβ (11) 

上式为本征矢量的正交归一关系，其中δαβ为Kronecker Delta符号。按照惯例，本文将本征矢量写为

列矢量，则其转置共轭(用上标dagger符号†表示)为行矢量： 

ሺcαሻ† = ሾሺc0
αሻ* ሺc1

αሻ* ⋯ ሺcN1
α ሻ*ሿ (12) 

此处的每个列矢量cα就是所要求的第α个定态波函数ψα，而cα的N个元素分别为ψα在N个位置x0, x1, ⋯, 

xN1处的取值。 

矩阵对角化有多种成熟、高效的算法[5]，广泛应用于各类科学和工程问题。多个数值计算库都

实现了高效的对角化算法，本文使用NumPy库[6]作为前端进行矩阵对角化操作。NumPy是一个开源、

免费的Python数值计算库，原生支持多维数组和相关的数据结构，并可在底层调用高效算法进行常

见的数学运算。使用NumPy进行矩阵对角化非常简单：若𝐴为维度为𝑀的厄米矩阵，则通过如下代码

即可对其进行对角化： 

 

以上代码调用了NumPy库linalg子模块中的eig函数，返回值包含矩阵的本征值和本征矢，此处分

别赋值给变量E和C。其中E是维度为𝑀的一维矢量，C为维度M的方阵，每一列是对应E的本征矢。

eig返回的本征值和本征矢一一对应但并未排序，本文中能级顺序涉及对体系物理性质的分析，可通

过以下代码实现升序排列： 

 
 
2  实例与讨论：一维无限深势阱 
2.1  问题描述和求解 

一维无限深势阱是最简单的束缚体系，其势函数如图1a所示，其中𝐿是势阱宽度，势阱内势能为

零，势阱外势能为无穷大。所谓束缚态，可简单理解为势阱内粒子的能量低于势阱壁，在经典意义

上，粒子被束缚于势阱内部。其波函数为： 

ψn
ሺxሻ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ඨ

2

L
sin ቀ

nπx

L
ቁ , 0 < x < L

0, x ≤ 0 或 x ≥ L

 (13) 

对应的能量本征值为： 

En = 
n2π2ℏ2

2mL2 ,   n = 1, 2, 3, ⋯ (14) 

上式中，n为量子数，其来源为波函数在势阱右壁(x = L)处必须连续，导致势阱宽度须为波函数波长

import numpy as np 

E, C = np.linalg.eig(A) 

idx = np.argsort(E) 

E = E[idx] 

C = C[:, idx] 
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的半整数倍。若n = 0，则波函数在全定义域内为零，不符合物理约束；若n取值负整数，相当于当前

波函数乘−1，对应于完全相同的物理可观测量。因此，习惯上将n取值限于自然数。 

作为示例，考虑一个束缚于一维势阱的电子，这在实验上可通过纳米管、纳米线或长直链状聚

合物来实现。数值计算中需将体系相关参数表达为真实数字，可通过量纲重整化解决[7]，或直接采

用体系真实值。如设势阱宽度L = 1 nm，相当于6–7个碳-碳单键键长。使用有限差分方法计算，需要

先对空间均匀取点进行离散化，可通过点的间隔(Δx)或点的个数(N)来控制，这两个参数满足关系Δx = 

L/(N − 1)。此处点的个数对应问题的维度，即所需构造的哈密顿矩阵维度为(N × N)，将其对角化可

得𝑁对对应的本征值和本征矢。N的取值对计算精度有较大影响：Δx可看做空间分辨率，N越大，Δx

越小，对问题的描述越精确，这对方势阱这种存在急变势函数(x = 0或x = L处)的问题尤为重要。然

而，矩阵对角化的算法复杂度为O(N3)，𝑁越大所需计算资源越多。本文撰写期间，主流的个人计算

机能够轻易完成维度为1000 × 1000的矩阵对角化，也能达到足够计算精度。 

势阱外波函数取值为零，只需对势阱内部求解。可通过式(8)构造体系的哈密顿矩阵：势阱内部

粒子所受势为零，显然有V(x1) = V(x2) = ⋯ = V(xN−2) = 0；根据边界条件，在势阱边界处应有V(0) = 

V(L) = +∞，计算中可用一个很高的势能值Vh近似，本文中使用Vh = 1020 Ha。观察式(8)，哈密顿矩

阵元取值与格点密度Δx相关，如一维无限深势阱，有： 

ሺHሻij = Hij =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

2

δ
+ Vሺxiሻ, i = j


1

δ
, i = j ± 1

0, 其他

 (15) 

可将格点数组以及势函数V作为参数传递至哈密顿构建函数Hamiltonian中，通过图2(a)中代码即

可构造哈密顿量矩阵𝐇。 

对角化𝐇后，可利用得到的本征能量和对应本征波函数的矢量表示进行下一步计算和分析，如

求期望值等。图2(b)展示了所得的具有最低能量的四个本征函数，可与解析解对比。 

 

 
图2  有限差分计算代码及结果 

(a) 基于一维格点构建哈密顿矩阵；(b) 计算得到的前4个波函数图示；(c) 前5个本征能量相对误差随格点数目的变化： 

实线，Vh = 1020 Ha；虚线，Vh = 200 Ha 



大 学 化 学 Univ. Chem. 2025, 40 (3), 129 

 

2.2  结果分析 

2.2.1  本征能量和误差分析 

采用有限差分法求解哈密顿量本征值问题时，随格点密度增大，对物理体系的刻画更为准确，

计算得到的本征能量和波函数也更为精确。但也无需无限增加格点密度，否则，一方面将导致更大

计算量；此外，现代计算机存储浮点数容许一定范围的数值误差，当格点密度增大至一定程度后，

计算误差将落入容许范围，继续增加格点不会进一步提高计算精度。 

可通过数值实验检查格点密度的收敛性。表1列出了格点数𝑁 ൌ 100时前述示例中前5个本征能

量的计算误差，表2对比了这些本征态物理量期望值和精确值，并列出了位置与动量的不确定度。可

以看到计算误差随n增大，这是因为随量子数升高，波函数节点增多，曲率变大，需要更多格点对其

进行精确描述。图2(c)中实线展示了直接对角化𝐇得到的前5个本征能量误差随格点数目的变化：当

格点数目增大到300以后，前5个本征能量的误差几乎相同，且不再随格点数目增加而降低，表明无

法仅通过增大格点密度提高精度。为方便对比，图中虚线展示了使用Vh = 200 Ha近似边界处势能的

结果，可以看到，此时本征能量误差均比Vh = 1020 Ha (实现)大，且误差未随格点数增大而单调减小，

这是对边界处势能突变得近似描述不够所致。也可强行设定x = 0和x = L处的波函数取值为0，这样

可避免使用有限值来近似V(0)和V(L)，其结果与图中实线类似，此部分细节详见本文代码(可访问代

码托管网站https://gitee.com/renhqc/onedfd获取)。 

 

表1  N = 100时，最低5个本征能量的误差 

n E[n]/Ha 解析能量/Ha E[n]/E[0] n2 误差/% 

1 0.013818 0.013819 1.00 1 0.01 

2 0.055257 0.055275 4.00 4 0.03 

3 0.124276 0.124370 8.99 9 0.08 

4 0.220805 0.221102 15.98 16 0.13 

5 0.344747 0.345471 24.95 25 0.21 

 

表2  最低5个本征态中粒子位置、动量期望值及不确定关系 

n 
<x>/L <x2>/L2 <p>L/ℏ <p2>L2/ℏ2 ΔxΔp/ℏ 

数值解 精确解 数值解 精确解 数值解 精确解 数值解 精确解 数值解 精确解 

1 0.5 0.5 0.2828 0.2827 0 0 9.8408 9.8696 0.5678 0.5679 

2 0.5 0.5 0.3209 0.3207 0 0 39.3236 39.4784 1.6692 1.6703 

3 0.5 0.5 0.3279 0.3277 0 0 88.3305 88.8264 2.6232 2.6272 

4 0.5 0.5 0.3304 0.3302 0 0 156.6651 157.9137 3.5485 3.5580 

5 0.5 0.5 0.3315 0.3313 0 0 244.0536 246.7401 4.4603 4.4790 

 

2.2.2  波函数正交归一性 

通过对角化哈密顿矩阵得到的本征矢量是粒子波函数的离散化描述，满足归一化条件。可从对

角化所得的本征矢量中随机选取若干个考察其正交归一性，即： 

නψn
*ሺxሻψm

ሺxሻ dx = δnm

L

0

 (16) 

图3中的代码随机选择了8个本征函数，通过计算内积计算了波函数之间的重叠积分。显然重叠

积分为单位矩阵，验证了所求得的波函数的正交归一性。 
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图3  随机选择8个本征矢量，求其重叠矩阵，验证正交归一性 

 

3  结论与展望 
本文介绍了一维量子力学问题的有限差分解法，并以一维无限深方势阱为例详细介绍了其编程

实现，是使用有限差分方法处理一维量子体系系列文章的首篇。后续我们将介绍如何扩展到更为复

杂的体系，如一维有限深方势阱、一维方势垒及量子隧穿、一维简谐势、Morse势等化学中常见的问

题；以及构建多势阱体系，作为教学模型讨论双原子间成键、氢键体系中的质子转移、一维原子链

能带形成等问题。此外，本文通过对求解过程中重要参数的选取，讨论了数值计算中误差的定量描

述和控制方法，有利于学生在后续计算化学相关课程中接受计算参数优化的思维方式。 

需要注意的是，有限差分解法的精度对空间分辨率的依赖较高，尤其对含有急变势的体系，通

常需选取较高的格点密度才能达到预期精度。对于一维体系可通过简单减小步长增加格点实现，但

对于二维或三维体系，简单减小步长会使整个体系的格点数目快速增大，使计算量超出可处理范围。

此时可采用动态适应的网格优化(adaptive mesh refinement)算法降低势能平滑处的格点密度，从而减

少计算开销；对规模较大的体系也可以使用并行计算或迭代对角化算法等加速计算。当前也有一些

第一性原理计算软件包使用了有限差分方法求解，如Octopus [8]、PARSEC [9]等；其它一些常见软件

包中也针对特定问题实现了有限差分方法。在使用这些软件包进行实际计算时，调整计算精度、控

制数值误差、优化计算参数等环节在原理上与本文介绍的简单情形互通。 

 

致谢：作者任浩感谢山东大学张冬菊教授对本文写作的指导。 
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