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从经典力学出发理解微观粒子的波粒二象性和量子化 
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摘要：有质量微观粒子的“波粒二象性”和“量子化”等是初学量子化学过程中必须理解但又难以理解的基本概念。

本文以电子的能量方程和动量算符出发讨论微观粒子的波粒二象性、运动空间的限域化和能量的量子化，推理得出

限域导致量子化的结论。 
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Understanding the Wave-Particle Duality and Quantization of 
Confined Particles Starting from Classic Mechanics 
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Abstract:  “Wave-particle duality” and “quantization” of microscopic particles with mass are fundamental concepts 

but challenging for beginners learning quantum chemistry. The wave-particle duality, space-confinement of motion and 

quantization of energy of microscopic particles are discussed based on the energy equation and momentum operator 

in the present work. A conclusion that confinement leads to quantization of microscopic particles is reached. 
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经典力学认为宏观物体的运动是连续的，空间运动轨迹是确定和连续的，而微观粒子(基于原子

和分子的物质科学最关心的微观粒子之一是电子)的运动空间和能量分立化在量子力学理论框架下

是自然而然的事情。然而，对于仅具有经典物理(具体指经典力学和电磁学)和大学化学(主要包括有

机化学、无机元素化学和化学键基础知识)基础的初学者来说，在学习量子力学、结构化学或量子化

学相关课程时，有些问题是难以理解但又必须思考的。例如，原子的不同主层(由主量子数决定)和亚

层(由次量子数决定)电子的运动为什么具有不同的空间分布？其轨道能量为什么是不连续的？电子

的运动空间(或通俗所说的运动轨迹)的数学表达形式为什么通常采用三角函数的组合？进一步的问

题是什么因素决定了电子的空间分布？电子的空间分布决定了系统(包括原子、分子及体材料)的物

理、化学特性，因此理解决定电子空间分布的基本原理和规律有助于进一步学习和研究物质的结构、
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性质、用途及其关联。本文注重对原理和概念逻辑性的理解(对一些原理和定理的严密推导请参考相

关文献)，试图从经典力学的角度以及统计力学和量子力学的基本概念出发，讨论理解微观粒子运动

的空间和能量分布的分立化。在开始讨论前必须先解释为什么可以从宏观经典力学去类推(但不能简

单照搬)微观量子力学的基本规律，反之亦然，从分析力学的角度去理解经典力学到量子力学的过渡

则会更自然。 

 
1  微观粒子的波粒二象性 

在质量守恒和电荷守恒的前提下从经典力学过渡到量子力学，可以用玻尔提出的“对应原理”

来描述[1]，即在微观和宏观尺度范围内的现象在各自范围内遵循各自的规律，从微观尺度延伸到宏

观尺度，微观规律的结果应与宏观结果一致。随粒子的质量和尺寸增大到宏观尺度范围，用微观规

律和用宏观规律处理的结果应该一致，进一步的理解就是宏观尺度的物理性质有其微观起源。基于

对应原理，我们从宏观物体的运动规律出发理解微观粒子的运动规律。 

宏观物体的总能量(𝐸்)等于动能(𝐸௄)加上势能(𝐸௏)  

𝐸் ൌ 𝐸௄ ൅ 𝐸௏ (1)
其中动能𝐸௄ ൌ 𝑚𝑣ଶ/2 ൌ 𝑝ଶ/ሺ2𝑚ሻ，𝑝是体系的动量，𝑝 ൌ 𝑚𝑣 ൌ 𝑚d𝑟/d𝑡。以能量形式的运动方程可以

写为 

𝐸் ൌ
𝑝ଶ

2𝑚
൅ 𝐸௏ (2)

势能𝐸௏的具体形式根据具体问题而定。如果𝐸௏ ൌ 0，则体系不受外力的作用，其运动状态不发生改

变。 

基于对应原理和能量守恒与转换原理且不考虑相对论效应的前提下，微观粒子以能量形式表达

的运动方程也可以写为式(1)和(2)。根据海森堡不确定原理[2]，微观粒子体系由于其运动的统计特性，

其位置和动量不可能被同时准确确定，因此只能使用统计平均值来表征粒子的性质(宏观物体的位置

𝑟和动量𝑝能同时有确定值是因为宏观物体的运动速度和动量变化的数量级远远大于普朗克常数，由

海森堡不确定原理导致的不确定性可以忽略不计)。微观粒子的动量不能写成𝑝 ൌ 𝑚𝑣 ൌ 𝑚d𝑟/d𝑡，但

可以写成物理可测量所处状态的平均值形式〈𝑝〉 ൌ 𝑚〈𝑣〉 ൌ 𝑚d〈𝑟〉/d𝑡。利用薛定谔方程[3]、波函数归一

化条件和微观粒子物理力学量平均值的计算方式[4]，可以推导出动量在某个方向上(例如x方向)的平

均值 

〈𝑝୶〉 ൌ 𝑚
d〈𝑥〉
d𝑡

ൌ න 𝛹∗ሺെiℏ
d

d𝑥
ሻ𝛹d𝑥

ஶ

ିஶ
ൌ න 𝛹∗𝑝̂௫𝛹d𝑥

ஶ

ିஶ
 (3)

这样就得到微观粒子的动量算符(算符是指作用在一个函数上得出另一个函数的运算符号或操

作) 𝑝̂௫ ൌ െ𝑖ℏd/d𝑥，这样的推导需要利用薛定谔方程。如果不希望用到薛定谔方程，可以通过系统

平移性质与平移距离的关联进行推导理解动量算符的物理意义，具体推导如下[5]： 

系统如果在𝑥方向平移到𝑥 െ 𝑎 (假设𝑎为无穷小位移)，通过Taylor级数展开可得 

𝛹ሺ𝑥 െ 𝑎ሻ ൌ 𝛹ሺ𝑥ሻ ൅ ሺെ𝑎ሻ
d

d𝑥
𝛹ሺ𝑥ሻ ൅

ሺെ𝑎ሻଶ

2!
dଶ

d𝑥ଶ
𝛹ሺ𝑥ሻ ൅ ⋯ 

                                   ൌ ሾ1 ൅ ሺെ𝑎
d

d𝑥
ሻ ൅

1
2!
ሺെ𝑎

d
d𝑥
ሻଶ ൅ ⋯ ሿ𝛹ሺ𝑥ሻ (4)

                                   ൌ eି௔
ୢ
ୢ௫𝛹ሺ𝑥ሻ ൌ e

ି௜ℏ௔൬ି௜ℏ
ୢ
ୢ௫൰𝛹ሺ𝑥ሻ ൌ eି

௜
ℏ௔௣ොೣ𝛹ሺ𝑥ሻ 

即𝛹ሺ𝑥 െ 𝑎ሻ ൌ expሾሺെ𝑖/ℏሻ𝑎𝑝̂௫ሿ𝛹ሺ𝑥ሻ，体系在ሺx – aሻ处的状态可以通过一个算符作用到𝑥处的状态而得

到，这个算符就是动量算符expሾሺെ𝑖/ℏሻ𝑎𝑝̂௫ሿ。如果精确到一级近似，则有 

𝛹ሺ𝑥 െ 𝑎ሻ ൌ 𝛹ሺ𝑥ሻ െ
𝑖
ℏ
𝑎𝑝̂௫𝛹ሺ𝑥ሻ (5)

即 
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െiℏ
𝛹ሺ𝑥 െ 𝑎ሻ െ 𝛹ሺ𝑥ሻ

𝑎
ൌ െ𝑖ℏ

d𝛹ሺ𝑥ሻ

d𝑥
ൌ 𝑝̂௫𝛹ሺ𝑥ሻ，  𝑝̂௫ ൌ െ𝑖ℏ

d
d𝑥

 

在经典力学中动量反映了粒子系统随空间位置变化的趋势或能力，从式(5)也能看到这种趋势。

上述关于动量算符的推演在文献[5]中有详细叙述。 

有了动量算符𝑝̂ ൌ െ𝑖ℏ𝜕/𝜕𝑟，可以得到动能算符𝐸෠௄ ൌ 𝑝̂ଶ/ሺ2𝑚ሻ ൌ െℏଶ𝛻ଶ/ሺ2𝑚ሻ (𝛻ଶ是Laplacian算

符𝜕ଶ/𝜕𝑥ଶ ൅ 𝜕ଶ/𝜕𝑦ଶ ൅ 𝜕ଶ/𝜕𝑧ଶ )。根据对应原理，比照经典能量方程写出微观粒子算符形式的能量方

程，即薛定谔方程𝐻෡𝛹 ൌ 𝐸𝛹 ൌ ሺ𝐸௄ ൅ 𝐸௏ሻ𝛹 (可以通俗地理解为体系处于状态𝛹时的能量为𝐸，即动能

𝐸୏和势能𝐸୚之和)，其具体能量算符(类似哈密顿力学中的哈密顿算符，因此也称为哈密顿算符)为 

𝐻෡ ൌ െ
ℏଶ

2𝑚
𝛻ଶ ൅ 𝑉෠  (6)

𝑉෠为势能算符。有了哈密顿算符，就可以理解微观粒子在各种情形的运动规律，动能算符是普适性算

符，随具体环境变化的是微观粒子的势能算符𝑉෠。假定微观粒子就是电子，在不发生质能转换并忽略

万有引力相互作用及相对论效应的前提下，势能由电磁相互作用主导，即电子在特定电磁场(具体电

磁场可以是原子、分子或体材料产生的，也可以是外加电磁场)中运动。微观粒子的薛定谔方程可写

为 

ቆെ
ℏଶ

2𝑚
𝛻ଶ ൅ 𝑉෠ቇ𝛹 ൌ 𝐸𝛹 (7)

在公式(7)中，由于动能算符的普适性，体系的状态(函数) 𝛹及相应的能量𝐸则由势能算符确定。

基于这个微观粒子的运动基本方程，可以从概念上理解密度泛函理论(Density Functional Theory，

DFT)的Hohenberg-Kohn第一定理[6] (存在性定理：体系的势场𝑉确定体系的电子分布，这里涉及维里

定理，体系的电子分布即为体系的状态，体系的状态用电子密度表示)。因此只要知道𝑉的具体表达

式，就可以求解电子的薛定谔方程。求解薛定谔方程的途径较多，主要包括基于波函数(wave function)

的从头算(ab initio)和基于电子密度的密度泛函理论(计算物理与计算材料领域习惯称基于密度泛函

理论的方法为第一性原理方法)。为了讨论电子运动的空间特性和能量特性，本文拟采取基于波函数

的薛定谔方程进行分析讨论。 

在公式(7)中，如果势能算符为零(𝑉෠ ൌ 0)，自由电子不受外场的作用，假设电子在一维空间运动

(三维空间运动可以据此类推)，其薛定谔方程为 

െ
ℏଶ

2𝑚
𝛻ଶ𝛹 ൌ 𝐸𝛹 (8)

即 

ቆെ
ℏଶ

2𝑚
𝛻ଶ െ 𝐸ቇ𝛹 ൌ 0 (9)

公式(9)是典型的具有常数𝐸的二阶常微分方程，有标准解[7,8]，其通解为 

𝛹 ൌ 𝑐ଵeሺ
௜௫
ℏ √ଶ௠ாሻ ൅ 𝑐ଶeሺି

௜௫
ℏ √ଶ௠ாሻ (10)

自由粒子的波函数显示了微观粒子运动的波属性(运动函数的波动形式是否表示微观粒子运动

的波动属性仍然有不同的理解[7])，动量算符𝑝̂从经典的时间演变属性𝑚d𝑟/d𝑡到微观粒子的空间演变

属性െ𝑖ℏ𝜕/𝜕𝑥自然而然导致了微观粒子运动的波动属性，势场𝑉的加入(即电子在具体势场中运动)不

改变粒子的波动属性。至此，动量算符从宏观到微观的表示形式的转换体现了微观粒子运动的波粒

二象性(动量和动能直接体现了微观粒子的粒子性)。 

由于含时间的薛定谔方程(从经典波方程推导得出[3]) 

𝐻෡𝛹 ൌ 𝑖ℏ
𝜕𝛹
𝜕𝑡

ൌ ቆെ
ℏଶ

2𝑚
𝛻ଶ ൅ 𝑉෠ቇ𝛹 (11)

及动量算符表达式(െ𝑖ℏ𝜕/𝜕𝑥) [3]已经完成了系统状态从随时间演变iℏ𝜕𝛹/𝜕𝑡到随空间演变ሺെℏଶ𝛻ଶ/
ሺ2𝑚ሻ ൅ 𝑉ሻ𝛹的转换，这个转换过程隐含了动量算符从经典的时间属性𝜕/𝜕𝑡到微观粒子的空间属性
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𝜕/𝜕𝑥的演变及微观粒子运动的统计属性[2]，也表达了波动性(运动的波的周期属性)和粒子性(运动的

动量的空间力学属性)的关联，即动量算符的空间分布特性的表示形式关联了微观粒子运动的粒子性

与波动性(动量本身代表粒子性，有动量算符的运动方程的解具有波的属性)。这和统计力学中在给

定时间内系统的运动行为和力学量的时间统计平均(时间积分)等价于系统在这个时间范围内运动行

为在运动空间统计平均(空间积分)的思想(遍历性)有相似之处，即时间表现形式与空间表现形式的描

述等价。简而言之，微观粒子的薛定谔方程本身就已经将微观粒子的运动波动化了，微观粒子运动

的粒子化来源于动能算符与动量算符的关联(即动量属性和能量属性)，即波粒二象性在薛定谔方程

中已经完全体现出来。图1中的(1)和(2)明显展示了自由电子和箱中粒子运动的波动性。 

 

 
图1  (1) 自由电子的波函数示意图，波动性的展示；(2) 一维势箱粒子的波函数示意图，运动空间分立化和轨道

能量量子化；(3) B3LYP/cc-PV6Z水平下预测的碳原子具有代表性的原子轨道示意图，运动空间分立化和原子轨道

能量量子化；(4) B3LYP/6-31G(d,p)水平下预测的乙烯链随共轭长度(n = 1–5)变化的前线分子轨道示意图 

 

2  微观粒子运动的量子化 
上述内容从动量算符和薛定谔方程出发讨论了微观粒子波粒二象性的由来，但微观粒子运动(包

括运动空间和能量分布)的分立化(即量子化)还没讨论。从公式(10)的解可以得到体系的能量𝐸，现在

讨论𝐸的性质和取值，𝐸是不是可以取分立值，什么条件可以取分立值，𝐸取分立值时波函数应该有

什么特征。 

由于𝛹𝛹∗d𝑟表示在d𝑟空间范围内找到粒子的几率(在整个运动空间找到粒子的总几率应该是确

定的)，因此自由微观粒子的波函数在空间的分布(𝑟 → േ∞ )应该是有限的(但波函数的归一化存在困

难[7,8])，波函数的空间分布有限性要求√2𝑚𝐸为实数，即体系的能量𝐸必须为非负数。除此外，对能

量𝐸取值没有额外的限制，能量𝐸可以取任意非负实数，即体系的能量分布可以是连续的。由此可见，

微观粒子的能量不是自然而然分立(量子化)的，即微观粒子运动的量子化需要条件。 

如果对自由运动的微观粒子施加一个势场𝑉  (微观粒子与势场的相互作用)，此时微观粒子的运
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动遵循公式(7)。由于势场𝑉一般是位置的函数，此时的薛定谔方程可写为 

ቆെ
ℏଶ

2𝑚
𝛻ଶ ൅ 𝑉 െ 𝐸ቇ𝛹 ൌ 0 (12)

公式(12)不再是一个二阶常微分方程，很难得到其解析解，方程的解(微观粒子的运动行为)随势

场𝑉的具体形式而变化，但其解仍然具有波动函数属性。为了示范性地展示势场𝑉对微观粒子运动行

为和能量分布的影响，我们通过几个特殊势场𝑉  (一维无限深势阱和单中心势场)中微观粒子的薛定

谔方程的求解去理解微观粒子运动的空间限域性和相应能量分布的分立化(量子化)情形。 

一维无限深势阱是一种简单但物理图像清晰的势能模型，在一维空间加上势场而得，即在一定

的空间范围内微观粒子感受到的势场𝑉为零(例如0 ൏ 𝑥 ൏ 𝐿)，在此区域外(0 ൒ 𝑥或𝑥 ൒ 𝐿ሻ 𝑉为无穷大

()，即 

𝑉ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ሺ0 ൏ 𝑥 ൏ 𝐿ሻ，𝑉ሺ𝑥ሻ ൌ ∞ ሺ0 ൒ 𝑥或𝑥 ൒ 𝐿ሻ  (13)
如果仅考虑在0 ൏ 𝑥 ൏ 𝐿区间内，微观粒子的薛定谔方程仍然是公式(8)，其解为式(10)，即为一

维空间中自由粒子的运动。为了讨论方便，可将式(8)粒子的波函数改写为[9] 

𝛹 ൌ 𝐴sinሺ
𝑥
ℏ
√2𝑚𝐸ሻ ൅ 𝐵cosሺ

𝑥
ℏ
√2𝑚𝐸ሻ (14)

当考虑到边界条件𝑉ሺ𝑥ሻ ൌ ∞ ሺ0 ൒ 𝑥或𝑥 ൒ 𝐿)，粒子在𝑥 ൑ 0或𝑥 ൒ 𝐿时的能量(动能加势能)为无穷

大。而粒子的能量不可能无穷大，即粒子不可能出现在𝑥 ൑ 0或𝑥 ൒ 𝐿的区域，因此当𝑥 ൑ 0或𝑥 ൒ 𝐿时
粒子的波函数为零，波函数的连续性要求粒子在𝑥 ൌ 0或𝑥 ൌ 𝐿处的波函数也为零。 

𝛹 ൌ 0 (𝑥 ൌ 0)要求式(14)中𝐵 = 0，得 

𝛹 ൌ 𝐴sinሺ
𝑥
ℏ
√2𝑚𝐸ሻ (15)

当𝑥 ൌ 𝐿时，𝛹 ൌ 0，则得𝐿/ሺℏ√2𝑚𝐸ሻ ൌ 𝑛π，即 

𝐸 ൌ
𝑛ଶℏଶπଶ

2𝑚𝐿ଶ
 ሺ𝑛 ൌ 1, 2, 3 … ሻ (16)

把𝐸 ൌ 𝑛ଶℏଶπଶ/ሺ2𝑚𝐿ଶሻ代入粒子波函数得 

𝛹 ൌ 𝐴sinሺ
𝑛π
𝐿
𝑥ሻ (17)

从式(16)得知微观粒子在一维箱中的能量为包含正整数n的分立值，不再像自由粒子的能量是连

续变化的值。式(17)表明微观粒子的运动空间也是随正整数n而分立化。图1中的(2)是电子在一维势

阱中的波函数，由于有势阱的限制，电子的运动(波函数分布)满足一点的边界条件，电子的能量出现

了分立性的分布，同时其运动的波动性特征也非常明显。微观粒子在一维无限深势阱的运动很自然

地可以推广到三维无限深势阱，即有势阱作用的微观粒子的运动具有分立(量子化)性的特征。 

原子中电子围绕原子核运动，相对于电子，原子核就构成了电子的单中心势场，因此中心势场

模型代表了电子在原子核外运动。为了简单起见，假定原子核外只有一个电子，这类模型包括了氢

原子和类氢离子。氢原子和类氢离子定态薛定谔方程的求解在大部分量子化学或结构化学教科书中

有详细介绍[9]，吉林大学封继康教授曾对不用特殊函数求解氢原子和类氢离子单电子波函数进行了

详细讨论[10]。 

假设原子核不动，电子围绕原子核运动，原子核对于电子的势场𝑉 ൌ െ𝑍𝑒ଶ/𝑟， 𝑟为电子到原子

核的距离，𝑍为原子的正电荷量，𝑒为电子电量。氢原子和类氢离子中电子定态薛定谔方程可写为 

ቆെ
ℏଶ

2𝑚
∇ଶ െ

𝑍𝑒ଶ

𝑟
െ 𝐸ቇ𝛹 ൌ 0 (18)

采用球坐标、经过变量分立，求解得到径向和角度部分的解，最终可以得到电子在特定原子轨

道(电子定态薛定谔方程的解)中的能量为 

𝐸୬ ൌ െ𝑅
𝑍ଶ

𝑛ଶ
 (19)
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其中𝑅是里德堡(Rydberg)能量(13.6 eV)，𝑛是主量子数(在解径向薛定谔方程引入的正整数，原子

轨道的主层量子数)。中心势场的引入导致电子(可推广到一般微观粒子，微观粒子的势场也可以不

同)的能量取值分立化，即量子化，其相应的运动空间(原子轨道)也出现相应的空间分布的分立化(限

域化)。电子在中心势场(即原子)中运动空间的分立性更加明显(图1中的(3))。 

比较一维无限深势阱中微观粒子和氢原子及类氢离子的电子运动轨道的能量表达式(式(16)和式

(19))发现一维无限深势阱模型中微观粒子的能量为正，而氢原子和类氢离子中电子的能量为负。这

是因为一维无限深势阱模型中微观粒子没有受到势场的吸引，粒子只有动能，能量没有降低。在氢

原子和类氢离子中,电子受到原子核的吸引使其能量降低。 

一维直链共轭多烯就是一个典型的π电子一维无限深势阱(石墨烯纳米片可以看作是二维无限深

势阱)，垂直于共轭多烯分子骨架的共轭π轨道构成了碳的2𝑝௭电子的一维运动空间，分子链的两端边

缘形成了势能无穷大的界限使碳的2𝑝௭电子只能在共轭π轨道中运动(此时忽略碳原子核对2𝑝௭电子在

分子链方向运动的影响) (图1中的(4))。通过式(16)可知，随共轭分子链的增长(2𝑝௭电子的增多)，相

同量子数n的分子轨道的能量随链长增长而变小，用一维无限深势阱模型可以定性地判断一维直链

共轭多烯π分子轨道能量随链长和电子数目变化的大致规律。由于没考虑到原子核对电子的吸引，共

轭多烯π分子轨道能量为正值，不符合实际情况，因此原子核对电子的吸引必须考虑。处理这种情形

的较简单模型是休克尔(Hückel)分子轨道方法[11–13]。 

通过微观粒子在中心势场和一维无限深势阱的薛定谔方程分析表明微观粒子由于势场作用引起

波函数满足特定的边界条件导致微观粒子运动(空间和能量)分立(量子化)，即波动性的运动受到限制

引起微观粒子运动空间和能量分布的分立化，简而言之，势场作用导致微观粒子运动的量子化。 

电子在分子中受多个原子核的吸引和其余电子的排斥，其运动空间和能量分布的分立性也很明

显，但更加复杂(图1中的(4))。对于多原子分子，电子可以看作是在多个原子核形成的势场中运动，

其具体空间运动形式(分子轨道)和能量表达形式随具体的分子构象变化，但其运动仍然保持量子化

特性。分子中电子的运动可以通过引入近似求解薛定谔方程，具体求解方法可以分为以波函数为变

量的从头算理论及方法和以电子密度为变量的密度泛函理论及方法。 

 
3  结语 

本论文从动量算符和薛定谔方程出发基于海森堡不确定原理讨论了有质量微观粒子的波粒二象

性、运动空间的分立化(限域化)和能量的量子化。通过分析推理出微观粒子的波粒二象性是其固有

属性(在薛定谔方程中引入动量算符和动能算符)，但其运动的量子化是由于具有波粒二象性的微观

粒子受到势场作用导致的，即微观粒子运动的量子化需要条件。正是由于其量子化特征随势场作用

而变化，导致了不同元素和不同物质具有不同的物理及化学性质，即势场作用(还包括控制微观粒子

运动的基本特性和规律，比如量子力学基本公设、宇称和对称性等)是以微观粒子(质子、中子、电子

及其构成的原子)为基本组成单元的世界纷繁多样性的起源，也是依照物质基本作用原理并通过不同

元素种类及数量制备新物质的理论依据。根据需要，通过调控势场作用(元素种类、数量、空间结构)

来制备功能材料满足社会需要并促进社会发展是物质科学的中心任务。 
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