
 

 

基于小波采样理论的新型准则函数
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摘要　为解决在噪声环境下建模的过拟合问题，基于小波采样理论，提出一种适用于小波神经网络的新型准则函数，并

设计了相应的训练算法。这种算法能够利用样本分布和误差训练输入和输出层权值，因此可以大大提高小波神经网络的学习

效率。理论和试验表明，新型准则函数有力地保证了小波神经网络的泛化能力，其相应的算法具有全局收敛性，并对噪声变

化具有良好的鲁棒性。
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Abstract　 In  order  to  solve  overfitting  of  modeling  in  noisy  circumstance,  a  novel  cost  function  with
corresponding  training  algorithm  is  proposed  for  wavelet  networks  based  on  sampling  theory.  Since  such  an
algorithm  can  use  sample  distributions  and  errors  respectively  to  train  input  and  output  weights,  learning
efficiencies  of  wavelet  networks  are  improved  greatly.  The  theories  and  experiments  show  that  this  novel  cost
function can ensure generalizations of wavelet networks. Simultaneously, the new algorithm can converge globally
and is robust to noise varying.
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复杂环境下数据采集条件恶劣，训练样本往往

带有大量噪声，且分布密度低。这导致神经网络建

模极易发生过拟合。通常认为，复杂模型和样本噪

声是导致神经网络过拟合的主要原因，因此在经典

算法中，限制模型复杂度及滤除噪声，是防止过拟

合的主要手段。

从限制模型复杂度的观点出发，及早停止法是

一种常用的防止过拟合方法。它常和交叉验证法结

合，广泛应用于河流和大气等复杂系统的建模[1-3]。

然而该方法训练效率较低，且很难适用于在线建

模。模型选择法是另一种基于限制神经网络复杂程

度来克服过拟合的有效方法。通过设定模型选择标

准，如 AIC（Akaike  Information  Criterion） [4-5] 和

BIC（Bayesian Information Criteria）[6-7] 标准，这类

方法可以有效地抑制训练误差的减小程度，进而保

证神经网络的泛化能力。但研究表明，只有当训练

样本密度足够高时，选择法才能同时保证模型的泛

化能力和精度。这成为模型选择法在很多实际应用

中效果不佳的主要原因。

从噪声引起过拟合的观点出发，去除或限制样

本噪声成为防止过拟合的另一种重要手段，如主成

分分析（Principle Component Analysis） [8-9]、再生

核算子[10-11] 等。然而这类方法在去除噪声时，常容

易滤除信号自身的细节，而导致模型精度下降。

正则化技术是一种通过保证神经网络输出光滑

性，防止过拟合的方法。在该项技术中，准则函数

由正则项和误差项组成。由于正则项的存在，神经

网络训练可以缓和插值误差的减小程度，提高神经

网络的泛化能力[12-13]。正则化技术便于操作，样本

数据利用效率高、防止过拟合效果显著，因此得到 
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广泛的应用[14]。但正则项的选取依赖于噪声特性，

而该特性往往会随着时间发生变化，这大大降低了

正则化技术对噪声的鲁棒性。

从上面的分析可知，尽管经典防止过拟合技术

可以提高神经网络建模的泛化能力，但常存在计算

复杂、样本密度要求高、数据利用效率低、对噪声

变化缺乏鲁棒性等问题，难以适用于复杂系统建

模。为此本文将小波神经网络作为基础，引入一种

新的准则函数，并提出一种输入和输出层权值相分

离的训练算法。理论和实验表明该算法具有良好的

泛化能力和全局收敛性。

 1　小波神经网络结构

本算法采用跟文献 [15]中相同的小波神经网

络结构。为便于论述本文算法，本节将简单描述该

神经网络的特性。关于其更为详细内容，可以参见

文献 [15]。
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图 1    小波神经网络结构
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本算法针对三层结构的小波神经网络，其以小

波父函数（尺度函数） 作为激励函数，结构如

图 1所示，其中 表示输出层权值， 表示输

入层权值， 表示阈值，这里 （见文献 [15]）。

神经网络解析表达可以写为：

fne(x) =
M∑

k=N

ckϕ(2 jx− k) =
M∑

k=N

ckϕ j,k(x) (1)

{ck} = {ck1,··· ,kd }k1,··· ,kd∈Z M = [M1, · · · ,Md] N =

[N1, · · · ,Nd] k = [k1, · · · ,kd] x =[x1, · · · , xd] j = [ j1, · · · ,
jd] 2 j = [2 j1 , · · · ,2 jd ]

将单维尺度函数替换成多维尺度函数，式 (1)
所示单维小波网络可以拓展为多维小波网络[15-16]。

如果令 ， ，

，  ， ，

,  ，那么多维小波网络可以表

述为：

fne(x) =
M∑

k=N
ckϕ(2 j ◦ x− k) =

Md∑
kd=Nd

· · ·
M1∑

k1=N1

ck1,··· ,kdϕ(2
j1 x1−k1, · · · ,2 jd xd−kd)=

Md∑
k1=Nd

· · ·
M1∑

kd=N1

ck1,··· ,kdϕ(2
j1 x1−k1)× · · ·×ϕ(2 jd xd−kd) (2)

2 j ◦ x = [2 j1 x1, · · · ,2 jd xd] 2 j x

2 jd xd

ϕ(2 j ◦ x− k) = ϕ(2 j1 x1− k1, · · · ,2 jd xd − kd) =

ϕ(2 j1 x1− k1)× · · ·×ϕ(2 jd xd − kd)

式中， 表示向量 和向量 之

间的点积； 表示神经网络在 方向上的输入层权

值 。 此 外

表示由张量积生成的

多维尺度函数[15-16]。

 2　一维学习算法

 2.1　基于小波采样理论的准则函数

{S ϕj,k(x)}k∈Z
{θ j,k(x)}

为简便起见，首先讨论一维（单输入）情况下

的算法，然后再扩展到高维。由小波采样理论可

知，插值尺度函数 和单位正交尺度函数

之间存在一一映射，即：

S ϕ(2 jx) =
+∞∑

k=−∞
λkθ(2 jx− k) (3)

{λk}k∈Z ∈ l2(Z) θ j,k(x) = θ(2 jx− k)式中， ； 。

fs(x) ∈ V j V j {ϕ j,k(x)}k∈Z
Q = [λk−n]k×n

k n λk−n

设 为建模对象函数， 表示

张成的尺度函数空间。令 表示在第

行、第 列、以 为元素的矩阵，那么基于式

(3)，构建准则函数：

FC( fs, fne)= (Fs−Fne)TQTQ(Fs−Fne) =

(Fs−Fne)TΛ(Fs−Fne) (4)

Fs Fne { fs(k ·T )}k∈Z { fne(k ·T )}k∈Z
Λ

式中， ， 分别表示以 ，

为元素的向量，而矩阵 表示为：

Λ = QTQ (5)

{λk}k∈Z
{S ϕj,k(x)}k∈Z {θ j,k(x)}

显然式 (3)表明序列 可以构成 Riesz基
和 的可逆性。基于此，这里引入

以下定理。

Λ定理 1　式 (5)中 为正定阵

证明：令：

Fs,λ = QFs (6)

Fs ∈ l2(Z) Fs,λ ∈
l2(Z) Fs,λ ∈ l2(Z) Fs ∈ l2(Z)

fs,λ(n ·T ) Fs,λ n

T fs(x)

显然对于任何 ，总存在唯一

。下面说明任何 对应的 也是

唯一。假设 表示 中第 个元素（这里

表示对 的采样间隔），那么由式 (3)和式 (6)
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可得：

+∞∑
n=−∞

fs,λ(n ·T )θ(x−n) =
+∞∑

n=−∞

+∞∑
m=−∞

λn−m fs(m ·T )θ(x−n) =

+∞∑
m=−∞

fs(m ·T )S ϕ(x−m)

(7)

{θ(x−n)}n∈Z {S ϕ(x−m)}m∈Z V0

V0 {ϕ(x− k)}k∈Z
{ fs(m·T )}m∈Z∈ l2(Z) { fs,λ(n·T )}n∈Z ∈

l2(Z) { fs,λ(n·T )}n∈Z∈
l2(Z) { fs(m ·T )}m∈Z ∈ l2(Z)

{ fs(m ·T )}m∈Z { fs,λ(n ·T )}n∈Z

由于 和 都构成 的 Riesz
基（这里 是 张成的空间），因此对于任

何 ，使得式 (8)成立的

都是唯一的。这反过来意味着对于任何

，只存在唯一的   使得式 (7)
成立，因而从 到 的映射，

具有可逆性。

Q因为式 (6)是可逆映射，所以矩阵 必为可逆

矩阵。式 (6)意味着：

Fs,λ = 0当且仅当Fs = 0 (8)

Fs , 0由式 (6)和 (8)可知，当 时：

FT
sΛFs = FT

s QTQFs = FT
s,λFs,λ > 0 (9)

Λ即 为正定阵。证毕。

Fs Fne ∈ l2(R) Λ

fs(x) fne(x)

显然对于 ， ，当 为正定阵时，

式 (4)可以有效衡量 和 之间的距离平方。

为此这里提出用式 (4)作为算法的准则函数。

 2.2　由样本分布确定输入层权值

2 j {c j,k}k∈Z

2J

由小波理论及式 (3)可知，小波网络输入层的

权值 决定了逼近空间，而输出层权值 对应

函数 (被建模对象)在逼近空间中的坐标。基于这

种特点及式 (4)所示准则函数，这里提出一种新的

神经网络训练算法。在该算法中，将依据训练样本

分布确定输入权值 ，而基于样本误差确定输出层

权值。

{k ·T, fs(k ·T )}k∈Z
T k ·T k

fs(k ·T ) k

J ∈ Z

考虑一维均匀分布的样本集合 ，

这里 表示输入值之间的间隔， 表示第 个输入

值， 表示第 个输出值。同时基于归一技

术，这里假设存在 ，使得：

2J =
1
T

(10)

fs(x) ∈ VJ

VJ {ϕJ,k(x)}k∈Z
此时由小波采样理论可知，如果 （这

里 表示 张成的函数空间），总有下式

成立：

fs(x) =
+∞∑

k=−∞
fs(k ·T )S ϕ(2J x− k) (11)

fs(x) S ϕ(x)这里 表示被建模对象的函数形式， 表

示插值尺度函数。

{S ϕ(2J x− k)}k∈Z {ϕ(2J x− k)}k∈Z

{c0
J,k}k∈Z

因为 和 同时构成

Riesz基，因此式 (12)意味着存在唯一的系数

，使得：

fs(x) =
+∞∑

n=−∞
c0

J,nϕ(2
J x−n) (12)

ϕ(x)

2 j = 2J fne(x)

fs(x) ∈ VJ J

2 j

T 2 j

式 (12)表明如果利用 作为激励函数，那么

输入层权值为 的小波网络 ，具有足够的

逼近能力，建立 的数学模型，这里 由式

(10)确定。为此，本算法的输入层权值 将由采样

间隔 确定，即输入层权值 满足条件：

2 j = 2J−q ⩽ 2J = 1/T (13)

q = J− j式中， 。

 2.3　基于样本误差训练输出层权值

2 j当输入层权值 确定后，由式 (1)可知，在样

本位置上的神经网络输出，可以表示为：

Fne =ΦC (14)

Φ =
[
ϕ j,m(n ·T )

]
n,m T式中， ； 表示样本间隔。基于

式 (14)，神经网络训练可以表述为以下迭代过程：E(k+1) = Fs−ΦC(k+1)

C(k+1) = C(k)+ A f E(k) (15)

E(k) C(k) k

A f

ΦTΛΦ

式中，向量 和 分别表示第 步的插值误差和

输出层权值；矩阵 表示误差反馈系数。事实

上，当式 (13)成立时， 为可逆矩阵[17]。因此

这里可以得到以下收敛算法。

λA |1−λA| < 1

A f = λA(ΦTΛΦ)−1ΦTΛ

C

定理 2　设 为满足 的常数，那么选

取反馈矩阵为 时，输出层权

值 总可以通过式 (15)，收敛到：

C0 = (ΦTΛΦ)−1ΦTΛFs (16)

C0并且在收敛点 上，准则函数式 (4)减为最小。

E(k+1) = Fs−ΦC(k+1) C(k+1) = C(k)+

A f E(k)

证明：将 代入

，可得：

C(k+1) = (I− A fΦ)C(k)+ A f Fs (17)

简化可得：

C(k+1) = (I−λA)C(k)+λA(ΦTΛΦ)−1ΦTΛFs (18)

B(k) ∈ l2(Z) C(k)

k

设定 为另一迭代过程（跟 迭代过

程的初始值不同），在第 步的输出层权值为：

B(k+1) = (I−λA) B(k)+λA
(
ΦTΛΦ

)−1
ΦTΛFs (19)
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那么由式 (18)和式 (19)可得：∥∥∥C(k+1)−B(k+1)
∥∥∥

l2 = |1−λA|
∥∥∥C(k)−B(k)

∥∥∥
l2 (20)

|| · ||l2 l2(Z)

|1−λA| < 1

式中， 表示 空间的范数。式 (20)意味

着当 时，有：∥∥∥C(k+1)−B(k+1)
∥∥∥

l2 <
∥∥∥C(k)−B(k)

∥∥∥
l2 (21)

Co

Co

这意味着式 (18)为压缩映射。因此根据压缩

映射定理，式 (18)将收敛于唯一的固定点 。固

定点 满足：

Co = (I− A fΦ)Co+ A f Fs (22)

可解得式 (16)。
另一方面，由式 (4)可知：

∂FC

∂C
= 4
(
ΦTΛΦC−ΦTΛFs

)
∂2FC

∂C2 = 4ΦTΛΦ

(23)

C0 =
(
ΦTΛΦ

)−1
ΦTΛFs将 代入式 (23)，可得：

∂FC

∂C
= 0 (24)

Λ ΦTΛΦ

C0

FC( fs, fne)

因为 为正定阵，因此矩阵 主对角线上

的元素为正，因此式 (24)意味着 为准则函数

的最小值点。证毕。

C0

定理 2意味着无论如何选择输出层权值的初始

值，只要按照式 (13)确定输入层权值，并依据式

(16)确定反馈系数，那么式 (15)总可以收敛到固定

点 ，在该点上插值误差减为最小。这表明本文提

出的算法具有全局收敛性。

 3　学习算法多维扩展

 3.1　多维算法的准则函数和输入层权值确定

Fs Fne

因为多维尺度函数由单维尺度函数通过张量积

生成，所以单维小波神经网络的性质，很容易拓展

到多维的情况。设定 ,  分别表示多维样本以及

多维小波网络在样本位置的输出：

Fs = [ fs(T1,T2, · · · ,Td), fs(2T1,T2, · · · ,Td),
· · · , fs(nT1,T2, · · · ,Td), fs(nT1,2T2, · · · ,Td), · · · ,
fs(nT1,nT2, · · · ,Td), · · · , fs(nT1, · · · ,nTd−1,2Td),

· · · , fs(nT1, · · · ,nTd−1,nTd)]T (25)

Fne = [ fne(T1,T2, · · · ,Td), fne(2T1,T2, · · · ,Td),
· · · , fne(nT1,T2, · · · ,Td), fne(nT1,2T2, · · · ,Td),

· · · , fne(nT1,nT2, · · · ,Td), · · · , fne(nT1, · · · ,nTd−1,2Td),

· · · , fne(nT1, · · · ,nTd−1,nTd)]T

(26)

Fne

由张量积性质可知，式 (2)所示多维小波神经

网络的输出 可以表示成：

Fne =Φ1⊗ · · ·⊗Φi⊗ · · ·⊗ΦdC =ΦC (27)

Φi xi Φ ⊗式中， 表示在 方向上的矩阵 ； 表示矩阵

Kronecker积，而：

Φ =Φ1⊗ · · ·⊗Φi⊗ · · ·⊗Φd (28)

跟式 (3)相似，在多维情况下，有：

S ϕ(2 j ◦ x) =
+∞∑

k=−∞
λkθ(2 j ◦ x− k) (29)

θ(2 j ◦ x− k) = θ(2 j1 x1− k1)× · · ·× θ(2 jd xd − kd)

S ϕ(2 j ◦ x) = S ϕ(2 j1 x1)× · · ·S ϕ(2 jd xd) L2(Rd)

λk = λk1 × · · ·×λkd

{λki }ki∈Z xi {λk}k∈Z ki = k

λki = λk

式 中 ， ；

  。由 空间内

积算子性质可得式 (29)中 ，这里

表示在 方向上的系数 ，即当

时， 。

Qi = [λni−ki ]ni,ki
(ki,ni)

ki,ni ∈ Z Qi xi Q

Qi

令 表示在 位置上的矩阵，

这里 。显然 对应于在 方向上的 矩阵。

基于 构建矩阵：

Q = Q1⊗ · · ·⊗Qi⊗ · · ·⊗Qd (30)

那么由矩阵 Kronecker积的性质可得：

Λ = QTQ = Λ1⊗ · · ·⊗Λi⊗ · · ·⊗Λd (31)

Λi = QT
i Qi i ∈ Z (32)

2 j = [2 j1 , · · · ,2 ji , · · · ,2 jd ]

2 ji xi

2 ji

令 表示多维情况下的输

入层权值，其中 表示在 方向上输入层权值的分

量。由定理 1可知，当 满足式 (13)时，即：

2 ji ⩽ 1/Ti (33)

Λi xi

Λi

Λ

式 (31)中 为正定阵。如果对应于每个 方向

上的 都为正定阵，那么根据 Kronecker积的性

质，意味着 也为正定阵。

与式 (4)相似，这里设定多维准则函数为：

FC( fs, fne) = (Fs−Fne)T
sΛ(Fs−Fnes ) = ∥Fs−Fne∥2Λ

(34)

 3.2　多维输出层权值算法

与式 (16)相类似，在多维情况下，当输入层

权值确定后，输出层权值训练过程可以表示为：E(k+1) = Fs−ΦC(k+1)

C(k+1) = C(k)+ A f E(k) (35)

E(k) C(k) A f k式中， ,   和   分别表示神经网络在第 步的

插值误差、输出层权值和反馈系数矩阵。

对比式 (15)和 (35)，以及式 (4)和式 (34)，可
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ΦTΛΦ

Φ Fs A f

Φ Fs A f

以发现，单维神经网络和多维神经网络的迭代过程

是相似的。这意味只要 具有可逆性，那么在

定理 2的证明中，只要简单地将矩阵 、 、 替

换成 、 、 ，那么单维迭代收敛算法同样适用

于多维情况。

事实上，根据张量积的性质，可以获得以下

推论。

ΦTΛΦ推论 1　矩阵 可逆的充要条件是输入层

权值满足式 (33)。
证明：由式 (27)和式 (30)，及矩阵性质可得：

QΦ = (Q1⊗ · · ·⊗Qd)(Φ1⊗ · · ·⊗Φd) =
Q1Φ1⊗ · · ·⊗QdΦd (36)

ΦTΛΦ将式 (31)和式 (36)代入 ，可得：

ΦTΛΦ =ΦTQTQΦ = (QΦ)TQΦ =
(ΦT

1 QT
1 ⊗ · · ·⊗ΦT

d QT
d )(Q1Φ1⊗ · · ·⊗QdΦd) =

ΦT
1Λ1Φ1⊗ · · ·⊗ΦT

i ΛiΦi⊗ · · ·⊗ΦT
dΛdΦd (37)

ΦTΛΦ

ΦT
i ΛiΦi

Λi ΦT
i ΛiΦi

式 (37)和矩阵Kronecker积的性质意味着

可逆，当且仅当 可逆。由文献 [16]可知，

当 为正定阵时， 可逆的充要条件为式 (33)
成立，因此推论 1成立。证毕。

ΦTΛΦ

A f = λA(ΦTΛΦ)−1ΦTΛ

C0 = (ΦTΛΦ)−1ΦTΛFs

推论 1意味着如果按式 (33)选择输入层权值，

那么 为可逆矩阵。跟单维训练算法相似，如

果构建矩阵 那么式 (35)收
敛，且在收敛值 上，使得准则

函数式 (34)减为最小。

 4　算法泛化能力

j→ +∞
fne(x) L2(Rd)

{ϕ(2 j ◦ x− k)}k∈Z V j

fs(x) ∈ V j V j

{ϕ(2 j ◦ x− k)}k∈Zd

根据小波理论，当 时，式 (2)中的神经

网络 可以逼近 空间中的任何元素[15]。由

于 可以构成 空间中的 Riesz基，

因此这里总假设对象函数 ，这里 表示由

张成的尺度函数空间。

V j ⊂ L2(Rd) L2由于 ，因此这里采用 范数来表示

逼近误差：

e( fs, fne) = ∥ fs− fne∥2L2 =
w +∞
−∞
| fs(x)− fne(x)|2dx (38)

w +∞
−∞
| f (x)|2dx =

w +∞
−∞
· · ·

w +∞
−∞
| f (x1, · · · , xd)|2dx1 · · ·

dxd ∥·∥L2 L2 e( fs, fne)

式中，

； 表示 范数范数。基于 及准则式

(34)，有以下定理。

定理 3　当式 (33)成立时，逼近误差式 (38)可
以表示为：

e( fs, fne) =
w +∞
−∞
| fne(x)− fs(x)|2dx = FC( fs, fne) (39)

证明：当式 (33)成立时，由插值基的性质可得：

fs(x)− fne(x) =
∑

k
fs(k◦T)S ϕ(2J ◦ x− k)−∑

k
fne(k◦T)S ϕ(2J ◦ x− k) (40)

将式 (29)代入式 (40)可得：

fs(x)− fne(x) = (
∑

k
fs(k◦T)−∑

k
fne(k◦T))

∑
m
λmθ(2J ◦ x−m− k) =∑

n

∑
k

fs(k◦T)λn−kθ(2J ◦ x− n)−∑
n

∑
k

fne(k◦T)λn−kθ(2J ◦ x− n) (41)

{θ(2J ◦ x− n)}n∈Zd因为 为正交基，将式 (41)代入

式 (38)可得：

e( fs, fne) = ∥ fs− fne∥2L2 =∑
n

∣∣∣∣∣∣∣∑k
fs(k◦T)λn−k−

∑
k

fne(k◦T)λn−k

∣∣∣∣∣∣∣
2

(42)

另一方面，将式 (34)的矩阵展开，可得：

FC( fs, fne) =
∑

k

∣∣∣∣∣∣∣∑n
λk−n ( fs(n◦T)− fne(n◦T))

∣∣∣∣∣∣∣
2

(43)

由式 (42)和式 (43)可得式 (39)。证毕。

所谓的过拟合，就是准则函数减小，而逼近误

差增大的情况。然而式 (39)意味着，如果采用本

文设计的准则函数，那么准则函数的减小，就等于

逼近误差的减小。因此本文提出的准则函数可以有

效抑制过拟合的发生，继而保证本文算法的泛化

能力。

 5　仿真

正则化是一种有效的抗过拟合技术，且被广泛

应用于系统建模。为验证本文算法的有效性，本文

算法将应用于建立多维模型 (四维模型)，并跟正则

化技术进行比较。

 5.1　仿真中的建模对象

 5.1.1　建模对象的函数

设定仿真中的建模对象函数为：

gs(x1, x2, x3, x4) =
4∑

k4=1

4∑
k3=1

4∑
k2=1

4∑
k1=1

ak1,k2,k3,k4e(x1−5k1)2+(x2−5k2)2+(x3−5k3)2+(x4−5k4)2
(44)
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{ak1,k2,k3,k4 }k1∈[1,··· ,4],··· ,k4∈[1,··· ,4] [0.5,

1.5] [−20,20]×
[−20,20]× [−20,20]× [−20,20] 1/8

1/16

这里 为在区间

上均匀分布的随机数。仿真在区域

上使用间隔为 的样

本训练神经网络。用间隔为 的样本验证模型精

度和泛化能力。

 5.1.2　训练中的噪声

在工程实践中，噪声常常服从正态和均匀分

布。为检验算法的抗噪声能力，这里在训练样本

中，分别加入以下 4种工程实践中常见的噪声。

σ2 = 10−31）均值为 0，方差为 且满足正态分布

的平稳随机噪声。

σ2 = 3.0×10−42）均值为 0，方差为 且满足均

匀分布的平稳随机噪声。

σ2(r) = 10−5+10−5r33）均值为 0，方差为 且满

足正态分布的非平稳随机噪声。

σ2(r) = 0.5×10−4+10−4r34）均值为 0，方差为

且满足均匀分布的非平稳随机噪声。

r =
√

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

−20 ⩽ xi ⩽ 20(i = 1, · · · ,4) 0 ⩽ r ⩽ 40

ns(x1, x2, x3, x4) (x1, x2, x3, x4)

r

ns(x1, x2, x3, x4)

|ñs(r)| r

|ñs(r)|

其中， 表示原本点到原点

的距离， ， 。令

表示在坐标 处的噪声幅

值。对于某次随机噪声实现，将具有相同距离 的

分为一组，并求取相应的绝对平均值

。以 为横坐标，噪声平均绝对值为纵坐标，

绘制 ，分布如图 2所示。

r = 0

图中，第 1和第 2种噪声，属于较为常见的平

稳随机过程，因此可以较好地检验算法对于普通噪

声的抑制能力。第 3和第 4种噪声的方差随位置的

变化而变化，即在靠近原点 ( )的地方能量较

小，而在远离原点时能量较大。因此第 3和第 4种
噪声属于非平稳随机过程。这类噪声可以有效地检

验本算法对噪声变化的鲁棒性。
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|ñs(r)|图 2    随机噪声实现的
 

 

 5.2　小波神经网络参数

 5.2.1　小波网络激励函数选取

ϕ(x)

由经典小波采样理论可知，Daubechies多分辨

分析的尺度函数空间存在插值基。这满足本文算法

激励函数的选取要求。为此这里选用四阶Daubechies
尺度函数 作为激活函数。

 5.2.2　小波网络准则函数

{λk}k∈Z小波网络准则函数，由式 (3)中的参数

决定。由经典小波采样理论可知，对于 Daubechies
小波，有：

+∞∑
k=−∞

λke−iwk =
1

+∞∑
k=−∞

ϕ̂(w+2kπ)

(45)

ϕ̂(w) ϕ(x)

ϕ(x)

式中， 表示 的傅里叶变换。另一方

面，四阶 Daubechies尺度函数 的傅里叶变换

满足：
+∞∑

k=−∞
ϕ̂(w+2kπ) = 1.0072e−iw−0.0338e−2iw+

0.0396e−3iw−0.0118e−4iw−
1.1982×10−3e−5iw+1.8838×10−5e−6iw (46)

将 (46)代入 (45)可得：

λ−1 = 0.9929, λ0 = 0.0333, λ1 = −0.0379, λ2 = 0.0091,
λ3 = 0.0034, λ4 = −0.0007, λ5 = −0.0001, λ6 = 0.0001

(47)

λk = 0 k , −1, · · · ,6
Qi = [λk−n] Λi = QT

i Qi i = 1, · · · ,4
且 ( )。这样基于式 (47)可以构

建矩阵 和 ( )，进而应用

式 (31)和 (34)构建对应的准则函数：

Λ = Λ1⊗ · · ·⊗Λ4 (48)

 5.3　正则化神经网络参数

在本仿真中，将采用文献 [12]中的经典正则
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化技术。正则化神经网络具有与 RBF网络相似的

结构，其准则函数可表示为：

+∞∑
n4=−∞

+∞∑
n3=−∞

+∞∑
n2=−∞

+∞∑
n1=−∞

(
fne(xn1 , xn2 , xn3 , xn4 )−

fs(xn1 , xn2 , xn3 , xn4 )
)2
+µ
∥∥∥D̃ fne(x1, x2, x3, x4)

∥∥∥
(49)

µ
∥∥∥D̃ fne(x,y)

∥∥∥ D̃

µ

式中， 表示正则化项； 为微分类算

子； 为正则化参数，其决定了神经网络输出平滑

度和样本误差之间的折中程度。

D̃

D̃

µ = 0.02

µ = 0.02

微分算子 决定了正则化神经网络激励函数的

选取。注意到式 (44)中，对象函数是高斯函数的

线性组合，为此仿真中通过选取微分算子 ，使得

正则化神经网络的激励函数为高斯函数。此外通过

尝试，发现对于图 2的 4种噪声，当 时正

则化神经网络可以获得最好的逼近结果，因此仿真

中，本文算法将跟 时的正则化神经网络的

学习结果进行比较。

 5.4　仿真结果

eap(x1, x2, x3, x4) = fs(x1, x2, x3, x4)− fne(x1, x2, x3,

x4) fne(x1, · · · , x4) fs(x1, · · · ,
x4)

{ak1,k2,k3,k4 }k1∈[1,··· ,4],··· ,k4∈[1,··· ,4]

ns(x1, x2, x3, x4)

令

表示神经网络 和建模对象

之间的误差。仿真重复 500次试验，每次试验

随机产生参数 和噪声

。将两种神经网络 500次试验误差取

绝对值，其相应的统计值如表 1所示。

 
 

表 1    绝对误差统计
 

噪声 最大值 平均值

小波网络(正态平稳噪声) 0.017 5 0.003 14
正则化网络(正态平稳噪声) 0.039 50 0.006 92
小波网络(均匀平稳噪声) 0.026 22 0.005 09
正则化网络(均匀平稳噪声) 0.043 32 0.011 76
小波网络(正态非平稳噪声) 0.036 32 0.005 39
正则化网络(正态非平稳噪声) 0.088 58 0.012 40
小波网络(均匀非平稳噪声) 0.028 09 0.004 37
正则化网络(均匀非平稳噪声) 0.047 20 0.010 20

 
 

从表 1可以看出，在平稳正态和均匀噪声条

件下，小波网络的最大绝对误差和平均绝对误差分

别小于正则化网络的最大绝对误差和平均绝对误

差。另一方面，在非平稳正态和均匀噪声条件下，

正则化网络的最大绝对误差和平均绝对误差也大于

小波网络的平均绝对误差和平均绝对误差。

上述情况说明无论是在平稳还是非平稳噪声条

件下，小波神经网络的抗噪声能力都要远好于正则

化技术。从表 1的数据还可以看出，相比于正则化

技术，小波网络在克服非平稳噪声上拥有更大的

优势。

r

r

eap(x1, x2, x3, x4)

|ẽap(r)| r |ẽap(r)|
[0,10)

[10,20) [20,30)

[30,40]

满足正态分布和均匀分布的两种非平稳随机噪

声，其统计特性（方差）随距离 的变化而变化，

为阐明上述现象，这里将在相同距离 上的误差

分成一组，并求取绝对平均值

。以 为横坐标、 为纵坐标绘制误差分

布图，如图 3所示。将横坐标分成 4个区间，即

（A区间）、 （B区间）、 （C区

间）、 （D区间）。然后统计各个区间上逼

近误差的平均值，如表 2所示。
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a. 波网络在正态非平稳噪声下的误差

c. 小波网络在均匀非平稳噪声下的误差

 |e a
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|

 |e a
p (

r)
|

 |e a
p (

r)
|

 |e a
p (

r)
|

|ẽap(r)|图 3    神经网络逼近误差
 

 
 
 

表 2    非平稳噪声条件下逼近误差绝对平均值
 

网络 区间A 区间B 区间C 区间D

小波网络(正态) 0.002 81 0.005 14 0.006 02 0.006 88
正则化网络(正态) 0.006 18 0.011 68 0.014 07 0.016 69
小波网络(均匀) 0.002 37 0.004 15 0.005 20 0.006 07
正则化网络(均匀) 0.005 37 0.009 49 0.012 11 0.014 10

 
 

r由图 2c和图 2d可知，随着距离 逐渐增大，

无论是小波网络还是正则化网络的逼近误差都随之
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µ µ D

A

µ

A D

µ

变大。然而由表 2可知，对于非平稳正态噪声，

在 A区间，正则化网络误差是小波网络误差的

2.20倍，但是在 D区间，正则化网络误差扩大为

小波网络误差的 2.42倍。类似地，对于非平稳均

匀噪声，在 A区间，正则化网络为小波网络的

2.27倍，在 D区间，逐渐扩大为 2.33倍。这主要

是因为正则化技术抑制噪声的能力，主要取决于

式 (49)中参数 的选取。 较大时，虽然可以在 区

间较好地抑制强噪声，但容易导致噪声较小的 区

间丢失信号的细节。反之较小的 参数虽然有助于

保持 区间的信号细节，却难以抑制 区间的强噪

声。因此当噪声能量变化时，很难选取合理的参数

。这意味着在噪声统计特性发生变化时，小波网

络可以获得更高的逼近精度，因此小波网络相比正

则化技术对噪声更具鲁棒性。

 6　结束语

应用插值基和正交基之间的映射关系，本文构

建了新型准则函数。同时利用该准则函数，证明了

当输入层权值满足条件时，总可以获得反馈矩阵，

使得训练迭代具有全局收敛性，进而提出了相应的

训练算法，并将该算法推广至多维的情况。此外，

本文还证明了该算法能够使准则函数的减小等价于

逼近误差的减小，因而可以有效避免过拟合。最后

仿真结果验证了本文算法的有效性。
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